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I /amélioration  la  plus  essentielle  que  renferme  ce 
troisième  volume  comparativement  à l'édition  précé- 
dente, consiste  dans  l’exposé  complet  des  méthodes 
théoriques  et  pratiques  employées  pour  déterminer 
la  figure  de  la  terre,  et  pour  résoudre  les  problèmes 
géodésiques  en  général.  Les  grandes  opérations  de  ce 
genre  qui  ont  été  effectuées  depuis  la  fin  du  dernier 
siècle,  en  France  et  dans  toutes  les  autres  régions  du 
monde  civilisé , ont  fourni  aux  géomètres  des  sujets  de 
travaux  théoriques  dans  lesquels  ils  ont  déployé  toutes 
les  ressources  de  la  plus  profonde  analyse  ; et  les  obser- 
vateurs ont  profité  de  ces  recherches,  pour  donner  à, 
leurs  méthodes  pratiques  une  rigueur  qui  les  rappro-  . 
chat  autant  que  possible  de  ces  savantes  abstractions. 
Mais  cette  concordance  ayant  été  établie  successive* 
ment,  à mesure  que  des  instruments  plus  perfectionnés 
permettaient  de  rendre  les  observations  plus  précises, 
il  est  arrivéque,  dans  lesTraités  spéciaux  publiés  sur  ce 
sujet,  du  moins  en  France,  l’union  de  la  pratique  avec 
la  théorie  n’a  pas  pu  être  réalisée  aussi  continûment, 
surtout  aussi  simplement  que  l’on  pourrait  le  désirer  ; 
et  l’exactitude  des  résultats  obtenus,  quoique  réelle  et 
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irréprochable , lia  pas  toujours  été  établie  sur  des  cou- 
sidérations  assez  légitimes,  ou  assez  évidentes,  pour 
paraître  à l’abri  de  toute  objection.  J ai  pensé  qu’il 
serait  utile  de  présenter  aujourd’hui  l’ensemble  des 
procédés  pratiques  sous  un  point  de  vue  qui  eu  rendit 
l’exposition  plus  généralement  conforme  aux  indica- 
tions théoriques.  Je  crois  avoir  réussi  à le  faire  sans  les 
compliquer,  même  sans  y rien  changer  essentielle- 
ment, par  le  seul  emploi  de  considérations  très-sim- 
ples, fondées  sur  les  principes  d’osculation  des  sur- 
faces continues,  par  des  sphères  de  rayons  variables; 
de  sorte  que  les  calculs,  bien  que  rigoureusement  con- 
formes aux  plus  hautes  spéculations  de  l’analyse,  s’ef- 
fectuent cependant  comme  sur  une  sphère  unique, 
ou  sur  des  sphères  à peine  différentes  entre  elles, 
comme  on  le  faisait  auparavant  sans  s'en  rendre 
aussi  exactement  compte.  Par  ce  moyen,  beaucoup  de 
difficultés  de  détail  ont  disparu,  et  les  applications  nu- 
mériques , dirigées  sur  des  principes  plus  certains, 
n’exposeront  plus  ceux  qui  voudront  les  effectuer  à 
des  erreurs  que  des  personnes,  même  très-habiles, 
n’ont  pas  toujours  évitées.  J’espère  aussi  avoir  consi- 
dérablement simplifié  l’exposé  de  la  méthode  qui  sert 
«.déterminer  les  différences  de  niveau  par  les  distances 
zénithales  réciproques  dans  les  grandes  opérations  géo- 
désiques,  en  la  ramenant  à des  principes  théoriques 
plus  généraux  et  plus  rigoureux  qu’on  ne  l’avait  fait 
jusqu’à  présent  dans  les  ouvrages  que  j’ai  pu  consulter. 
Pour  celte  méthode,  comme  pour  la  mesure  des  arcs 
de  méridien  , des  arcs  de  parallèles  et  des  grandes  per- 
pendiculaires, j’ai  toujours  poussé  les  applications  jus- 
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qu’aux  nombres;  et  en  particulier  j’ai  inséré,  comme 
exemple,  tous  les  détails  du  calcul  de  l’arc  méridien 
qui  traverse  la  triangulation  d’Espagne,  dont  M.  I.ar- 
getcauabien  voulu  rassembler,  pour  ce  but,  l'exposition 
complète  dans  une  Note  rédigée  par  lui.  Après  tous  ces 
efforts,  j’ai  lieu  d’espérer  que  ce  résumé  des  méthodes 
géodésiques,  renfermé  dans  36o  pages,  pourra  çtre  utile 
aux  astronomes  praticiens  qui  auraient  occasion  d’effec- 
tuer oü  de  calculer  de  grandes  triangulations,  eu  les 
exemptant  de  chercher  les  détails  de  ces  méthodes 
dans  les  volumineux  traités  où  elles  ont  été  jusqu’ici 
disséminées  avec  moins  de  connexion  entre  elles,  et 
avec  beaucoup  plus  d ^difficulté  pour  être  comprises 
ou  employées  exactement. 

Quant  au  reste  du  volume,  les  matériaux  renfermés 
dans  la  précédente  édition  m’ont  paru  nécessiter  plutôt 
des  rectifications  de  détail  que  d’ensemble.  Je  n’ai  pas 
cru  devoir  changer  la  rédaction  du  chapitre  ou  j’avais 
exposé  l’emploi  des  cercles  répétiteurs,  quoique  ce 
genre  d instruments  ait  été  considérablement  perfec- 
tionné dans  sa  construction  et  dans  son  usage  depuis 
cette  publication.  Mais,  outre  l’identité  qui  subsiste 
toujours  dans  les  procédés  qui  servent  à l’établisse- 
ment, à la  rectification  et  à l'emploi  de  ces  instru- 
ments, il  en  existe  encore  beaucoup  qui  sont  construits 
comme  autrefois,  et  qui  ont  servi  à des  opérations  im- 
portantes pour  l’intelligence  desquelles  leur  connais- 
sance est  nécessaire.  Je  me  suis  donc  borné  à compléter 
cet  ancien  exposé  par  l’insertion  du  travail  que  j’ai  fait 
en  i8a5  pour  la  révision  de  ta  latitude  de  Fonnen- 
tera,  avec  un  nouveau  cercle  répétiteur  de  M.  Gambey, 
< * 
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auquel  j ai  appliqué  uu  procédé  d observation  tel, 
qu’étant  pour  le  moins  aussi  facile,  on  même  plus 
facile  que  celui  dont  on  se  servait  jusqu’alors,  il  atté- 
nue les  erreurs  variables  de  ces  instruments  au  point  de 
donner  à leurs  résultats  un  degré  de  concordance  qui 
n est  pas  inférieur  à celui  que  l’on  obtient  dans  les  ob- 
servatoires fixes  avec  les  instruments  des  plus  grandes 
dimensions.  Cette  méthode  , justifiée  parle  raisonne- 
ment comme  par  l’expérience,  a déjà  reçu  l’approbation 
d’astronomes  praticiens  les  plus  distingués;  et,  en  m’au- 
torisant de  leur  opinion  , je  crois  pouvoir  dire  qu’il  se 
rait  à désirer  qu’on  n’employât  plus  autrement  le  cercle 
répétiteur  pour  de  semblables  observations. 

La ‘fatigue  que  m’a  causée  la  portion  de  ce  volume 
qui  a exigé  spécialement  une  rédaction  toute  nouvelle, 
m’aurait  mis  hors  d’état  de  le  publier  actuellement,  si 
je  n’avais  reçu  pour  le  reste  de  l’impression,  les  secours 
obligeants  et  éclairés  d’un  jeune  et  habile  géomètre, 
M.  Delaunay,  que  ses  travaux  propres  et  ses  fonctions 
d’enseignement  ont  depuis  longtemps  familiarisé  avec 
les  études  astronomiques.  Après  lui  avoir  remis  cette 
dernière  partie  de  mon  manuscrit, je  m’en  suis  entiè- 
rement reposé  sur  lui  pour  rectifier  les  fautes  de  détail 
que  j’avais  pu  y laisser, 

qnuK  aut  incuria  ludil , 

Aut  humarîti  pantin  cafit  natura; 

et  je  lui  dois  une  grande  reconnaissance  pour  avoir 
bien  voulu  me  décharger  d’un  si  lourd  fardeau,  .l'es- 
père, avec  la  continuation  de  son  assistance,  publier 
sans  retard  les  deux  derniers  volumes , dont  l’impres- 
sion serait  déjà  commencée  si  je  n’avais  été  forcément 
détourné  par  d’autres  travaux. 

Octobre  f8jr>. 
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ET  INDICATION  DES  PRINCIPAUX  OBJETS  QUI  Y SONT  TRAITÉS. 


CHAPITRE  XVI, 

Pa-o. 

De  la  sphère  cc leste  et  de  scs  cercles  principaux i 

Caractère  idéal  de  cette  conception*,  et  ses  usages  pour  spécifier  les 
positions  relatives  apparentes  des  astres.  Dénominations  spé- 
ciale» attachées  à ses  principales  sections  circulaires.  Définition 
de  la  déclinaison . de  Vascension  droite  et  dos  arcs  dr  distance  des 
étoiles  entre  elles.  Formation  des  catalogues  d'étoiles.  Ce  giron 
entend  par  Y intervalle  équatorial  des  Jils  d'un  instrument  de  pas» 
sages.  Manière  de  le  déterminer  par  observation.  Application  h 
la  machine  parallatiquo.  Altérations  opérée»  parla  réfraction  at- 
mosphérique dans  la  circularité  des  disques  apparents  des  astres.  i - üo 
Note  sur  le»  grandeur»  des  dembdiamètre»  apparenta  des  astres, 
évalue»  suivant  <les  directions  quelconques  relativement  au  plan 
de  l'horizon.  Les  disques  circulaires  sont  transformés  par  la  ré- 
«raction  atmospfitriciue  en  disques  elliptiques  dont  le  grand  axo 
est  horizontal , le  petit  vertical , et  les  proportions  variables  avec 


l'élévation  apparente  do  Castro  sur  l'horizon • ; 20-  b> 

CHAPITRE  XVII. 

Dos  pôles  et  do  l'équateur  de  la  terre 3i 


Définition  générale* des  méridiens  et  des  parallèles  terrestres.  As- 
pcctfl  divets  de  la  sphère  terrestre  sur  les  horizons  des  différent» 
lieux.  Analogies  de  conception  établies  entre  les  cercles  célestes 
et  terrestres.  Latitudes  et  longitudes  géographiques.  Les  obser- 
vations de  tous  les  siècles  s'accordent  à montrer  quo  la  hauteur 
apparente  des  pôles  célestes  sur  l'horizon  do  chaque  lieu  est  sen- 
siblement constante,  et  que  Taxe  do  rotation  diurne  de  la  terre 
perce  toujours  sa  surface  dans  les  mémos  points  physiques  3i  38 

CHAPITRE  XVIII. 

Détermination  exacte  de  la  figure  de  la  terre.  Mesure  exacte  de  ses 

dimensions  et  de  sa  grandeur 3 ) 

•Section  I,  page  3<).  — Mensuration  immédiate  d une  portion  locale 
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du  la  surface  terrestre  corrigée  de  ses  inégalités  accidentelles.  La 
forme  générale  du  sphéroïde  terrestre , ainsi  considérée  , diffère 
très-peu  d'une  sphère  exacte  et  s'assimile  sur  de  petites  éleuducs 
avec  les  sphères  qui  lui  sont  localement  osculatrices.  Ou  peut, 
en  chaque  lieu,  concevoir  une  infinité  de  sphères  douées  de  la 
propriété  d'osculation  en  différents  sens.  Leurs  centres  sont  tous 
placés  sur  la  normale  locale,  dans  un  espace  très-petit  compa- 
rativement à la  longueur  de  leurs  rayons.  Avantages  propres  at- 
tachés à cello  de  ccs  sphères  qui  est  décrite  avec  le  plus  grand 
rayon  osculateur  local.  Tracé  direct  d’une  petite  portion  d’arc  mé- 
ridien, considéré  comme  commun  au  sphéroïde  et  à la  sphère  os- 
culatricc  dans  ce  sens,  en  supposant  l'opération  effectuée  sur  un 
terrain  découvert,  dont  la  surface  est  partout  presque  horizon- 
tale. Procédés  de  trace  eide  mensuratTbn  pour  un  tel  cas.  Réduc- 
tion de  l'arc  méridien  ainsi  obtenu,  à la  longueur  qu’il  aurait 
entre  les  mêmes  normales  extrêmes , s'il  eût  été  mesuré  sur  une 
sphère  de  niveau  avec  le  prolongement  des  mers  environnantes. 

Détails  d'une  opération  pareille  effectuée  en  17G8  sur  le  bord  de 
la  mer  Atlantique,  dans  les  États  de  Pensylvanioet  de  Maryland. 

Résultats  immédiats  qui  s'en  déduisent.  Longueur  en  toises  du 
rayon  de  la  sphèro  localement  oscillât rice  et  par  suite  du  rayon  de 
la  terre  considérée  approximativement  comme  une  sphère  exacte.  *(io 
Discussion  des  diverses  particularités  de  l’opération  , et  apprécia 
tion  de  la  précision  des  procédés  employés  pour  l'effectuer.  Séries 
trigonomclriqucs  nécessaires  pour  ce  genre  de  calculs.  Conditions 

de  leur  bon  usage - fw-71 

Emploi  de  ccs  formules  pour  projeter  sur  un  même  méridien  les 
arcs  terrestres  mesurés  dans  «les  directions  obliques  entre  les  • 

mêmes  parallèles  extrêmes.  Evaluation  «le  l’arc  compris  sur  ce 
méridien , entre  le  parallèle  et  l’arc  perpendiculaire  menés 
d’une  station  située  hors  de  son  plan.  Formule  generale  qui  ex- 
prime cette  évaluation.  Application  h l’opération  d°  P«'nsjl- 
vanie,  cl  résultats  définitifs  qui  s’en  déduisent  sur  la  grandeur  ^ 
du  rayon  sphérique  osculateur,  suivant  la  direction  du  méridien 


dans  cello  localité « 

Note  sur  la  résolution  des  équations  où  le  sinus  et  le  sinus  «l  un 
arc  inconnu  que  l’on  sait  être  fort  petit.,  entrent  1 un  et  1 autre 

seulement  à la  première  puissance • • * *7  *9* 

Section  11.  — Mensuration  effectuée  par  triangulation 9l 


Formation  et  calcul  des  triangles  sphériques  établis  tangonlielle- 
ment  à une  petite  portion  de  la  surface  terrestre  régularisée. 
Formation  des  triangles  principaux,  choix  «les  signaux  qui  dé- 
terminent leurs  sommets.  Mesure  des  angles  plans  compris  entre 
eux,  cl  calcul  des  angles  dièdres  formés  autour  do  la  normale  de 
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chaque  station  entre  les  plans  verticaux  qui  les  contiennent.  For- 
mules  pour  celte  réduction  appelée  la  réduction  à l'horizon. 
Exemption  do  ce  calcul  par  remploi  du  théodolite  ; avantages 

et  inconvénients  de  cet  instrument. ....  9,'î)9 

Transport  des  angles  ainsi  mesurés  autour  des  uormales,  aux 
triangles  formés  sur  les  sphères  osculalrices  successives.  Restric- 
tions nécessaires  pour  légitimer  ce  transport 99"* 


Relations  trigonoraétriques  existantes  entre  les  côtés  et  les  angles 
do  chaque  triangle  ainsi  formé.  Formules  pour  résoudre  numéri- 
quement un  tel  triangle  , avec  toute?  l'approximation  appréciable 
danB  les  mesures  geodésiques  : l°  par  des  développements  loga- 
rithmiques n'exigeant  qu'un  seul  termo  correctif;  2°  par  l'em- 
ploi de  l'excès  sphérique  qui  ramène  le  problèmo  à la  trigonomé- 
trie rcctiligno.  Identité  du  degré  d'approximation  donné  par  ces 

deux  méthodes../. iu6-rJï 

Note  sur  la  réduction  à l'horizon  des  angles  observés  dans  des 

plans  obliques rz3-i.'jf> 

Section  III.— Mensuration  par  une  triangulation  continue. Réseaux 
de  triangles  sphériques  établis  consécutivement  sur  la  surface 
terrestre , dans  le  sens  d'un  méiq/o  méridien.  Calcul  de  l'arc  mé- 
ridien qui  les  traverse r«*7 

Conditions  géométriques  do  connexion  existantes  entre  les  trian- 
gles partiels  qui  composent  un  pareil  réseau.  Elles  6ont  rigou- 
reuses sur  uue  sphère  exacte,  ou  sur  une  portion  spbéroidalc 
assez  restreinte  pour  pouvoir  être  embrassée  par  une  mémo 
sphère  osculalrice.  Mais  lorsqu'on  passe  d'une  sphère  osculalrice 
à une  autro,  il  y a cnlro  les  triangles  consécutifs  une  disconti- 
guité  inévitable,  dçnton  rend  seulement  les  eflets  insensibles  dans 
les  opérations  géodésiques,  en  faisant  tous  les  triangles  indivi- 
du. ! Km. ut  itrs  pelils comparativement  à l.i  lacedu sphéroïde  total.  1x7-11» a 
Mensuration  directe  d'un  ou  plusieurs  côtés  des  triangles  pour 
servir  de  bases  a l'évaluation  de  la  longueur  de  tous  les  autres. 
Réduction  do  ces  bases  au  niveau  moyen  de  la  surface  régulière 

formée  par  le  prolongement  des  mers  onvirou liantes i3j-i35 

Calcul  succcssifTles  côtés  de  tous  les  triangles  principaux,  en  les 
dérivant  tous  d'une  mémo  base  mesurée  directement,  ou  de  plu- 
sieurs bases  qui  se  vérilicut  las  unes  par  les  autres  en  les  consi- 
dérant comme  placées  sur  autant  do  sphères  osculalrices  consécu- 
tives de  rayons  donués.  Évaluations  des  portions  d'arcs  d'un 
mémo  méridien  interceptées  entre  ce»  triangles.  Détermination 
astronomique  de  la  direction  azimutale  du  premier  côté  de  la 
chafno  ainsi  que  de  la  di^tanco  du  pôle  au  zénith  ù la  première 
slulion.  Déduction  do  tous  le»  azimuts  des  côtés  suivants  et  îles 
distances  du  pôle  au  séoltla  à tous  leurs  sommais  . 1 j.» 
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Opérations  spéciales  à effectuer  à la  dernière  station  do  la  chaîne 
_ entière.  Détermination  astronomique  de  l'azimut  du  dernier  côte 
sur  son  méridien  propre,  et  de  la  distance  du  pôle  au  zénith  :i  la 
dernière  station.  Comparaison  du  dernier  azimut  observe  avec  sa 
râleur  déduite.  Formule  rigoureuse  pour  effectuer  relie  comparai- 
son , et  résultats  qu'elle  a présentés  6ur  le*  opérations  géodesi- 

ques  effectuées  jusqu'ici 

Détermination  du  point  du  méridien  général  qui  se  trouve  sur  le 
parallèle  de  la  dernière  station.  Formules  pour  calculer  directe 
ment  l'arc  de  méridien  compris  entre  ce  parallèle  et  le  dernier 
point  d'intersection  de  la  chaîne  des  triangles  avec  la  ligne  méri- 
dienne générale.  Évaluation  de  la  longueur  totale  de  l'arc  méri- 
dien compris  entre  les  parallèles  des  stations  extrêmes,  et  d«  ter 
imination  des  azimuts  de  tou»  les  côtes  de  la  chaîne  des  triangles 
observés.  Réunion  de  toutes  ces  méthodes  en  turmulee  generales. 
Application  des  mêmes  procédés  & la  mesure  des  arcs  de  parallèles. 
Manière  directe  de  trouver  la  longueur  totale  d'un  arc  de  méridien 
ou  de  parallèle  sans  calculer  les  portions  successives  de  ces  arcs 

interceptée»  entre  les  triangles  principaux 

t AHilîrrnation  de  l'exactitude  d»*  ces  méthodes  par  l'application  nu- 
mérique  

SsCTlOü  IV.  — Preuves  de  la  non -sphéricité  de  lu  terre.  Sa  forme 
s'assimile  à colle  d’un  ellipsoïde  de  révolution  légèrement  renflé 

h l'équateur  et  aplati  aux  pôles  do  rotation 

Tableau  des  arcs  partiellement  mesurés  sur  le  méridien  de  Paris 
cnlro  les  parallèles  de  Greenwich  et  «le  Former.tera  dans  une  am- 
plitude astronomique  totale  de  ri°4S'  46", 83.  Manifestation  d'un 
accroissement  continu  de  la  longueur  des  degrés  en  procédant  de 
l'équateur  vers  les  pôles.  Méthode  mathématique  pour  ramener 
tous  cca  résultats  à une  valeur  moycnno  propre  à un  parallèle  in 
termédiaire  en  compensant  leurs  irrégularités  accidentelles  ou 

locales 

Tableau  plus  général  des  arcs  méridiens  partiellement  mesurés  par 
Ica  procédés  les  plus  exacts  en  diverses  régions  de  la  terro , répar- 
ties à de  grandes  différences  de  latitude,  depuis  l'équatour  jusque 
dans  le  voisinage  du  pôle  boréal.  L'accroissement  de  longueur  de 
ces  degrés,  en  allant  de  l’équateur  vers  le  pôle,  y devient  indubitable. 
Essai  de  connexion  de  tous  ces  degrés  en  les  plaçant  sur  un  même  el  ■ 
lipsoide  de  révolution  autour  de  l'axe  polaire  terrestre.  Formules 
mathématiques  exprimant  l'excentricité,  ainsi  que  l'aplatisse- 
ment  de  l'ellipsoïde  en  fonction  de  ses  deux  axes  principaux. 
Expressions  des  plu»  grands  et  des  plus  petits  rayons  do  courbure 
de  la  surface  pour  une  latitude  quelconque,  d'où  l’on  déduit 
celle  de  ses  rayons  oscillateurs  suivant  toute  direction  azimutale 
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assignée.  Kspr«x»iou  de  la  longueur  du  degré  partiel  du  méridien 
propre  :»  une  latitude  quelconque  en  fonction  de  ces  éléments. . . 
Formule®  analytique»  pour  déterminer  l'excentricité  de  l'ellipsoïde  et 
de  la  grandeur  de  scs  axes,  en  combinant  les  mesures  de  deux 

degrés  du  nicridien  mesurés  à des  latitudes  distantes 

Application  numérique  de  ces  formules  à la  combinaison  du  degré 
moyen  do  France  cl  d'Espagne  avec  le  degré  du  Pérou.  Valeurs 
qui  en  résultent  pour  l'excentricité,  l'aplatissement  et  les  lon- 
gueur» de»  axes,  ainsi  que  des  degrés  tant  à l'équateur  qu'au  pôle 
exprimés  en  toises.  Vérification  de  ces  résultats  par  leur  emploi 
pour  reproduire  les  degrés  mesurés,  dans  l'Inde,  en  Angleterre 
et  en  Laponie.  Les  différences  entre  le»  longueurs  calculées  et 
obserwcS  tombent  dans  les  limites  d'erreur  que  les  opérations 

pratiques  comportent •. 

Autre  application  des  mêmes  formules  en  combinant  directement 
le  degré  moyen  de  France  et  d'Espagne  aveq  le  degré  de  Laponie. 
Les  éléments  obtenus  ainsi  pour  l'ellipsoïde  ne  diffèrent  des  pre- 
cedents que  par  des  quantités  dont  on  ne  peut  répondre  dans  les 
observations  pratiques,  de  sorte  que  leurs  moyennes  représentent 

le  sphéroïde  terrestre  dans  ce  qu'il  a de  régulier . 

Emploi  de  ces  éléments  généraux  pour  qrianifeslcr  dans  la  forme  gé- 
nérale du  sphéroïde  terrestre  des  inégalités  localçs  indubitables. 
Premier  exemple  : application  h l'arc  du  méridien  de  France  et 
d'Espagne  qui  répond  à la  latitude  d'Evaux.  Deuxième  exemple 
encore  plus  frappant  : application  à l'arc  du  méridien  compris 
entre  les  stations  d'Andra  te  et  de  Mondovi  dons  le  voisinage  de 
Turin,  (.'es  inégalités  se  produisent  surtout  en  Europe  vers  le 
degré  parallèle,  sur  lequel  les  longueurs  du  pendule  s'écar- 
tent aussi  le  plus  de  la  constance  qu'elles  devraient  avoir  sur  un 

ellipsoïde  de  révolution  régulièrement  constitué 

Eléments  généraux  de  l'ellipsoïde  terrestre,  déduits  d'une  moyenne 
entre  les  résultats  obtenus  par  la  combinaison  des  degrés  du 

Pérou,  de  France  et  de  Laponie 

Note  sur  la  développée  de  l'ellipse  et  sur  ses  rayons  oscillateurs. 
On  y démontre  coite  proposition  importante,  employée  plus  haut 
dans  les  raisonnements.  En  vertu  du  peu  d'aplatissement  de  l'el- 
lipsoïde , l'angle  compris  entre  les  normales  menées  aux  extrémi- 
tés d'un  arc  méridien  de  peu  d'étendue,  est  sensiblement  égal  ù 
l'angle  compris  entre  les  sécantes  menées  des  mêmes  points 
au  centre  de  la  sphère  qui  c»l  osculatricc  dans  le  sens  du  mé- 
ridien au  milieu  de  l'arc % 

Srctioü  V.  — De»  corrections  nécessitées  dans  le  calcul  des  opéra- 
tions giodësiqufs  parla  faible  ellipticité  du  sphéroïde  terrestre. 
Dans  l'évaluation  des  longueurs  des  arcs  geodésiques  soit  de  mëri- 
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ilicn  , soit  de  parallèle,  ces  corrections  se  réduisent  à employer 
pour  rayon  sphérique  local , celui  de  la  splière  qui  est  oscnlatrice 
• dans  le  sens  perpendiculaire  au  nif  ridien  dans  le  lieu  où  chaque 
triangle  est  établi.  Les  distances  du  pôle  au  zénith,  transportées 
par  le  calcul  d’un  point  à un  autre  d’une  même  sphère  oscula- 
trice,  se  ramènent  en  ce  dernier  point  à la  normale  vraie  de  l’el- 
lipsoïde, au  moyen  d’une  petite  correction  analytique  dont  on 
donne  l'expression  générale.  Les  azimuts  dérivés  par  le  calcul  sur 
chaque  sphère  osculatricc  transversale,  dans  retendue  restreinte 
que  l’on  donne  aux  triangles  géodésique* , peuvent  être  appli- 
qués à l’ellipsofde  sans  avoir  besoin  d’aucune  réduction  appré- 
ciable. Résumé  des  formules  ainsi  modifiées,  dans  leur  applica- 
tion aux  arcs  de  méridiens  et  de  parallèles ^ . 

Application  numérique  de  ces  formules  à la  mesure  de  l’arc  com- 
pris sur  le  45e  parallèle  entre  Bordeaux  et  Fiurac  en  latrie, 
sur  une  amplitude  géodésique  totale  de  1 5°  3 1' 26", 760.  Appré- 
ciation des  incertitudes  inévitablement  introduites  dans  les  résu I- 
- tats  de  ces  opérations,  h valuation  de  l’amplitude  astronomique 
obtenue  en  temps  parles  observations  de  signaux  de  feu  instantané. 
Combinaison  des  mesures  d’arcs  méridiens  avec  les  arcs  de  paral- 
lèles, pour  déterminer  les  éléments  de  l’ellipsoïde  localement 
osculateiir  en  un  point  donné  du  sphéroïde  terrestre.  Application 
de  celte  méthode  à la  recherche  de  cet  ellipsoïde  pour  le  point 
moyen  de  l'arc  méridien  de  France  et  d'Espagne,  où  la  distance 
du  pôle  nu  zénith  est  43°  5i'  54".  L’aplatissement  de  cet  ellipsoïde 

est  beaucoup  plus  fort  que  celui  de  l’ellipsoïde  général 

Des  lignes  de  plus  courte  distance  appelées  lignes  geodèsiques . Leurs 

caractères  et  leur  tracé  sur  un  sphéroïde  quelconque 

Hechercho  de  cette  ligne  sur  l’ellipsoïde  terrestre  pour  le  cas  parti- 
culier où  son  premier  élément  doit  être  perpendiculaire  un  mé- 
ridien connu.  On  l’appelle  alors, la  perpendiculaire  à la  méridienne 
qui  passe  par  son  origine.  Combinaison  de  ces  lignes  avec  les  arcs 
de  méridien  pour  former  les  axes  rectangulaires  de  coordonnées 
des  grandes  cartes  topographiques.  Définition  de  ces  coordonnées 
appelées  distances  à la  méridienne  et  distances  à la  perpendiculaire. 
Manière  de  les  calculer  pour  tous  les  points  d’une  région  terrestre 
qui  sont  lié6  entre  eux  par  une  triangulation  géodésique.  Appli- 
cation numérique  à un  des  points  de  la  carte  de  France  dont 
l’axe  méridien  passe  par  l’Observatoire  de  Paris.  Utilité  de  ces 
déterminations  pour  découvrir  les  irrégularités  locales  de  la 
surface  terrestre^  en  comparant  les  éléments  de  position  réels 
astronomiquement  observés  , avec  ceux  qui  se  concluent  du 

calcul  géodésique  pour  les  mêmes  points 

Note  I.  Évaluation  de  l’écart  progressif  qui  s’opère  «»ntre  les 
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sphères  osculatrices  à l'ellipsoïde  terrestre,  et  la  surface  ae  c<* 
sphéroïde,  à mesure  qu'on  s'éloigne  du  point  d'osculation.  (1  n'en 
peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les  résultats  des  cal- 
culs geodésiques,  lorsqu'on  restreint  l'emploi  local  de  ces  sphè- 
res autant  qu'on  le  fait  habituellement 187-285) 

Note  11.  Sur  la  rectification  générale  de  l'ellipse;  séries  qui  etpii- 
ment  analytiquement  la  longueur  d'un  arc  méridien  comptée  de- 
puis le  prtle  jusqu'à  une  distance  polaire  quelconque,  et  la  por- 
tion lie  cet  arc  comprise  entre  deux  distance**  polaires  assignées, 


lorsque  les  éléments  de  l'ellipsoïde  sont  connus 21)0-292 

Section  VI.  — Sur  les  grands  nivellement»  géodésiques 2q3 


Détermination  directe  de  la  hauteur  absolue  d’une  station  au-des- 
sus de  la  mer  la  plus  proche,  au  moyen  d'un  nivellement  maté- 
rielh  ment  effectué.  Détermination  successive  des  différences 
«b*  niveau  de  celte  station  aux  suivantes,  et  de  celles-ci  entre 
elles,  par  le  procédé  des  distances  zénithales  réciproques,  sur 
un  ellipsoïde  de  révolution  dont  les  éléments  sont  donnes  con- 
ventionnellement. *; # * . . . 21)3-24)4 

Application  théorique  et  numérique  îles  formules  de.  réfraction  ex- 
posées dans  le  tome  1er,  pour  calculer  les  différences  de  niveau  par 
les  observations  de  distances  zénitbalçs  réciproques  simultanées 
ou  non  simultanées.  Expressions  générales  de  ces  différences. 

Les  restrictions  nécessairement  imposées  aux  amplitudes  des 
arcs  qui  séparent  lus  stations  géodésiques,  permettent  toujours 
d'effectuer  les  calculs  en  prenant  pour  rayon  sphérique  le  rayon 
osculatcur  moyen  et  constant  qui  est  représenté  par  le  demi- 


grand  axe  de  l'ellipsoïde  sur  lequel  le  nivellement  est  opéré.  . . . 294*320 
iéxamen  du  cas  particulier  où  l'on  détermine  la  liait  leur  absolue 
d'n  no  station,  d'après  la  dépression  observée  de  l'horixon  do  1b 
mer  Incertitude  inévitable  de  ce  mode  d'évaluation.  . . . . . . 320 

Discussion  de  quelques  points  de  théorie  relatifs  aux  calculs  des 

réfractions  atmosphériques 320-3^ 

Justification  dos  cléments  atmosphériques»  sur  lesquels  repose  le 
calcul  des  différences  de*  niveau  dans  les  cas  proposés  ci-dessus 
comme  exemples.  Observations  qu'il  serait  utile  (lcr  faire  pour 
compléter  la  connaissance  théorique  de  l'atmosphère  terrestre.  . 324-333 
Section  VII. — Application  des  éléments  de  l'ellipsoïde  terrestre 
à la  détermination  du  mètre  théorique,  considéré  comme  la  dix- 

niillioniéine  partie  du  quart  du  méridien.  33.4 

Considérations  qui  ont  présidé  à la  détermination  du  mètre  légal. 


(évaluation  du  mètre  théorique  d'après  les  cléments  de  l'ellipsoïde 
terrestre,  obtenus  en  combinant  l'arc  moyen  do  France  et  d’Es- 
pagne, d’abord  avec  celui  dit  Pérou,  puis  avec  celui  de  Laponie. 
Ce*  deux  résultats,  $1  peine  différents  entre  eux,  donnent  le  mètre 
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theurigua  moindre  que  la  mètre  légal  du  de  ligne.  Autre 
détermination  où  Tare  de  France  ot  d’Espagne  acquiert  une  in- 
fluence  presque  exclusive  par  sop  application  locale  autour  du 
jfr  parallèle.  Elle  conduit  à un  résultat  do  môme  sens  et  un  peu 
plus  fort,  niais  il  est  plus  affecté  'par  les  irrégularités  locales 
de  Parc.  La  conséquence  générale  de  celle  discussion  est  qu’on 
ne  peut  pas  aujourd'hui  répondre  de  de  ligne  sur  l'évaluation 
du  mètre  théorique,  considéré  comme  la  dix-millionième  partie 

du  quart  du  méridien.  . . * 334-3 

Note  sur  le  calcul  de  l'arc  du  méridien  compris  entre  les  parallèles 

,jde  Montjouy  et  de  rorinenterq  ; par  M.  Largcteau 344 

Transport  de  ce  calcul  sur  un  méridien  qui  traverse  l'ensemble  de 
la  triangulation.  Évaluation  successive  des  portions  do  l'arc  mé- 
ridien, interceptées  entre  les  triangles,  au  moyen  de  deux  combi- 
naisons géométriques  anxiliaires  dont  les  résultats  concordent. 

Retour  au  méridien  de  Fermentera , et  tableaux  numériques  ras- 
semblant tous  les  résultats  obtenus 344~35f 

Addition.  Sur  quelques  ^précautions  qu'il  faut  prendre  pour  etfec-  y 
tuer  avec  sûreté  et  simplicité  les  calcufs  numériques  dans  les  ap- 
plications de  géodésie  et  d'astronomie,  où  ils  se  répètent,  sous 
des  formes  analogues , pour  une  longue  suite  d’opérations.  . , . 35i-358 

A 

.CHAPITRE  XIX. 

* «* 

Manière  de  fixer  les  positions  relatives  des  différents  points  de  la 

surface  terrestre 3f>9 

Représentation  graphique  par  des  cartes  bornées  h des  étendues 
restreintes , au  ipoyen  do  coordonnées  rectangles  prises  fur  la 
méridienne  et  la  perpendiculaire.  Avantages  et  inconvénients  de 
ce  choix  des  coordonnées.  Fixation  plus  étendue  des  positions 
relatives  des  lieux  au  moyen  de  coordonnées  angulaires  fournies 
par  les  observations  astronomiques.  Emploi  des  latitudes  et  lon- 
gitudes géographiques  pour  ce  but.  Définition  de  ces  dernières. 

Leur  détermination  générale  par  les  phénomènes  célestes  instan- 
tanés et  par  les  montres  marines  ou  garde-temps.  Artifice  employé 
à la  mer  pour  obtenir  une  ligne  visuelle  sensiblement  fixe  parmi 
les  agitations. du  navire.  Cette  ligne  e6t  Ta  droite  menée  de  l'coil 
de  l'observateur  au  cercle  apparent  de  l'horizon  tangenliellcment 
ii  la  surface  de  la  mer.  Usage  de  cette  ligne  comme  repère  dans 
les  anciens  instrumenta  d'observations  nautiques,  tels  que  lMr- 
halestrilU  et  le  quartier  anglais.  Son  emploi , bien  plus  parfait , 
dans  les  instruments  modernes  à réflexion , tels  que  Voctant,  le 
sextant , le  cercle  entier . Description  abrégée  de  ces  instru- 
ments, et  manière  de  s'en  servir.  Détermination  des  différences 
de  longitudes  entre  des  observatoires  fixes,  par  le  transport  du 
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temps  nu  moyen  d'un  grand  nombre  <lo  chronomètres,  constam- 
meut  compares  entre  eux  et  au  ciel.  Calcul  des  arcs  de  plus 
courte  distance  entre  deux  points  de  la  surface  terrestre  dont  on 
connaît  les  latitudes  et  les  longitudes.  Représentations  graphi- 
ques de  la  surface  terrestre  sur  des  globes  ou  sur  des  plans.  Indi- 
cation des  principes  et  des  modes  de  projection  sur  lesquels  sont 
construites  les  cartes  géographiques  les  plus  usitées 3f»g— 37*1 


CHAPITRE  XX. 

Examen  des  conséquences  physiques  qui  résultent  de  l'universalité 
du  mouvement  diurne.  Il  ne  s’ensuit  pas  nécessairement  que 
ce  mouvement  doive  être  en  réalité  attribué  aux  astres  plutél 
qu'à  la  terre;  et  toutes  les  analogies  rendent  la  dernière  sup- 
position infiniment  la  plus  vraisemblable !...  38u-380 


CHAPITRE  XXI. 

Conséquences  physiques  do  l'aplatissement  de  la  terre.  Sa  connexité 
avec  l’inégalité  de  longueur  du  pendule  à secondes  sur  diffé- 
rents parallèles ....  387 

L'inégalité  des  longueurs  du  pendule  et  l'aplatissement  de  la  surface 
terrestre  sont  liés  à la  constitution  intérieure  du  sphéroïde  et  à 
son  mouvement  de  rotation  propre,  commo  ayant  leur  cause 
commune  dans  la  pesanteur  qui  sollicite  toutes  les  parties  de  la 
masse  terrestre,  considérée  tant  dans  son  étal  do  solidité  actuel 
que  dans  un  étal  antérieur  de  fluidité.  Mais  la  relation  de  quan- 
tité entre  les  deux  phénomènes  n’est  pas  déterminable  numéri- 
quement, paree  quo  l'aplatissement  actuel  est  propre  à la  seule 
configuration  externe  du  sphéroïde,  tandis  que  les  longueurs  du 
pendule  sont  déterminées  par  les  attractions  des  parties  de  sa 


masse,  situées  tant  à sa  surface  que  dans  son  intérieur. . 18; 

CHAPITRE  XXII. 

Des  parallaxes 3<j(» 


On  appelle  généralement  parallaxes  les  réductions  qu’il  faut  faire 
subir  aux  éléments  astronomiques  observés  à la  surface  de  la 
terre , pour  les  avoir  tels  qu’ils  seraient  étant  observés  do  son 
centre.  On  distingue  ainsi  les  parallaxes  Je  hauteur,  d'ascension 
droite,  do  déelinaijon.Forimilcsgénéralcsqui  donnent  leurs  valeurs 
dans  la  supposition  de  la  terre  sphérique.  Corrections  mie  ces  va- 
leurs exigent  pour  être  appliquées  à un  ellipsoïde  de  révolution.  3qf>-.Jai 


CHAPITRE  XXIII 

Description  et  usages  du  cercle  répétiteur jju 

Kxposition  détaillée  de  cet  instrument.  Principe  de  la  répétition 
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Distinction  des  genres  d’erreurs  qu’il  peut  détruire  et  de  celles 
qu’il  laisse  subsister.  Détail  des  rectifications  qu’il  exige,  et  ma* 

nière  de  les  effectuer 

Application  à la  mesure  des  distauces  zénithales  absolnes  des 
astres  prises  hors  du  méridien  pour  connaître  leur  angle  horaire 
actuel.  Usage  de  ce  procédé  pour  déterminer  l’heure  par  les  ob- 
servations des  étoiles  ou  du  soleil  dans  un  lieu  dont  la  latitude 

géographique  est  connue 

Application  à la  mesuro  des  distances  zénithales  des  astres  près  du 

méridien  pour  déterminer  les  latitudes  géographiques. 

Emploi  du  cercle  répétiteur  pour  mesurer  les  angles  <le  position 
compris  eptre  des  objets  fixes,  comme  les  signaux  des  triangles 

géodésiques.  » 

Extension  de  ce  procédé  pour  mesurer  les  distances  angulaires  des 
astres  entre  eux  ou  a des  objets  fixes.  Détermination  des  azimuts 

par  ce  genre  d’observation 

Examen  de  quelques  causes  d’erreur  accidentelles  ou  constantes 
dont  les  cercles  répétiteurs  peuvent  être  affectés  et  que  la  répé- 
tition ne  détruit  point 

Détails  sur  les  niveaux  adaptés  aux  cercles  répétiteurs 

Note  lr0.  Exemple  d’un  calcul  du  temps  sidéral  actuel , d’après 
une  hauteur  absolue  d’étoile  observée  hors  du  méridien  avec  le 
cercle  répétiteur,  dans  un  lieu  dont  on  connaît  la  latitude  géo- 
graphique  « 

Note  II.  Exemple  du  calcul  de  la  latitude  géographique  d’un  lieu 
d’après  une  série  de  distances  zénithales  de  l’étoile  polaire, 

observée  près  du  méridien  avec  le  cercle  répétiteur. .% . 4 

Addition.  Mémoire  sur  la  latitude  de  l’extrémité  australe  de  l'arc 
de  France  et  d’Espagne,  mesurée  de  nouveau  avec  le  cercle  ré- 
pétiteur en  i8a5 *. 

Nécessité  de  cette  révision  occasionnée  pur  la  découvcrtodcs  erreurs 
constantes  que  comportent  les  cercle*  répétiteurs,  et  par  suite 
desquelles  un  même  cercle  donne  habituellement  toutes  les  dis- 
tances zénithales  un  peu  trop  fortes  ou  un  peu  trop  faibles.  Er- 
reur qui  doit  en  résulter  sur  les  latitudes  géographiques  mesu- 
rées avec  cet  instrument,  lorsque  les  distances  méridiennes  n’ont 
été  observées  que  d’un  seul  côté  du  zénith.  Correction  de  cette  er- 
reur par  compensation  en  observant  des  étoiles  situées  au  nord  du 
zénith  et  d'autres  situées  au  sud.  Précautions  particulières  prises 
pour  les  nouvelles  observations  de  i8j5.  Avantage  que  l’on 
trouve  h multiplier  les  séries  au  lieu  de  les  prolonger  individuel- 
lement au  delà  d’un  nombre  d’observations  suffisant  pour  anéan- 
tir les  erreurs  occasionnelles  des  divisions  et  du  pointé.  Emploi 
d'un  nouveau  procédé  d’observation  très-facile,  qui  donne  aux 
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résultats  un  de^ré  de  précision  érçal  à relui  que  Ton  obtient  avec 
les  plus  grands  instruments  fixes.  Preuves  de  ce  l'ait  tirées  de  la 
concordance  des  Si  ries  d'üüC  même  dlQÜÇ  ainsi  observées  à dif- 
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viennent  des  accidents  Vrùs-rares,  Evaluai  ion  de  rerreur  con- 
stante de  rinstrument  dans  les  nouvelles  observations  faitos  à 
Tormentera.  et  appréciation  de  la  petite  erreur  de  Tancicnnc  la- 
titude déterminée  par  dos  observations  faites  seulement  nu  nord 
du  zénith.  Discussion  de  ce  nonro  d’erreur , do  son  sens  et  do  son 
amplitude  dans  divers  cercle»  répétiteurs  employés  par  des  as- 
tronomes très-habiles.  Kllc  garnit  s'atlmuer  considrrnhlrmunt 
par  h»  nouveau  mode  d'observation;  elle  paraît  aussi  s’anéantir  par 
compensation,  môme  dans  les  séries  faites  (Fun  seul  côté  du  zé- 
nith, lorsque  Fétoile  est  observée  alternativement  par  vision  directe 
et» par  réflexion  »ur  un  horizon  de  nlercure.  Le  nouveau  procédé 
est  également  applicable  à ce  genre  d’observation,  et  y conserve 
mêmes  avantages.  Table  nu  numériques  comprenant  !<  s ré- 
sultats T ■ qw.itr»»-vin;;t-six  H-rn  ••  - tant  au  gOI 

qu’au  sud  du  zénith,  cl  tant  de  nuit  que  de  jour  par  ce  procédé. . 488 
Note  sur  l'application  de  la  formule  donnée  page  pour  ré- 
duire au  méridien  les  distances  zénithales  observées  à peu  do 

distance  de  ce  plan 5i3>5a4 

Table  générale  de  réduction  au  méridien  pour  les  observations 
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CHAPITRE  XYI. 

De  la  sphère  céleste  et  de  ses  cercles  principaux. 

« 

1 . Les  questions  concernant  les  positions  optiques  des  corps 
célestes,  que  nous  avons  traitées  dans  les  chapitres  précédents , 
se  sont  trouvées  dépendre  de  la  résolution  des  triangles  sphé- 
riques. 11  en  sera  ainsi  de  toutes  celles  que  nous  devrons  ré- 
soudre pour  déterminer  les  mouvements  apparents,  soit  propres , 
soit  relatifs , de  ces  corps,  considérés  indépendamment  de  leur 
éloignement  absolu  ; car  alors  elles  auront  toujours  pour  objet  les 
positions  ou  les  grandeurs  des  angles  compris  entre  les  rayons 
visuels  menés  de  notre  œil  aux  différents  points  du  ciel  où  ils  sem- 
blent projetés.  Si , autour  de  chaque  observateur  considéré  comme 
centre  des  mouvements  célestes,  on  conçoit  une  sphère  d’un  rayon 
quelconque,  dont  la  surface  coupera  perpendiculairement  tous  les 
rayons  visuels  menés  aux  différents  astres,  ou  aux  divers  points  d’un 
même  astre,  les  points  d’intersection  de  ces  rayons,  étant  unis  par 
des  arcs  de  grands  cercles,  détermineront  sur  la  sphère  des  triangles 
sphériques.  Les  parties  constituantes  de  ces  triangles  étant  calculées 
et  liées  les  unes  aux  autres  par  les  rapports  connus  qui  constituent 
la  trigonométrie  sphérique,  donneront  les  rapports  de  position 
optique  qui  existent  entre  les  points  comparés. 

2.  Peu  importe  à quelle  distance  les  rayons  visuels  sont 
coupes  par  cette  sphère  ; les  mêmes  rapports  de  position  et  de  gran- 
deur subsistent  entre  eux.  On  peut  donc,  sans  difficulté,  la  snp- 
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poser  décrite  d’un  rayon  immense,  qui  s’étendra  au  delà  de  tous 
les  astres , et  les  attacher,  par  la  pensée,  sur  la  direction  de  leurs 
rayons  lumineux,  à la  surface  concave  de  cetle  même  sphère , au 
centre  de  laquelle  nous  nous  trouvons;  cette  construction  forme 
ce  que  les  astronomes  appellent  la  sphère  céleste. 

Chaque  observateur  étant  placé  au  centre  de  sa  sphère , il  y a 
autant  de  ces  centres  et  de  ces  sphères  qu’il  y a de  points  sur  la 
surface  terrestre;  et  les  situations  apparentes  des  astres,  c’est-à-dire 
les  points  delà  sphère  céleste  auxquels  on  les  rapporte,  doivent  être 
différents  pour  chaque  observateur.  Cela  se  vérifie,  en  effet,  pour 
la  plupart  des  astres  doués  de  mouvements  propres.  Mais,  pour 
les  étoiles  fixes  dont  nous  devons  d’abord  nous  occuper  spéciale- 
ment, comme  tous  les  rayons  visuels  qui  leur  sont  menés  au  même 
instant,  de  tous  les  points  de  la  terre,  peuvent  être  censé»  parallèles, 
il  s’ensuit  que  chaque  observateur  les  projette  sur  sa  propre  sphère, 
en  des  points  exactement  correspondants.  Ou,  ce  qui  revient  au 
même,  si  l’on  donne  à celte  sphère  un  rayon  si  grand  que  lediamètre 
de  la  terre , par  rapport  à ce  rayon , puisse  être  considéré  comme 
insensible,  et  la  terre  considérée  comme  un  point,  il  n’y  aura 
plus  qu’une  seule  sphère  céleste  pour  tous  les  observateurs;  et  les 
rayons  visuels  menés  de  leurs  yeux  à une  même  étoile  infiniment 
éloignée  devront  être  considérés  comme  aboutissant  aux  mêmes 
points  de  sa  surface.  Mais  si  ces  rayons  visuels,  étant  dirigés  à un 
astre  plus  rapproché,  font  entre  eux  un  angle  sensible,  ils  abou- 
tiront sur  la  sphère  commune  , à des  points  différents. 

5.  Au  reste,  n’oublions  pas  que  cette  forme  sphérique  que 
nous  imaginons  ici  n’a  rien  de  réel  relativement  à l’éloignement 
absolu  des  différents  astres.  Ceux-ci  peuvent  être  et  sont  en  effet 
placés  à des  distances  très-inégales.  La  considération  d’une  sphère 
céleste,  rendue  commune  à tous  les  observateurs  par  l’immensité 
de  son  rayon , n’est  qu’une  conception  géométrique  propre  à fixer 
les  idées  et  à faciliter  le  raisonnement,  toutes  les  fois  que  l’on  veut 
seulement  considérer,  ou  comparer,  les  angles  visuels  formés  dans 
l’œil  d’un  même  observateur  par  les  rayons  visuels  menés  aux  dif- 
férents points  de  l’espace  indéfini  qui  l’environne.  Mais , pour  en 
faire  des  applications  exactes,  il  faudra  distinguer  soigneusement. 
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dans  les  apparences  phénoménales , celles  qu'on  y peut  rapporter 
comme  universelles,  et  celles  dont  l’énoncé  doit  être  modifié  ou 
restreint,  en  raison  des  circonstances  de  localité  propres  au  point 
de  la  surface  terrestre  où  se  fait  l’observation. 

4.  Ainsi,  on  placera,  sur  un  diamètre  de  cette  sphère,  l’axe  du 
mouvement  diurne  du  ciel,  et  ses  deux  pôles  de  rotation . On  tracera 
idéalement  sur  sa  surface  des  grands  cercles  dont  le  plan  passera  par 
cet  axe,  et  qui  seront  les  plans  horaires  des  astres.  On  y décrira , 
autour  des  pôles,  des  petits  cercles  ayant  chacun  un  arc  constant  de 
distance  polaire , et  dont  le  plan  sera  normal  à l’axe  de  rotation.  Ce 
seront  les  parallèles  célestes  que  les  étoiles  décrivent.  La  terre  n’étant 
qu’un  point  placé  au  centre  de  la  sphère  infinie,  ces  diverses  con- 
structions seront  vues  sous  un  aspect  identique  par  tous  les  obser- 
vateurs répartis  sur  sa  surface.  Seulement,  à cause  de  sa  convexité, 
elles  se  présenteront,  au  même  instant  physique , dans  des  situa- 
tions diverses  relativement  aux  coordonnées  verticales  et  horizon- 
tales  de  chaque  lieu.  En  effet,  ces  coordonnées,  quoique  partant  de 
points  physiques  distincts,  s’assimileront,  dans  leurs  intersections 
sur  la  sphère  infinie,  à autant  de  rayons  partis  du  centre  ; mais  elles 
s’y  distingueront  les  unes  des  autres  par  leurs  directions  diverses, 
lesquelles  dépendent,  pour  chaque  point  de  la  sur/ace  terrestre,  de 
la  direction  absolue  du  plan  tangent  local  qui  les  contient  ou  qui 
leur  est  perpendiculaire.  Par  exemple-,  deux  lieux  dont  les  verti- 
cales propres  seraient  coïncidentes  en  direction , ou  seulement  pa- 
rallèles entre  elles,  auront  aussi  leurs  plans  horizontaux  parallèles 
entre  eux;  de  sorte  que  ces  plans  couperont  la  sphère  céleste 
suivant  un  même  grand  cercle , comme  s’ils  se  confondaient  en  un 
plan  unique,  mené  par  son  centre,  suivant  cette  commune  direc- 
tion. Alors  ces  deux  lieux  verront  simultanément  les  mêmes 
étoiles  paraître  ou  disparaître  dans  leurs  horizons  propres.  Si  les 
verticales  sont  seulement  parallèles  à un  même  pian  central  conte- 
nant l’axe  de  rotation  de  la  sphère  céleste,  tous  les  lieux  de  la  sur- 
face terrestre  qui  satisferont  à cette  condition  auront  leurs  méri- 
diens propres  parallèles  à ce  plan,  et  chaque  étoile  les  traversera 
tous  au  même  instant  physique,  quoiqu’elle  puisse  être  alors  vi- 
sible pour  un  de  ces  lieux  et  invisible  pour  un  autre,  à cause  de 
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l'opacité  tic  la  masse  terrestre,  selon  que  le  passage  s’opérera  au- 
dessus  on  au-dessous  de  leur  horizon  propre.  Tous  les  lieux  dont 
les  normales  ont  celtecorrélation  sont  dits  être  sous  le  même  méri- 
dien céleste  ; les  plans  horaires  dans  lesquels  chaque  étoile  s'y 
trouve  à un  même  instant  physique  sont  parallèles  entre  enx. 

K.  Généralement,  tous  les  plans  menés  par  l’œil  de  l’observateur 
terrestre  seront  des  plans  diamétraux  de  la  sphère  universelle;  tons 
les  angles  visuels  qu’on  y observera  auront  donc  leur  mesure  sur 
les  arcs  de  grands  cercles  résultant  de  l’intersection  de  cette  sphère 
par  les  plans  qui  les  contiennent , et  leur  grandeur  sera  exprimée 
par  la  portion  d’arc  interceptée  entre  les  rayons  visuels  qui  les  li- 
mitent. On  conçoit  ainsi  tous  les  cercles  de  la  sphère  céleste  divises 
en  degrés,  minutes  et  secondes,  et  l’on  exprime  les  mesures  des 
angles  visuels  au  moyen  de  ces  divisions.  Par  exemple,  lorsque 
deux  étoiles,  comprises  dans  un  même  plan  horaire,  traversent 
simultanément  le  méridien  terrestre  d’un  certain  lieu , si  les  rayons 
visuels  menés  à l’une  et  h l’autre  comprennent  entre  eux  un  angle 
de  dix  degrés , on  dira  qu’elles  se  trouvent  à dix  degrés  de  distance 
angulaire,  ou , par  abréviation  , à i o°  de  distance  l’une  de  l’autre. 
On  définit  de  même  tous  les  angles  visuels  par  les  arcs  de  distance 
interceptés.  . 

0.  Les  arcs  que  lé  mouvement  diurne  fait  décrire  aux  étoiles  sur 
leurs  parallèles  propres  s’expriment  aussi  de  la  même  manière,  en 
parties  de  la  graduation  de  ces  cercles.  Mais  ces  énoncés  ne  sont 
pas  immédiatement  comparables  entre  eux  ni  à ceux  des  angles 
visuels,  parce  que  les  subdivisions  qu’ils  expriment  sont  comptées 
sur  le  petit  cercle  que  l’étoile  décrit.  L'identité  lia  lieu  que  pour 
le  parallèle  dont  le  plan , normal  comme  les  autres  à l’axe  de  rota- 
tion du  ciel , passe  en  meme  temps  par  le  centre  de  la  sphère  cé- 
leste. Celui-là  se  nomme  spécialement  Y équateur  céleste,  et  les  autres 
sont  appelés  génériquement  parallèles  célestes,  à cause  du  parallé- 
lisme de  leur  plan  an  sien.  On  peut  encore  les  considérer  comme 
l'intersection  de  la  sphère  céleste  par  la  surlace  conique  que  for- 
ment les  rayons  visuels  mènes  du  centre  de  cette  sphère,  ou  d’un 
point  quelconque  delà  terre,  à une  même  étoile  dans  toute  la  duree 
«le  sa  révolution  diurne.  Tons  les  lieux  terrestres,  dont  la  verticale 
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est  parallèle  à une  des  arêtes  d'un  même  cône  ainsi  décrit,  sout  dits 
être  sous  le  meme  parallèle  céleste. 

7.  Maintenant,  considérant  en  particulier  un  point  donné  de  la 
terre , fixons , par  des  caractères  géométriques  relatifs  à ses  coor- 
données locales  propres , les  positions  apparentes  des  differents 
cercles  célestes  que  nous  venons  d’imaginer. 

La  position  de  l’équateur  céleste  se  définit  par  sa  trace  sur  le  plan 
de  l’horizon  et  par  sa  hauteur,  c'est-à-dire  par  l’angle  dièdre  qu’il 
forme  avec  le  plan  horizontal , cet  angle  étant  mesuré  du  côté  de  co 
plan  où  il  est  moindre  qu’un  quadrant. 

Par  le  centre  C de  la  sphère  céleste , fig.  i , menez  trois  droites 
rectangulaires  indéfinies  CZ,  CM,  CH,  respectivement  parallèles  aux 
trois  droites  OZ',  OM',  OH'  qui  désignent  la  verticale,  la  méri- 
dienne et  la  perpendiculaire  du  lien  considéré.  Les  plans  ZCM,  MCH, 
ZCH  représenteront  respectivement  le  méridien,  l’horizon  et  le 
premier  vertical  de  ce  lieu,  transportés  parallèlement  à eux-mêmes, 
au  centre  de  la  sphère  céleste,  en  conservant  leurs  relations  de 
rectangularité.  Dans  le  plan  ZCM  menez  l’axe  de  rotation  CP  : le . 
plan  de  l’équateur  passe  parle  centre  C et  est  perpendiculaire  à 
cet  axe)  il  le  sera  donc  aussi  au  plan  ZCM , et  contiendra  la  droite 
CH  qui  lui  est  normale;  de  sorte  qu'elle  représentera  sa  trace  sur 
le  plan  MCH.  Maintenant,  à cause  de  la  petitesse  infinie  de  la  terre 
comparativement  à la  sphère  céleste , toutes  les  relations  angulaires 
qui  ont  lieu  en  C se  reproduiront  en  0 entre  les  droites  parallèles; 
conséquemment  : 

Im  trace  de  l’équateur  céleste  sur  l’horizon  de  chaque  lieu  sera 
la  droite  horizontale  OH’  menée  perpendiculairement  à la  méri- 
dienne locale  ; c'est  celle  que  nous  avons  nommée  spécialement  la 
perpendiculaire. 

La  hauteur  de  l’équateur  sur  l’horizon  local,  ou  l’angle  Q'OM', 
est  égal  à la  distance  angulaire  P'OZ ' du  pôle  au  zénith.  Car  l’axe 
polaire  universel  OP'  étant  normal  au  plan  de  l’équateur,  il  est  per- 
pendiculaire à sa  trace  OQ'  dans  le  plan  méridien.  Or,  la  verticale 
locale  OZ',  située , comme  OP',  dans  ce  dernier  plan  , est  perpen- 
diculaire à la  méridienne  loealeOM'.  Ainsi  la  distance  polaire  P'OZ' 
et  la  hauteur  angulaire  Q'OM'  sont  toutes  deux  égales,  comme  rom- 
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pléments  d’un  même  angle  Q'OZ'.  Celui-ci  s’appelle  la  latitude  géo- 
graphique du  lieu  considéré.  Par  une  raison  semblable,  cette  lati- 
tude est  égale  à la  hauteur  angulaire  P'ON'  du  pôle , comptée  du 
côté  du  zénith  opposé  à la  trace  de  l’équateur.  Tout  évidentes  que 
soient  ces  relations , comme  leur  emploi  se  représente  continuelle- 
ment , il  était  nécessaire  d’en  fixer  les  énoncés. 

8.  La  position  des  divers  parallèles  célestes  au-dessus  de  l’ho- 
rizon de  chaque  lieu  s’y  définit  d’après  la  distance  zénithale  méri- 
dienne des  étoiles  qui  les  décrivent , distance  que  nous  avons  appris 
à déterminer  par  observation.  Elle  peut  se  calculer  d’après  la  dis- 
tance polaire  du  parallèle,  en  portant  cette  distance  de  part  et  d’autre 
du  pôle  visible , dans  le  plan  du  méridien  local. 

9.  Les  degrés,  minutes  et  secondes  des  parallèles  célestes  n’ayant 
pas  des  valeurs  absolues  comme  les  degrés  des  grands  cercles,  il 
faut , pour  les  rendre  comparables  entre  eux  et  à ceux-ci , associer  à 
leurs  expressions  un  élément  déterminatif,  qui  est  la  grandeur  re- 
lative du  rayon  de  ce  parallèle  comparé  au  demi-diamètre  de  la 
sphère  ; mais , avec  cette  spécification , il  est  facile  de  convertir 
les  arcs  de  parallèles  en  arcs  de  grands  cercles,  et  inversement. 

En  effet,  pour  découvrir  ces  rapports,  transportons  le  centre  de- 
là sphère  céleste  au  point  O,  fig.  a,  supposé  le  centre  local  des  ob- 
servations. Traçons,  dans  le  plan  de  la  figure,  le  grand  cercle  PSQP' 
du  méridien  local , c’est-à-dire  celui  suivant  lequel  le  plan  de  ce 
méridien  coupe  la  sphère  céleste.  Soit  QEQ'  le  grand  cercle  de  l’é- 
quateur céleste  ayant,  comme  le  précédent,  son  centre  au  point  O, 
centre  des  observations.  Représentons  par  SnS'  un  parallèle  quel- 
conque dont  la  distance  polaire  soit  PS,  et  dont  le  centre  soit  situé 
en  O'  sur  l’axe  polaire.  L’équateur  et  le  parallèle  sont  divisés  en  un 
même  nombre  de  degrés;  ainsi  les  longueurs  des  arcs  qui  repré- 
sentent ces  degrés  sont  proportionnels  aux  contours  des  deux  cer- 
cles ou  aux  rayons  de  ces  cercles,  car  les  circonférences  sont  entre 
elles  comme  leurs  rayons.  En  effectuant  cette  proportion  , on  voit 
que  la  longueur  de  chaque  degré  du  parallèle  SnS',  exprimé  en 

SO'  . . QO 

degrés  de  l’équateur,  vaudra  1°-qq  > et  réciproquement  i°.^ÿ 

sera  la  longueur  d’un  degré  de  l’équateur  exprimé  en  degrés  du 
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parallèle.  Cela  donne  le  moyeu  d’opérer  cette  conversion  réciproquc 
pour  des  nombres  quelconques  de  degrés  des  deux  cercles,  lorsque 
le  rapport  de  leurs  rayons  est  connu. 

Or,  il  l’est  lorsqu’on  donne  l’angle  au  centre  SOP  ou  d,  qui 
marque , dans  le  méridien , la  distance  angulaire  du  parallèle  au 
pôle  ; car  SO'  étant  perpendiculaire  à OP,  et  SO  étant  égal  à QQ  , 


S o'  SO' 

comme  rayons  d’un  même  cercle,  le  rapport  — ou  — est  ce 

Î)U 


qu’on  appelle  en  trigonométrie  le  sinus  de  l’angle  POS.  De  là  ré- 
sulte la  règle  suivante  : 

Pour  convertir  un  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  d’un 
parallèle  en  degrés,  minutes  et  secondes  de  l’équateur,  il  faut  mul- 
tiplier le  nombre  donné  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  du  pa- 
rallèle. 

Réciproquement , pour  convertir  des  degrés,  minutes  et  secondes 
rie  l’équateur  en  subdivisions  analogues  du  parallèle  , il  faut  les 
diviser  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  où  l’on  veut  les  trans- 
porter. 

La  première  opération  affaiblit  le  nombre  donné , la  seconde 
l’agrandit , puisque  le  sinus  d’un  angle  est  toujours  une  fraction 
de  l’unité.  Supposons  la  distance  polaire  du  parallèle  égale  à 3o 
degrés  sexagésimaux  ; le  sinus  de  3o°  est  conséquemment  20°  de 
ce  parallèle  équivaudront,  en  longueur,  à io°  de  l’équateur,  et  io° 
de  l'équateur  à 20°  du  parallèle. 

10.  On  a un  exemple  de  ces  équivalences,  et  un  exemple  pour 
ainsi  dire  physique , dans  l’inégalité  des  temps  que  les  différentes 
étoiles  emploient  à traverser  les  fils  du  réticule  de  l’instrument  des 
passages,  selon  les  parallèles  célestes  où  elles  sont  placées.  Celles 
qui  sont  près  de  l'équateur  vont  plus  vite , celles  qui  sont  près  du 
pôle  vont  plus  lentement,  et  généralement  la  durée  de  leur  passage 
parait  presque  exactement  réciproque  au  sinus  de  leur  distance  po- 
laire. On  le  voit  par  le  tableau  suivant,  qui  présente  les  intervalles 
de  temps  employés,  en  1810,  par  diverses  étoiles  inégalement 
distantes  du.  pôle,  pour  traverser  deux  mêmes  fils  verticaux  d’un 
instrument  de  passage  dont  le  fil  central  était  dirigé  dans  le  méri  - 
dien, à l’Observatoire  de  Paris.  .* 
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NOMS  DES  ASTIIES. 

DISTANCE 

au 

pôle  boréal. 

Dl’RÉE 
du  passage 
entre  deux  fils 
observée. 

PIIODLTT 
de  la  durée 
du  passage 
par  le  slnas 
de  la  distance 
polaire. 

* . * , 

Polaire 

i°4a'ao" 

58i*8o 

17*33 

La  Chèvre 

44. ia.36 

*4.9° 

•7.37 

do  la  Vierge 

87.  g.5a 

■;.4° 

'7.37 

Rigcl 

98.a5. 5o 

17,35 

'7.36 

Antarès 

n5.59.5o 

19,35 

'7.39 

Résultat  moyen 

17,36 

Les  trois  premières  colonnes  renferment,  pour  chaque  étoile, 
les  résultats  de  l’observation.  En  multipliant  la  durée  du  passage 
par  le  sinus  de  la  distance  polaire,  on  obtient  les  nombres  contenus 
dans  la  dernière  colonne,  et  leur  égalité  presque  exacte  montre 
bien  que  la  proportion  dont  il  s’agit  est  au  moins  très-approchée 
de  la  vérhé.  Si  l’on  consent  à négliger  les  petits  écarts  qu’on  y dé- 
couvre, en  les  attribuant  aux  erreurs  des  observations,  la  moyenne 
de  ces  nombres  représentera  la  durée  du  passage  d’une  étoile  qui 
serait  située  dans  le  plan  de  l’équateur.  C’est  ce  qu’on  nomme  l’i/i- 
tcrvalle  équatorial  des  fils. 

Pour  rendre  raison  de  ces  résultats,  considérons , fig.  3,  deux 
fils  réticulaires  F/,  Vf,  placés  exactement  dans  le  plan  focal  du 
système  objectif  achromatique  LL  d’un  instrument  de  passages,  et 
dirigés  perpendiculairement  à son  fil  horizontal  HH',  à des  dis- 
tances égales  et  très-petites  de  l’axe  optique  central  CM,  cet  axe  étant 
spécifié  par  les  définitions  que  nous  en  avons  données  tome  I, 
. page  517,  et  tome  n,  page  260.  D’après  le  mode  d’action  qu’un 
tel  système  exerce  sur  les  pinceaux  lumineux  très-déliés  qui  le  tra- 
versent en  formant  de  petits  angles  avec  son  axe  central,  si  deux 
pinceaux  pareils,  émanés  de  deux  points  rayonnants  très-distants 
S,  S',  forment  respectivement  leurs  images  focales  aux  points  11,  H', 
les  axes  géométriques  de  ces  pinceaux  soutendront  dans  le  ciel  un 
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angle  visuel  HCH',  qui  pourra  être  évalué  par  des  expériences  que 
nous  avons  décrites  tome  I,  pages  679  et  suivantes;  et  cet  angle 
conservera  une  grandeur  constante,  tant  qu’il  ne  s’opérera  aucun 
changement  dans  la  position  des  points  B,  H'  autour  de  l’axe , non 
plus  que  dans  la  distance  focale  CM.  L’oculaire  que  l’on  adapte 
au  delà  du  plan  focal  HMH'  n’y  produit  aucune  altération  ; il  am- 
plifie seulement,  pour  l'oeil,  l’intervalle  HH',  et  fait  ainsi  apprécier 
la  coïncidence  des  foyers  des  pinceaux  sur  les  fils  F f,  F'/',  plus 
exactement  qu’on  ne  le  ferait  à la  vue  simple.  Ces  conditions  de 
constance  étant  supposées  remplies , lorsqu’on  dirige  la  lunette  sui- 
des parties  quelconques  de  la  sphère  céleste,  l’intervalle-lixe  HH' y 
soutend  toujours  un  angle  visuel  constant,  dont  le  sommet  C peut 
être  censé  placé  au  centre  de  cette  sphère,  de  sorte  qu’il  a pour 
mesure  un  certain  arc  de  grand  cercle.  Mais,  comme  cet  arc  est  tou- 
jours fort  petit,  lorsqu’on  le  transporte,  par  le  mouvement  de  la 
lunette  , sur  les  parallèles  des  différents  astres , il  se  confond  sensi- 
blement avec  un  petit  arc  de  ces  parallèles , et  occupe , sur  leur  cir- 
conférence, un  nombre  de  degrés,  ou  plutdt  une  très-petite  fraction 
de  degré  , qui  est  presque  exactement  réciproque  au  sinus  de  leur 
distance  polaire.  Or,  à cause  du  mouvement  commun  de  la  sphère 
céleste,  il  passe  au  méridien,  dans  un  temps  donné,  un  même 
nombre  de  degrés  de  tous  les  parallèles.  L’étoiledoit  donc  employer 
plus  de  temps  pour traverserle fil  horizontal  de  la  lunette,  à mesure 
que  celui-ci  occupe  un  plus  grand  nombre  de  divisions  sur  la  cir- 
conférence du  parallèle;  et  les  durées  des  passages  doivent  être 
proportionnelles  à l’étendue  de  la  graduation  que  le  fil  superpose 
occupe,  c’est-à-dire  réciproques  au  sinus  de  la  distance  polaire. 

Ce  résultat  n’a  lieu  ainsi  que  d’une  manière  approchée,  et  seu- 
lement lorsque  les  arcs  de  l’équateur  et  des  parallèles  que  l’on  su- 
perpose sont  extrêmement  petits.  F.n  effet,  soit  E l’angle  visuel  ou 
l’arc  de  l’équateur  que  l’on  veut  porter  successivement  sur  divers 
parallèles.  Soit  n l’arc  qu’il  devra  occuper  sur  chacun  d’eux , cet 
arc  étant  toujours  exprimé  en  parties  de  leur  propre  graduation. 
Dans  la  réalité,  ce  ne  sont  pas  les  arcs  E et  n qui  coïncident , ce 
sont  leurs  cordes,  et  l’oirne  peut  substituer  les  unes  aux  autres  que 
lorsque  les  arcs  sont  fort  petits , comme  dans  les  exemples  de  pas- 
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sages  que  nous  avons  rapportés  (*).  11  résulte  encore  de  cette  dis- 
tinction que  1’ctoile,  qui  décrit  l’arc  de  son  parallèle,  ne  peut  pas 
suivre  rigoureusement  le  fil  rectiligne  qui  en  représente  la  corde. 
Si  elle  coïncide  avec  lui  au  commencement  et  à la  fin  de  l’intervalle 
qu'il  soutend , elle  devra  s’en  écarter  dans  les  positions  intermé- 


(’)  Soient  R le  rayon  de  l’équateur  de  la  sphère  céleste,  r celui  du  parallèle. 
La  corde  que  soutend  l’angle  E sur  le  cercle  équatorial  est  aR  sin  JE;  celle 
quel’anglcn  soutend  sur  le  contour  du  parallèle  est  ar  sin  { n.  Puisque, dans 
leur  superposition,  ces  cordes  doivent  être  égales , l’eipreasion  de  cette  éga- 
lité sera 

R.sin  i E = r.sin  i fl. 


Soit  d la  distance  polaire  du  parallèle,  on  aura 
* r = Itsind; 


en  substituant  cette  valeur,  et  divisant  tout  par  R,  il  vient 
(l)  sfn  ïfc  = sin  d.sin  { Il  j 


c’est  la  formulo exacte , générale  et  rigoureuse.  Mais,  lorsque  les  angles  E 
et  II  sont  fort  petits,  comme  dans  les  exemples  dont  nous  avons  fait  usage, 


Bill  J Ij 

le  rapport  — — r~  i 
sin -J  II 


substituant  ce  second  rapport  au  premior  dans  l’équation  précédente,  elle 


devient 


(2)  E = Il . sin  d ; 

c’est  celle  que  nous  avons  employée,  maie  elle  n’est  applicable  qu’à  de  très- 
petits  angles. 

En'  l’admettant  comme  aullisammcnt  exacte,  nommons  T l'intervalle  de 
temps  sidéral  que  devra  employer  une  étoile  pour  parcourir  l’angle  E du 
cercle  équatorial,  et  6 celui  qu'une  autre  étoile  située  sur  le  parallèle  em- 
ploiera pour  y décrire  l’anglo  II.  Les  circonférences  des  deux  cercles  devant 
être  parcourues  en  34  heures  sidérales , ou  aura  par  proportion 


donc 


T = ai1' 


36o°’ 


e = aih 


n 

36o°  ’ 


T = 0 ? = 8 sin  d.  * « 

n • 

* 

C’est  la  relation  qu’exprime  notro  tableau  do  la  page  8;  cllo  se  trouve  ainsi 
vérifiée  expérimentalement. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  rayon  R de  la  sphère  céleste  a disparu  de 
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tliaires  et  paraître  décrire  une  courbe  dont  la  concavité  sera  tournée 
vers  le  fil.  Cela  devient  sensible  pour  les  étoiles  très-voisines  du 
pôle.  Il  y a aussi  à considérer  que,  pendant  la  durée  d’un  passage 
ainsi  observé , l’étoile  se  trouve  à la  fois  hors  du  méridien  et  hors  ' 
de  l’axe  optique  physique  de  l’instrument,  excepte  à l'instant  où 
elle  traverse  le  fil  central  du  réticule;  mais  je  néglige  pour  le  mo- 
ment ces  détails , qui  seront  discutés  à la  fin  du  présent  Traité,  dans 
une  dissertation  spéciale  sur  l’emploi  de  l’instrument  des  passages 
dans  ses  applications  les  plus  rigoureuses. 

Les  astres  doués  d’un  mouvement  propre,  comme  le  soleil,  la 
lune  et  les  planètes,  offrent  des  variations  analogues  dans  le  temps 
que  leur  disque  emploie  à traverser  le  fil  méridien , selon  les  diffé- 
rents parallèles  où  ils  se  trouvent.  Mais,  pour  ces  astres,  outre  lu 
cause  que  nous  venons  de  remarquer  et  qui  est  la  principale,  il 
existe  d’autres  particularités  qui  modifient  les  durées  de  leurs  pas- 
sages. La  première , c’est  que  l’étendue  apparente  de  leur  disque 
change  ù diverses  époques,  par  suite  des  variations  de  leur  éloigne- 
ment, et  avec  leur  hauteur  sur  l’horizon  ; la  seconde,  c’est  que  leur 
mouvement  propre,  qui  se  combine  avec  celui  de  la  sphère  céleste, 
a aussi  alors  d’inégales  vitesses. 

l’équation  (i),  de  sorte  que  les  relations  des  arcs  E,  de  t FI  sont  indépendantes 

de  la  Yaleurdece  rayon.  Cela  était  facile  à prévoir,  puisque  toutes  les  sphères 
concentriques,  que  l’on  peut  ainsi  décrire  autour  de  l'observateur,  ne  chan- 
gent point  les  valeurs  absolues  des  angles;  elles  ne  changent  que  celles  do 
leurs  sinus.  Mais,  comme  ceux-ci  croissent  tous  en  môme  temps  dans  le  même 
rapport,  proportionnellement  au  rayon  de  la  sphère,  les  relations  de  gran- 
deur qui  subsistent  entre  eux  n’en  sont  nullement  altérées:  ils  sont  seule- 
ment rapportés  & une  unité  différente.  Ainsi,  dans  les  équations  qui  expri- 
ment ces  rapports,  la  vnleur  absolue  du  rayon  do  la  sphère  disparaîtra 
toujours.  Quoique  cette  remarque  soit  très-simple,  il  m’a  paru  utile  do  la 
présenter,  pour  faire  encore  mieux  comprendre,  par  cet  exemple,  que  ce 
qu’on  appelle  la  sphère  céleste  n’est  qu’une  conception  géométrique  propre 
à fixer  le  raisonnement,  et  qu’on  ne  doit  y attacher  aucuno  idée  do  réalité 
physique  ni  de  grandeur  absolue.  Toutes  les  sphères  concentriques  è l’ob- 
servateur peuvent  être , pour  lui,  la  sphère  céleste  ; et,  s’il  en  choisit  une 
d’un  rayon  immense,  c’est  parce  que  les  astres  étant  si  distants  de  lui,  com- 
parativement à leur»  dimensions  propres,  il  ne  peut,  6 la  vue  seule,  juger 
de  leur  éloignement  relatif,  scs  yeux  les  supposent  egalement  et  infiniment 
éloignés. 
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1 1 . I.ts  distances  au  zénith  et  les  azimuts  nous  ont  offert,  pour 
chaque  lieu  de  la  terre,  un  système  de  coordonnées  angulaires 
auxquelles  on  peut  rapporter  la  position  de  tous  les  astres;  mais  ce 
système  a l’inconvénient  d’être  variable  d’un  pays  à l’autre.  Car, 
cause  de  la  rondeur  de  la  terre , les  plans  de  l'horizon  et  du  mé- 
ridien, auxquels  se  rapportent  les  hauteurs  et  les  azimuts,  prennent, 
dans  l'espace,  toutes  les  directions  possibles,  et  par  conséquent 
les  positions  des  astres,  ainsi  exprimées  , n’oITrcnt  rien  de  compa- 
rable. L’équateur  et  les  plans  horaires  célestes  nous  offrent  un  sys- 
tème de  coordonnées  analogues,  mais  bien  préférable,  puisque  étant 
pris  immédiatement  dans  le  ciel,  il  fournit , à tous  les  astronomes 
situés  sur  la  surface  terrestre,  un  moyen  uniforme  et  comparable 
d’exprimer  les  résultats  de  leurs  observations. 

18.  Pour  déterminer  ainsi  la  situation  d’un  astre  quelconque 
sur  la  sphère  céleste,  il  suffit  de  connaître  le  plan  horaire,  ou  le 
cercle  horaire  sur  lequel  il  se  trouve , et  sa  position  sur  ce  cercle  ou 
dans  ce  plan.  Tout  se  réduit  donc  à déterminer  ces  deux  éléments. 

La  position  de  l’astre  sur  son  cercle  horaire  est  déterminée 
lorsque  l’on  connaît  sa  distance  au  pAle  ou  sa  distance  à l’équateur, 
qui  en  est  le  complément  et  que  l’on  nomme  la  déclinaison  ; c’est 
pourquoi  on  apj>elle  souvent  les  cercles  horaires  cercles  de  décli- 
naison. 

La  position  du  plan  horaire  sur  la  sphère  céleste  se  détermine 
d’après  l'angle  qu'il  fait  avec  un  plan  horaire  connu.  Pour  cela,  on 
en  choisit  un  h volonté,  auquel  on  rapporte  tous  les  autres;  ce  sera, 
par  exemple,  celui  qui  passe  par  une  étoile  que  l’on  aura  désignée. 
Si  l’on  imagine  plusieurs  autres  plans  horaires  menés  par  différents 
pointsdu  ciel,  ils  ferontdes  angles  dièdres  plus  ou  tnoinsgrands  avec 
le  premier.  Chacun  d’eux  sera  donc  distingué  par  l’angle  qui  lui  est 
propre  et  qui  a pour  mesure  l’arc  de  l’équateur  compris  entre  lui 
et  le  premier  plan  horaire  ; cet  arc  se  nomme  Y ascension  droite. 
On  le  délcrminc'en  observant  le  temps  qui  s’écoule  entre  le  passage 
de  l’astre  au  méridien  et  celui  du  plan  horaire  que  l’on  a choisi 
pour  point  de  départ.  Ce  temps , converti  en  degrés  ou  en  grades, 
est  l’ascension  droite  de  l’as t ré  ; elle  se  compte  toujours  d’occident 
en  orient , et  depuis  o®  jusqu’à  la  circonférence  entière.  Quant  à la 
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déclinaison,  clic  se  compte  depuis  o°  jusqu'à  un  angle  droit;  on  la 
dit  boréale  ou  australe,  suivant  ijue  l’astre  auquel  elle  appartient 
est  situé  au  nord  ou  au  sud  de  l’équateur.  L'emploi  des  distances 
polaires  est  bien  préférable  dans  les  raisonnements  et  même  dans 
les  formules  analytiques,  à cause  de  la  continuité  de  sens  de  leur 
numération  ; aussi  en  ferai-je  plus  habituellement  usage. 

15.  Lorsque  ces  deux  coordonnées,  la  déclinaison  et  Y ascension 
droite,  sont  connues , on  peut  trouver,  par  la  trigonométrie  sphé- 
rique , tous  les  rapports  de  position  et  de  distance  qui  existent  sur 
la  sphère  céleste  entre  les  points  auxquels  elles  se  rapportent. 

Par  exemple,  si  l’on  veut  trouver  l 'arc  de  distance  de  deux 
étoiles , c’est-à-dire  l’arc  de  la  sphère  céleste  qui  les  unit,  on  tirera 
de  leurs  déclinaisons  leurs  distances  à un  meme  pôle.  On  prendra 
ensuite  la  différence  de  leurs  ascensions  droites;  ce  sera  l’angledièdre 
compris  entre  les  plans  horaires  où  elles  se  trouvent.  Alors  les  deux 
distances  polaires  et  l’arc  de  distance  formeront , sur  la  sphère  cé- 
leste, un  triangle  sphérique  où  l’on  connaîtra  deux  côtés  et  l’angle 
compris.  On  pourra  donc  calculer  le  troisième  côté  ou  l’arc  de  dis- 
tance des  deux  étoiles  (* *).  On  pourrait , de  la  même  manière , cal- 


(*)  Soient  P la  différence  des  ascensions  droites  des  deux  astres,  ou  l’angle 
au  pôle  compris  entra  leurs  cercle*  de  déclinaison  ; A',  A”  leurs  distances 
polaires  respectives,  et  D l’arc  de  grand  cercle  qui  mesure  leur  distance  an- 
gulaire sur  la  sphère  céleste.  Si  l’on  considère  le  triangle  sphérique  formé 
par  les  trois  côtés  A',  A'  cl  D,  on  y connaîtra  A',  A"  et  l’angle  compris  P. 
Ainsi  les  règles  de  la  trigonométrie  sphérique,  appliquées  h ce  cas,  donneront 

eos  D.=  sin  A'  sin  A"  cos  P -t-  cos  A'  cos  A". 

En  transportant  ici  le  mode  de  transformation  dont  nous  avons  fait  usage, 
pour  une  relation  semblable,  tome  U , page3g6,  si  l’on  remplace  cosl), 
cosP,  puis  cos  (A*—  A')  par  leurs  expressions  équivalentes  i — asin’-JD, 
i — a sin*  J- P,  i — asin*  {(A*—  A'),  on  obtiendra  celte  expression,  plus  com- 
mode pour  le  calcul  numérique  : 

sin* -J  D = sin*  7 (A*  — A')-+-  sin  A'  sin  A’  sin*  ^ P. 

• 

Nous  aurons  plus  loin  l’occasion  de  reconnaître  que  le  pâle  change  dépo- 
sition parmi  les  étoiles  dans  la  suite  des  siècles,  ce  qui  fait  varier  inéga- 
lement leurs  distances  polaires  et  leurs  ascensions  droites  absolues  ; mais 
nous  constaterons  aussi  que  ce  mouvoment  appartient  en  réalité  à l’axe  de 
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culcr  l'arc  de  distance,  d’après  les  distances  au  zénith  et  les  azimuts. 
Le  raisonnement  est  le  même , le  système  seul  des  coordonnées  est 
changé.  Je  reviendrai  tout  à l’heure  sur  cette  opération , qui  est 
nécessaire  dans  quelques  circonstances. 

14.  Le  point  de  l’équateur  d’où  les  astronomes  comptent  les 
ascensions  droites  dépend  du  mouvement  du  soleil , ou  plutôt  de 
la  position  de  cet  astre  à une  époque  déterminée  ; car  c’est  au  so- 
leil , comme  au  régulateur  naturel  des  jours,  des  années  et  des 
siècles,  que  les  astronomes  rapportent  toutes  leurs  observations. 
Mais  ce  choix,  purement  arbitraire,  ne  change  point  les  positions 
respectives  des  astres  dans  le  ciel  ; il  n’influe  ni  sur  leurs  déclinai- 
sons, ni  sur  leurs  différences  d’ascension  droite;  il  détermine  seu- 
lement leur  ascension  droite  absolue.  Il  ne  doit  donc  apporter 
aucun  changement  aux  lois  des  mouvements  des  astres  qui  se  dé- 

rutation  do  la  terre,  cl  quotas  étoiles  ne  le  partagent  point.  Leurs  distances 
relatives  D,  évaluées  par  la  (ormulo  précédente,  ne  peuvent  donc  changer 
que  par  l'effet  des  mouvements  individuels  qui  seraient  propres  anx  étoiles 
elles-mêmes,  et  qui  altéreraient  leurs  positions  relatives.  Le  calcul  de  la 
distance  D , réitéré  pour  des  époques  Irès-éloignées  les  unes  des  autres,  avec 
les  valeurs  do  4',  4"  et  P qu'on  y a observées,  offro  ainsi  un  moyen  direct 
pour  constater  l'existence  et  la  mesure  de  ces  variations.  Malheureusement 
les  observations  anciennes,  faites  avant  l’invention  des  instruments  & lunettes 
et  des  horloges  & pendule,  sont  trop  inexactes  pour  qu'on  puisse  en  faire  des 
applications  si  minutieuses;  on  peut  seulement  en  conclure  que  les  mouve- 
ments propres  des  étoiles  doivent  être  fort  petits,  puisque  les  configurations 
des  groupes  dans  lesquels  on  les  rassemble  sous  le  nom  de  constellations 
présentent  encore  aujourd'hui  les  mêmes  apparences  que  les  astronomes  grecs 
leur  ont  assignées.  Alors,  les  considérant  comme  négligeables  comparative- 
ment aux  erreurs  que  les  anciennes  observations  devaiant  comporter,  on 
peut  apprécier  l’étendue  de  ces  erreurs  en  calculant  les  valeurs  qu'elles  don- 
nent pour  les  distances  D calculées  par  notre  formule,  et  les  comparant  à 
celles  que  nous  déterminons  bien  plus  exactement  aujourd'hui,  afin  de  voir  de 
combien  elles  en  different.  Dclambro  a fait  celto  comparaison, dans  le  tome  11 
de  son  Histoire  de  V Astronomie  ancienne,  page  391,  pour  toutes  les  étoiles  dont 
l’toléméc  avait  assigné  les  positions  relativement  à un  système  de  coordon- 
nées angulaires  équivalent  h celles  quo  notre  formule  emploie,  quoiquï  au- 
trement définies;  il  a reconnu  ainsi,  dans  ccs  positions,  des  erreurs  dont 
l’amplitude  est  fréquemment  de  £ ou  j de  degré,  ut  qui  s'élèvent  parfois 
jusqu'à  plus  d'un  degré  entier,  tandis  qu’alors  les  incertitudes  de  nos  ob- 
servations actuelles  atteignent  au  plus  t"ou  1". 
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duisentdes  rapports  de  leurs  positions  à différentes  époques.  Ainsi, 
jusqu’à  ce  que  nous  ayons  acquis  les  données  d'après  lesquelles  on 
a fixé  cette  origine,  nous  pouvons  d’abord  supposer  les  ascensions 
droites  de  toutes  les  étoiles  rapportées  à une  d’entre  elles , comme  , 
à une  origine  fixe  et  déterminée. 

IJ».  En  observant  avec  l’instrument  des  passages  les  instants  où 
les  diverses  étoiles  traversent  le  méridien  , et  mesurant  aussi  leurs 
distances  zénithales  dans  ce  plan  avec  les  cercles  fixes,  ou  par  des 
moyens  équivalents,  on  détermine , comme  nous  venons  de  le  dire, 
leurs  ascensions  droites  et  leurs  déclinaisons.  On  peut  donc,  dresser 
des  registres  qui  font  connaître  la  position  de  toutes  les  étoiles  ob- 
servées , et  l’ordre  dans  lequel  elles  se  succèdent  dans  leur  passage. 
C’est  ce  que  l’on  nomme  des  catalogues  d'étoiles  ; on  en  publie  un 
chaque  année,  pour  les  plus  apparentes,  dans  la  Connaissance  des 
Temps.  Avec  un  pareil  catalogue , rien  n’est  plus  facile  que  d’ap- 
prendre à distinguer  et  à reconnaîlre  toutes  les  constellations  vi- 
sibles dans  le  lieu  où  l’on  se  trouve:  il  faut  pour  cela  suivre  leur 
succession  avec  l’instrument  des  passages,  ou  même,  si  l’on  manque 
decet  instrument , il  suffit  de  se  placer  auprès  d’une  muraille  dirigée 
à peu  près  dans  le  plan  du  méridien,  et  avoir  avec  soi  une  horloge 
qui  suive  le  temps  sidéral  ou  dont  la  marche  soit  déterminée.  Dès 
que  l’on  connaîtra  une  seule  étoile,  et  qu’on  l’aura  vu  passer  au 
méridien , on  les  reconnaîtra  toutes  d’après  le  catalogue  qui  donne 
leur  différence  d'ascension  droite , et  par  conséquent  les  intervalles 
de  temps  après  lesquels  elles  se  suivent.  Cette  étude  deviendra  en- 
core plus  agréable  et  plus  facile  si  l’on  s’aide  en  meme  temps  d’un 
globe  céleste,  ou  d’une  carte  céleste,  sur  laquelle  soient  figurées  les 
différentes  constellations,  avec  les  principales  étoiles  qui  les  com- 
posent ; ce  qui  permet  de  les  déterminer  et  de  les  déduire  en  quelque 
sorte  les  unes  des  autres  par  des  alignements.  C’est  là  le  principal 
avantage  de  ces  représentations  graphiques  ; car  il  ne  faut  pas  s’ar- 
rêter aux  figures  d’hommes  et  d'animaux , par  lesquelles  on  désigne 
les  différentes  constellations.  Ces  figures  n’ont  aucun  rapport  réel 
avec  l'arrangement  des  étoiles  dans  le  ciel  : elles  ont  été  détermi- 
nées par  le  caprice  des  hommes,  quelquefois  par  flatterie;  mais 
cependant  elles  peuvent  jusqu’à  un  certain  point  servir  pour  aider 
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la  mémoire,  en  attachant  aux  groupes  d'étoiles  des  noms  connus. 
Avec  ces  secours , on  connaîtra  parfaitement,  en  quelques  nnits  , 
toutes  les  étoiles  qui  seront  visibles  à l’époque  où  l’on  aura  observé; 
et  en  répétant  la  même  épreuve  à diverses  époques,  lorsque  l'as- 
pect du  ciel  sera  changé  par  l'effet  du  mouvement  propre  du  so- 
leil , on  parviendra  aisément  à distinguer  et  à reconnaître  toutes 
les  constellations  (*). 

IC.  Les  ascensions  droites  de  toutes  les  étoiles  étant  déterminées 
relativement  à une  d'entre  elles,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
si  l'on  veut  les  rapporter  au  point  de  l’équateur  que  les  astronomes 
sont  convenus  de  choisir  pour  origine,  il  suffira  de  connaître  la 
différence  d'ascension  droite , comprise  entre  ce  point  et  une  étoile 
quelconque,  à l’époque  que  l’on  veut  considérer.  Cette  différence, 
ajoutée  à V ascension  droite  relative  de  toutes  les  autres  étoiles , 
donnera  leur  ascension  droite  absolue.  Par  exemple,  il  suffit  de 
savoir  que,  le  Ier  janvier  1810,  ce  point  de  l’équateur  passait  ail 
méridien  de  Paris  ih56m29‘  sidérales  avant  l’étoile  a du  Bélier, 
ramenée  théoriquement,  pour  la  meme  époque,  au  lieu  moyen 
autour  duquel  elle  oscille,  en  vertu  de  l’aberration  et  de  la  nuta- 
tion. Kn  d’autres  termes,  l'ascension  droite  vraie  de  a du  Bélier, 
exprimée  en  temps  sidéral  et  pour  cet  instant,  était  i h 56m  2q* 
ou  2g0  7'  i5"  en  arc.  Je  dis  pour  cet  instant,  parce  que  la  préces- 
sion, la  nutation  et  l’aberration  rendent  l’ascension  droite  variable, 
la  première  déplaçant  toutes  les  étoiles,  avec  continuité  et  lenteur, 
parallèlement  à un  meme  grand  cercle  de  la  sphère  céleste;  les 
deux  autres  faisant  décrire  beaucoup  plus  rapidement,  à chaque 
étoile , de  petits  cercles  autour  de  son  lieu  moyen  ainsi  transporté. 

17.  Le  même  point  de  l’équateur  céleste,  qui  sert  d’origine  pour 
les  ascensions  droites,  sert  aussi  d’origine  pour  le  temps  sidéral, 


(*)  Les  figures  que  nous  employons  généralement  aujourd’hui  nous  viennent 
presque  toutes  des  Grecs,  qui  y ont  attache  des  traits  et  des  noms  en  rap- 
port avec  leurs  idées  mythologiques.  La  preuve  que  ce  système  d’arrange- 
ment est  tout  artificiel , c’est  que  les  Chinois , dont  les  notions  astronomi- 
ques remontent  à des  temps  bien  plus  reculés,  ont  groupé  les  mèmcséloiles 
d’une  manière  toute  différente  en  les  rapportant,  non  pas  ides  idéos  my- 
thologiques, mais  aui  formes  hiérarchiques  de  leur  gouvernement  impérial. 
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"c'est-à-diro  que,  ihms  chaque  lieu , ou  coini>te'  ob^o,“,<p'  sidérales 
quand  il  pusse  au  méridien.  On  le  désigné  ordinairement  par  le 
signe  T ^caractère  de  la  constellation  appelée  ït*  Bélier  on  Aries.  f 
Mous  en  verrons  la  'raison  plus  tard,  le  dois  seulement  averti^ 
qu ’aujourd  'hui  il  se  trouve  considérablement  éloigné  des  étojlcs 
qui  composupt  cette  constellation  , et  cela  sq  voit  par  IcS  nombres 
mêmes  que  je  vipns  de  rapporter.  . , 

18.  D’après  ces  deiinitions,  rien  de  plus  aise  que  d^  trouver,  à 
chaque  instant,  l’heure  qu’il  est,  en  temps  sidéral,  dans  un  lieu  où 
l’on  connaît  la  fauteur  du  pôle.  II  suffit  d’observer  la  distance  zé- 
nithale d’une  étoile  connue  et  de  calculer  son  angle  horaire,  qui 
je  suppose  compté  dq  méridien  supérieur  et  dans  le  sens  du  mou- 
vement diurne  «Je  o^^t  3lio“.  En  ajoutan^cet  angle  à l’ascension 
droite  absolue  de  l’étoile,  ((^rejetant  les  circonférences  entières  s’il 
y en  a , le  reste , converti  en  tempaÿ  exprimera  la  distance  du  mé- 
ridien au  point  du  ciel  qoe  l’yn  a pris  pour  origine,  c’est-à-dire 
Y heure  sidérale  (*).  t 

On  peut  aussi  trouver  l’heure  par  l'observaliondiksoleil  ou  d’une 
planète;  mais  il  faut  pour  cela  que  les  mouvements  propres  de  ces 
astres  soient  exactement  connus,  afin  «Je  pouvoir  réduire  les  dis- 
tances zénithales  aux  mêmes  termes  que  si  l’on  eût  ohserté  une 
étoile.  Nous  sommes  donc  Torce^le  renvoyer  cette  rechérchsjdus 

(*)  Soient,^”.  i,“M  vM’  l^cêrclc île  l'équateur;  M M' la  projection  <lu  prin 
du  méridien  local  sur  le  plan  de  rs' grand  cercle  ; OS  la  projection  du  mé- 
ridien de  l'etoile  ou  de  son  cercle  horaire  , tournant  d’orient  en  occident, 
suivant  le  sens  iudiqué  par  la  llcehe  extérieure.  YS  sera  Rascension  droite, 
que  noua  nommerons  A;  MS  sera  l'arc  do  l'equatcur  correspondant  à’I’anglc 
horaire  actuel  que  l’on  a oBscrvé,  et  que  noua  nommerons  P.  Ajoutant  ces 
deux  arcs,  on  aura  P -t-  A = M Y.  Tette  sommet  convertie  en  temps  sidéral, - 
donnera  donc  la  distance  de  Y au  méridien,  ou  l'heure  sidérale. 

Ici  il  n’y  a*pas  de  circonférence  entièr*  il  rejeter;  ij  jten  aurait  si  l'étuilc 
était  de  l’autre  crtté  du  méridien,  par  exemple  en  S'.  Alors,  en  comp- 
tant toujours  les  angles  horaires  à partir  dy  O.VI , dans  le  sens  du  mouvê’- 
ment  diurne,  et  de  0°  jusqu’à  36o° , oh  aurait  MSM'S'=«P',  yMS’=A'. 
Par  conséquent,  P'  -t-  A'  = 36o°—  MS'd-  Y MS';  ainsi,  en  retranchant  î6o°, 
le  reste  serait  Y MS' — MS',  ou  My,  comme  tout  à l’heure.  La  formule 
s’appliquerait  de  même  dans  tous  les  quadr«uits(‘£e  qui  tient  à ce  que  les 
arcs  qu’on  y combine  sont  toujours  comptés  continûment  dans  leur  sens 
propre,  depuis  o°  jusqu’à  36o°. 

T.  III.  2 
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loin.  Pour  le  morne*,  U connaissance  du  temps  sidéral  nous  suffi n£. 
et  jonque  nousIRu-ns  déterminé  lés  lois  des  mouvements  propres  à 
l’aiild  de  cette  cosinaissancq,  nous  donnerons  quelques  exemples 
% numériques  de  cêlte  application,'  la  plqs  imposante  dcV  astronomie. 

* 19.  Rappelons'  encoi*.  quflcjfcs’SpHfU  précédents  tt  ont  lieu 
av^-iguaur  qu’en  supposant  ad\  étoiles  utt  éloigne.uentpresquc 
inlni , ou  in  ricins  tet  que , vues  dés  differents  petits  de  la  terre, 
elles  ne  présentent? aucune  différence  d’aspêct  sensiblç,  en  sorte 
que  les  rayons  visuels , menés  de  ces  points  à tine’mcmj  étoile, 
puissent  être  censés  parallèles  Untre  eux»  Cette  conHition  n’»  plus 
Iku  pour  le  soleil , la  lune*,  les  planètes  et  les îomètes,  qui , par  là, 
semblent  beaucoup  plus  rapprochées  de  nous  que  les  tixes.  Alors, 
pour  rendre  les  observations  de  ces  asta/compaiybles  entre  elles, 
quoique  faites  dans  les  Siflérents  pays^,  il  laut  y faire  une  petite 
comédon  dont  nous  jiarleronylus  loin , quand  flous  aurons  dé- 
terminé exactement  la  forme  et  la  grandeur  de  la  terre. 

I<es  notions  que  flous  venons  d’acquérir  sur  les  différents  cercles 
de  la  sphère  céleste  nflus  permettent  d’ajouter  quelque  chose  .sur 
l’usage  de  la  machine  paralladque.  Elle  sert  spécialement»  pour  me- 
surer de  petites  différences  d'ascension  droite  et  de  déclinaison. 
Pour  cela  on  dispose  les  fils  rectangulaires  du  micromètre,  de  ma- 
nière que  les  uns  représentent  des  cercles  horaires  ,'et  les  autres 
dus  5ros  de  parallèl*.  Alors,  si  detfx  étoiles  passent  en  même  temps 
dans  le  champ  de  la  lunette , la  différence  des  époques  de  leur  pas- 
sage aux  mêmes  fils  horaires  donne  Jear  différence  d’ascension 
droite?  en  aya ut  égard  à la  distaflcc  polaire  cju’elles  ont  actuelle- 
ment. Pour  avoir  1 «'différence  de  déclinaison,  on  place  une  des 
étoiles  sur  le  fil  fixe,  qui  est  perpendiculaire  aux  fils  horaires;  elle 
iffcoit  par  l’effet  de  son  mouvement  diurne.  En  même  temps  on 
amène’sur  l’autre.ctoilc  le  fil  mobile  qui  est  parallèle  a u*p  recèdent. 
L’écart  de  ces  deult  fils,  indiqué  par  l’tpdex  du  micromètre,  me- 
sure la  différence  de  déclinaison.  On  emploie  le  même  procédé 
pour  rapporter  aux  étoiles  les  comètes  dont  1 apparition  est  toujours 
de  peu  de  durée,  et  qu’on  ne  peut  presque  jamais  observer  à la 
lunette  méridienne  oi%u  nuirai , à cause  de  la  grande  faiblesse  de 
leur  lumière,  surtout  quaP  elles  passent  au  méridien  pendant  le 
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jour.  Au  nfoyen  de  la  machine  parallatiiji# , on  peut  déterminer' 
les  diamètres  apparents  des  astres  »^vec*une  très-grande  exactitude 
parce  que  la  lunette,  suivant  la^marche  de  l’astre  , petjpiet’de  rjml-jf 
tiplier  les  observations,  l’our  les  diamètres  horizontaux,*  le  procédé  < 
est  le  mêlée  qu’avec  la  lunette  méridienne  Mais,  d’après  eequ'mx 
a vu,  § 10,  la  différence  des  passages  des  deux  bords  du  disque, 
aux  mêmes  fils  horaires,  ne  doun^ias  immédiatement  le  diamètre 
apparent  de  l’astre.  Il  faut,  pour  rçpduire  ce  diamètre  én  parties 
d’un  grand  cêrele  de  la  sphère  céleste,  multiplier  Uintervalla.  des 
passage  réduit  en  arc  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  du  paral- 
lèle où  on  les  a observés!  Ofearirend^cet  élément  sur  un  cercly  graÿ, 
due  qui  lait  partie  de  l'iitstruinent , et  sur  lequel  la  lunette  fait 
mbuvoir  un  vernier.  On  détermine  les  'diamètres  verticaux  de  la 
même  manièregque  les  différences  de  déclinaison  ; mais  ils  n’ont 
^ besoin  d’aucune  réduction.  * '■ 

20.  Lorsqu'on  a observé  à la  fher  la  distance  angulaire  du  bord 
éclairé  de  la  lune  au  bord  du. soleil  qui  en  est  le  plus  proche,  ce 
qui  se  fait  avec 'dis  ihstruments  à réflexion  que  j’aurai  plus  loin 
l’occasion  de  décrire,  il  faut,  pour  avoir  l’arc  de  distance  compris 
entre  les  centres* des  disques,  connailfr,  en  arc  de  grand  cercle, 
le  demi-diamètre  apparent,  de  chacun  d’eux^  dans  la  ‘direction  sui- 
vant laquelle  la  distance  des  bords  a été  nifjsurée.  Or,  outré  lis  va- 
riations occasionnelles  de  grandeur  que  le  Risque  éprouve  par  les 
causes  indiquées  page  1 1 , l’égalité  d esses  diamètres  est  quelque  peu 
altérée,  selon  leur  obliquité  à l’horizon , parce  que  le. centre  du 
disque  eÇ  le  point  de  son  coptour  où  ils  se  terminent , ayant  d’iné- 
gales hauteurs,  la  réfra<^|oli-.^tmosphériqu^les  élève  inégalement 
dans  leurs  verticaux  pèfig^P^ui  convergém  au  zénith.  Cel^rend 
les  diamètres  apparents  obliques  toujours  moindres  que  % diamètre 
vrai,  dans  des  proportions  dépendantes  de  leur  obliifOip:  actuelle, 
et  ôte  aux  disques  leur  circularité.  Pourenvisagercc  problème  d’une 
manière  générale,  soient,  fig.  5,  O le  centre  d’observation  et  de  la 
sphère  céleste,  OZ  la  verticale , Z le  zénith.  H'  H"  H le  grand  cercle 
de  l’horizon,  et  ZH',  ZH"  deux  verticaux  dans  lesquels  se  trouvent 
les  lieux  vrais  de  deux  points  lumineux  l',  1" . Menons  l’arc  de 
grand  cercle  qui  mesure  leur  distance  angulaire  vraie,  et  nom- 
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^Ipi  il  esllig^yc  plus  bas  ; et  elle  payera^  j 

^S*,Te  second  en  8',  de  sorte  que  leur  distance  apparente «;ra  deve- 
nue D'j  differente  de  D.  MaisiftjSt  aise  d’ottenir  D'  en  lequand  on 
connaît  les  distances  zénithales  apparentes  des  deux  points  S',  S",  et 
les  lois  des  refracffdhs  at«aosp%'riques.  Car,  ces  dislances  devant 
être  toutes  deux  renfermées  dqjs  le  même  angle  a/.itmital  a compris 
entu;  les  deux  yerticaux,  les  deux  triangles  sphériques  Zï"Z',  ZS"S', 
qui  ont  leui*»  sommets  au  zénith  et  les  distances  D,  D' pour  bases  , 
,,j>nt  l’angle  a commdn;  de  sorte  qu  en  y formant  les  expressions 
individuelles  de  cfs  distances,  et  climinaftt  a entre  elles,  on  obtient 
la  relatiim  çherdhée  de  D'  à D.  C’est  ce  que  j’expose  ici  en  note.  Le 
calcul  est  considérablement  simplifie  quand  on  suppose  les  deux 
distances  B,  I >'  fort  .petites , ‘comme  cela  a toujours  lieu  dans  les. 
applications  de  ce  problème.  Oi^en  conclut  que  les  disques  cir- 
culaires ; modifies  ainsi  par  la  réfraction , se  trouvent  trcs-apprnxi- 
umtlvciuent  changés  par  elle  en  des  ellipses ‘dont  le  grand  axe  est 
horizontal , et  le  petit  vertical , celui-ci  différant  toujours  très-peu 
du  premier. 

# . • • 

SurUes  {'fondeurs  t(fcs  demi-diamètres  apparents  des 
* astres  évalués  suivant  des  directions  obliques  à 
thfrizon.  « • • 

%1.  Ce  problème,  tel  qu’il  a été  énoncé  à la  fin  du  préçed  ifl  chapitre,  se 
rapporte  à la  Jig.  5,  que  je  reprends  sans  avoir  besoin  de  ta  décrirç  de  Nou- 
veau. Pour  suivre  la  voif^de  solution  que  j'ai  indiquée,  je  nomme  Ç',  Ç"  les 
distances  zénithales  vraie*.#!',  Z!",  et  je  nouumï  z"  les  distances  zeni- 
tli.ik  s'fcp paren tes  7*S',  ZS*.  Les  doux  triangles  .sphériques  Z2' 2",  ZS'S” , 
établis  Sur  lès  côtés  1),  D',  ont  l'angle  nzimutal  a commun.  Je  forme  dans  le 
premier  Tex^rcisioii  de  cos  U,  dans  le  second  celle  de  cos  D',  et  leur  appli- 
quant lo  mode  de  transformation  rappelé  dans  la  page  i3,  j’cir  tire  les  deux 
('quations  suivantes  : . 

sin*  { D = sin*  \ (Çw  — Ç'  ) h-  sin  Ç"  sin  Ç'  sin’  ~ a , 

sin*  \ D'—  sin'-J  («"  — *')  -+•  sin  *"  sms'  sin’^a. 

Soient  / ' la  réfraction  donnée  par  Ie6  Tables  pour  la  distance  zénithale  ap- 
parente r';  r"  la  réfraction  pour  la  distance  ap'parente  »*;  on  aura 

w'  — t ’ + f ',  -4-  r 
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J'introduis  ces  expressions  dans  la  proaaiènfdc  nos  deux  équations,  ei  elle 
devient  • * ’ * 

. • > 
sin’yL)  = sifi* -j (s*—  a'-t-r  " — r')-+- sin  r")  »in  (x'-t-  r ')siu*  \ a 

alors  jVIiminr  sin'^a  entre  elle  et  l’autre  ,*j>uis  dépage  sin’ Jl)'.  J’oblieiib 
ainsi  * • • * „ 


(•) 


«in*,  D'=  sin’5  (*’  — s') 

H-[sin*i  D— «in*  J (*'■ 

» • 


-s'-i-r" — r')]  - 

• sut  (s  - 


r")  sin  (*'h 


22  Lo  rapport  il»  sinus  qui  multiplie  le  dernier  terme  du  secondtnei^iyil- 
est  suAej>tiljaoV,lnc  transformation  qui  est  très-propre  à montrer  la-  mode 
de  variation  île  ses  valeurs,  ^ur  l'opérer,  je  prends  un  qu#conqu^dc  ses 

— Afin  de  faciliter  kl  division, 

■r)  w. 


deux  facteurs  soueia  forme  générale  — , 

• àL  ~ un  (»-+-/•) 

jo  change  l<?^!ii  numérateur  en  (*-t-r)  — r;% l ,*lc  consl&erunt  comme  formé 
de  la  differ^ndc  Hc  ces  deux  arcs  ^ je  développo-l'cxprcssion  de  son  sinus ^où 
je  remplace  cos  r par  sa  valeur  cqftiv^lcnte  l — a sin*  J r.  J'obtiens  ainsi 


>*  sin  r cos  (a 


+ <f 


-r— r , ~r  w asin’fr;  ma  . 

fin(f-r-r)  ÿn(s-t-r)*  f 

alors  je  change  lc,Juctcur  sin  r du  sccoud  terme  eu  asin  \ r j/>.cu  qui  lui 
donne  un  facteur  commun  avec  lo  suivant.  f!ola  p^mel  de  l'y  rcuujf,  et , en 
le  faisant , on  a pour  résultat  ( i , 

• * *• 

fine  . cos  le  4-  » 

-r— 7 r = 1 — 3 siu*  r -T-î;-  r- 

sin(r-t-r)  ^ ^ * sin  (s -+-/•) 

On  voit  |iar  la  qu’un  rapport  pareil  ne  diffère  de  l'unité  que  par  un  leriuedc 
l’ordre  de  la  réfraction  r qui  se  trouve  actuellement  affecter  la  diütanec  ap- 
parente x.  Or,  îc  terme  ci^nçc  non -seulement  de  valeur,  mais  nÿimc  de 
signe,  tfd’incgalcs  distances  de  l’horizon. 

En  efTut,  con^ifjérons-le  d’abord  b l’horizon  même,  où  e sera  Jo°  ; alors 
cos(*-ê-{r)  deviendra  — ainjr,  cl  sin(a-t-r) ^deviendra  cosr.  Lo  second 
membre  aura  donc  pqur  valeur  . 

• . . - A 

cos  r 

' I *»  8 • » 

ColÉ  équivaut  à , comme  on  aurait  pu  Te  voir  directement  sur  l’expres- 

• cos  r • • 

sion  non%t*vclon«voc  du  rapport  — -.Dans  cc  cas  donc  , lo  terme  asso- 

• sin  (*%-r) 

cic  à l'imité  sc  trouve  positif.  & • 

I*otir  appneier  A valeur  nnn^rfÇue  dans  cotte  circonstance,  supposons 
que,  «U»n3  Ja  couche  d’air  qÿ  est  place  l’observateur,  la  température  soit  relie 
de  io  degrés  centésimaux,  et  la  pression  o,n ,760  *,  alors  la  Table  de  réfraction 


\ 

<* 


4, 

« 

t Digitized  by  Google 


ÀSTRONOM1! 


K 


insérée  dans  le  tome  1 , page  æi,  donnera  , pour  90°  «Je  distance  xénithalç, 
/•  égal  à 33' 46*^3.  I3c  là  o‘n  Iftv  • 


* 

conséquemment 


log  (^r)=5,6844°'8' 


’j  stn* 


= o^cKxx>483f)üO  j 


telle  est  donc  alors  la  vlfour  du  terme  qui  s'ajoute  numériquement  à Punit© 

♦ É | 

, # . smr 

dans  rexpression  de  *- . 

„ * Bini  + r 

■ • Æ • 

A partir  de  cette  limité,  t et  r diminuant  à la  fols,  ce  terme  congtience 
par  trafTaiblirpcn  conservant,  danî  son  expression  algébrique,  le  signe  né- 
gatif, ce  qui  continue  de  le  rendre  numériquement  additif  à l'unité;  mais 
il  devient  Qui  lorsqu’on  a * - * . 

■’co f(s  -t-  |r)  = o, 

ce  (ftii  donne  pour  condition  • * . 

♦ . . * 

, t ^ 90°  — *r. 

« * ^ 

Si  Poif  eoSatilie  la  Tbbl  e numérique  des  réfractions  insérée  dans  la  tome  1 , 
page»  luo  et  Table  qui  est  calculée,  d'après  la  théorie  de  Laplace,  pour 
le  cas  où  lè  thormomètrû-marque  io°  et  le  baromètre  om,^!5o  dans  la  couche 
d'air  oûTobsorvatcur  est  Jilacé^  on  trouve  que  la  condition  dont  il  s'agii  a 
lieu  lorsque  la  tiistance  zénithale  apparente  s estl89P44,*V">5^-  effet, 
pour  culte  dfstancC,  la  Table  donne,  par  proportionnalité, 


de  là  on  tire 


o°  3o'#6",8u8  ; 


*=  o°  i5'a8",4t4> 


et  par  ^ite  * * g 

90" -i/  =89«44'3i%58C,f 

Valeur  égale  à la  distance  apparente  considérée.  * 

23.  Pour  toutes  les  distances  zéniihales  moindres  que  celle-là  , le  terme 
que  nous  co^idérons  prend,  daps  son  expression  algébrique,  le  signe  po- 
sitif ”$e  qui  lerend  toujours  numériquement  soustractif  de  l’unité;  ses  va- 
leurs croissent  d'abord  avec  Rapidité  en%’approcbant  d'iihe  certaine  limite  de 
grandeur  très-petite,  dont  elles  sont  bientôt  peu  différentes  cl  qu'elles«ne 
dépassent  point.  ^ # 

Pour  constater  ce  fait,  je  rappellerai  qu'en  réduisant  en  nombres-,  dans  le 
tome  II*  page  42G,  l'expres s io’lTthcoriq de  de  la  réfraction  r,  donnée  par  Laplace 
pour  les  distances  ecnithales  moindres  qup^S0,  sons  lui^ivon*  trouvé  telle 

• • - . % * 

r — k (ni  Ung  * — nj-ing’  *).  , 


forme 
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a est  un  trili-|ielil  angle  qui  varijjJproporliomiolU-ment  à la  densité  de  l’air 
dans  la  couche  atmosphérique  où  l'obscrvataur  esty  placé  ; m et  n sont  des 
nombres  positifs  sensiblement  constants,  ou  qnlVùprouvent  que  des  Varia- 
tions négligeables  dans  un  tnéntQéieu.JPour  ht  cas  où  la  température,  dans 
la  couche  d'observation1,  .est  celle  de  la  glnoj*  Ion (^inte  et  la  pression  om  ,76 
do  mercure  à o°,  011  a , 

et=  6aff,666,  s.  « = 0,93918761,*  n =0,00110  58a3.  i 
J _ . . 

Le  coefficient  <1  étant  fors-pelifrelativement  à m,  l'influence  du  terme  nflectc 
de  tang’  s est  toujours  beaucoup  moindre  qne  celle  du  terme  en  tang  s,  dans 
les  limites  de  distanocs  sénithalea  auxquelles  la  formule  est  adaptée;  et, 
quand  s devient  moindre  que  46°,  ce  qui  rend  tang  s une  fraction  de  l’unité, 
l’eflHde  ce  terme  est  bientAt  presque  négligeable.  Dans  tous  les  cas,  il  tend  h 
affaiblir,  par  l’oppositiotK  de  son  signe,  l’effet  du  terme  ni. tang  «t  c’est 
{tourquM  , voulant  assigner  la  limite  de  grandeur  que  prend  le  produit  algé 


brique 


•Jsin*  jr  gos  (i+  jr) 


v. 


de  l’tifcvf tviion  i,o?U' 
1 râlant  î/v,  < 


pouf  tfan 

ni»  (a  ti 


^porterfles  rcfrarliopa  tir  la  T*b)«  «le  o»  a 


sin(r4-r)  4 r" 

# ' k , * 

• 4 ^ ^ J s _ 

j’y  remplacerai  r,  dans  le  fadeur  sut  >r,  par  la  videur  qui  résulterait  du  imil 
premier  terme  de  son  expression  complète;  car  cette  valeur,  étant  toujours 
plus  forte  que  lîi  véritable  , nous  donnera  une  limite  dévaluation  plutôt  !t*op 
forte  que  trop. faible,  «i  eo.n’est  (A  zénith  même,  où  le  terme  en  tang*  r,  que 
nous  aurons  omi!**,  devient  rigoureusement  nul  avçp'la  distance  zénithale  s. 

Ls'exprcssien  théorique  der,  ainsi  ^1  uilcù  son  preiniiy  tenue;' peut,  «ms 

erreur  appréciable,  être  mise  sous  la  forme  suivaaie 

^ ^ , a 

. * • s{n  Jr  = |msin  « * 1 * 

* »• '•*  • • 4 
cela  revient  à considérer  Tes  petits  ères  k;>  comme  sensiblement  propArtHjh- 
nels  a*  leurs  .sinus.  J’ai  déjh  rapporté  la  valeur  dd  a;  quant  h celle  de  f? 
on  peut  voir  que,  même  ù 8o°  de  distance  du  zéuitfi , ' gplre  Table  de  ré- 
fraction, construite  pour^la  température  de,j,oîj!*  la  donne  seulement  de 
5' 19", 8,  qu’il  faut  clevé  à 5'3'.T,4  pour  la  ramoner  ^yssi  à la  tempe  ri  tire 
do  la  glace  fondante,  d'après  le  mode  suirçtnj;  lequel  cflftte  Table* a été  cal- 
culée (*).  Or,  -sr  P«n  dt  'luit  le  sinus^c  pareils  arcade  celtfi  ÿc^Pun  d'eux  , 
par  proportionnalité /O»  jic  lui  trouve  pas  avec  le  §wius  exact  une  différence 
qui  réponde  à une  traction  de  seconde  appréciable.  Usant  donc  do  celte  Iran  s 

* * * ***»  • 4*  9 % * 

(“)  !.*•*  fartry*'n«-e«’*»Jire*  pour  transporter  at^gi  le*  réfraction*  ,*!«  ta  tempérafclinf  «le  io> 
tl*  t\t  là  prr»'ion  i»,n,*^€o  a toute  autre  intoniUm  c mtlc'nroloJujj  qiii’lanque,  wctMnnnè» 
•ou*  forme  logarithmique  dan*  le  recueil  de  ToWcj  plMiee»  pavdc  Bureau  de*  Lon^itçdra, 

!«•*  reproduit  eu  n «mirrCil.iii>  la  C ofyt  m uuh r d -t  Tempt  de  chaque  année.  Ici  le  Tuteur 

pression 


rature  du  merrure  dan*  le  h.nomctre  étant  anssî  «upjimtr 
descendra  «Je  lonja  tif- , comme  dan»  notre  talcA’ de  A . a (0P 

«v  • î **  * 

l»4  « 
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formation  ainsi  légitimée,  j'introduis  l'expression  précédente  de  sin^/  dans 
le  terme  algébrique  que  nous  voulons  évaluer,  et  il  devant 


sin  z cos  \z  - 


r) 


p cot>T  sin  (z  -f-  r4  £ • 

• • ,V  .+ 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'il  sera  toujours  moindre  que  m sin  a.  Car,  dans 
la  fonction  de  z qui  multiplie  çeltc  quantité,  le  facteur  cos  z du  àénomina- 
tfetir  sera  toujours  plus  grand  que  le  facteur  cotx-f-  \ry  entre  les  limites  de 
distajlcç  zénithale  que  nous  considérons;  et,  pareillement , l'autre  facteur  du 
dénominateur  sin  (s  + r)  y sera  plus  grand'  que  son  correspondant  sin  g du 
numérateur.  La  fonction  totale  qui  multiplie  m sin  a sera  donc , dans  tous 
les  cas,  une  fraction  moindre  que  1,  mais  toujours  de  très-peu  moindre,  à 
cause  de  la  petitesse  de  r;  et  enfin  elle  deviendra  rigoureusement  1 quand  g 
sera  qui , ce  qui  donne  m sin  a pour  la  valeur  maximum  du  terme  qubnous 
considérons»  Le  termê  en  tang*  t que  nous  avons  omis  dans  l'expritsion  de 
sin  Jr  né  change  évidemment  rien  à celte  limite  finale , puisqu'on  le  suppo- 


sant multiplié  aussi  par  le  rapport  “*t 


■v\ 


le  produit  s'évanouit  rigou- 


i . • 

reusement  nu  zénith,  où  set  r sont  nuisons  défi  simultanément.  • 
Mais,  bien  longtemps  avant  d'arriver  à sa  valeur  limite,  notre  terme  en 
différera  si  peu,  que  l'on  pourra,  sans  cireur  sensible,  la  prendre  comme 
sofi  expression  réelle  et  constante,  frniiT  avoirda  preuve  de  ce  fait , suppo- 
sons g =;  8o°,  ce  qui  est  le  pins  grand  almifcsenicni  oùTon  fasse  les  observa- 
tions nous  voulons  iptconsidércr.  La  pâleur  oorcespohdante  de  r pour  la 
température  o?  ctt la  pression  om, 76 /que  notre  évaluation  de  a.  suppose 
sera,  parce  qui  précède,  5'3a",$.  Si  avec  ces  données  on  calcule  rigoureu- 
sement le  multiplicateur  de -fn  sin  a,  on  le  trouve  égal  è 1 — 0,00^853  ; 
devflorle  qi\e  sa  différence  avcc^Punitc  équivaudrait  fi  diminuer  sin  k de 
o Koooot>  t^ÿ,.  frac fton  dont  nnfluçncq. sera  toujours  négligeable  dans  les 
applications  pratiques  auxquelles  est  destinée  la  formule  que  nous  préparons. 
Ainsi  , via  ns  tonte  l'étend  110  de  distances  zénithales  qu'elles  embrassent , on 
pourra,  lans  aucune  errent  sensible,  supposer  généralement 

* $ sin  s W , rosf^-pAr) 

• : e^r  = 1 — nin  .r  — ; — r — I — m sm  a, 

’ W Ml)  (g  -h^-)  • > ' Sin  fgrf-r'  ■ + 

» • * » • 

« ^ V 1 * * . /■;  . t< 

a ayant  là  valeur  et  le  mode  Ho  variation  assigne  plus  liant. 

* Sfi4.  Appliquant  donc  ce  résultat  à notre  expression  générale  de  sin*A  ^ , 
jéferaâ,  |Tar  abréviation , 9 

-,  - .*  . ,eos  ék'Vlr')  - « irw) 

f'  ± asm  WT  — v7-,-  “à-rr*  f*  = a«in$r"  . v 

|p  qui, donnera,  pour  toutes  lés^distanrcs  zénithales  que  fton  voudra  coum 


dérar, 


si  11  air  3 


* V' 

- - 

» * 


-•*  *. 

* sin-.' 

.in  (f— ? r 


■*» 

l W 

- .“.“l 

•»  -r^  • «•> 
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et  par  suite 

(i)  stn’^lJ't=sln,}(»'—*')-4-[sin,|D—tin,i(*,,—»'-t-r*—irf)J(i— /')(i—/»). 


2i>.  Cette  expression  est  rigourciftc  et  ne  fixe  aucune  limite  aux  distances 
«raies  et  apparentes  D,  JV.  Mais,  dans  l'usage  qu’on -en  fait  habituellement, 
ces  distances  sont  toujqprs  naser.  restreintes  pour  qu'on  puisse  considérer  les 
cubes  de  leurs  sinus  comme  pégligcablqp  comparativement  à leurs  premières 
puissances.  La  même  supposition  peut  alors  être,  a plus  forte  raison,  appli- 
quée aux  arcs  — t\  r"  — r le  premier  ne  pouvant  jamais  excéder  D’,  et 
le  second  étânt  plus  faible  etricnre,  puisqu'il  exprime  seulement  la  différence 
îles  deux  réfractions  qui  affectent  les  extrémités  de  la  distancé  considérée. 
On  aura  donc,  dans  de  mis  iis,  nvçp  uno^apprgximalion  toujours  suili saute, 

(a)  D’*  =*  (*"  — s ' )* -t-  [ D’  — * (»' — ] (t^-y"'^*(i  -—/*).  », 

20.  Je  vais  maintenant  appliquer  cette  formule  ainsi  restreinte  à l'évalua  ■ 
lion  des  demi  -diamètres  apparents  de  la  lune  et  du  soleil  afTectésdé  la  refrac- 
tion. Comme  les  demi  diamètres  vrais  D diffèrent  alors  peu  de  i5ifuinntcs, 


l'approxiqp^fiun  que  noiîs  y ayons  introduite  Jour  est  applicable,  et  je  proni- 
draixptte  valeur  comme  type,  pour  en  éprouver  l#l  effets. 

Je1  commence  par  c^isidércr  le  diamètre  horizontal  ; pouf  celui-là, 
s' Jji»5  conséquemment  r =^s>  et  ./,=:  T-  Introduisant  donc  ces  particu- 
larités darts  notre  formule,  elle  donnera,  pour  sa  valeur,' 


Le  produit  IÎ/*  exprime  ici  le  changement  que  U refraction  produit  dans  le 
demi-($famètre  horizontal  vrai.  La  vafeinydeycc  changement , et  même  son 
signe,  varient  dortc  .à  diverses  distances  du  ‘zénith  proportiannellctgcnf  au 
facteur  J’.  A l'horizon , paé  exetafïTe\  nous  avôns  vit  qnè/"  devient  négatif, 
et,  dans  l’état  d(>  densité  de  l’air  qtié'nous  avons;  considéré,  — J"  a pour 
valeur  -t- o ,00004 83ôofi.  Si  doneçu  suppose  l*'JÙemi -diamètre  vrai  J)  égal  à 
i5  minutes  ou  900  lecondct,  on  aura,  par  multiplication, 

' 4.- 


Ainsi,  quand  le  centre  du  disque  par.i^^ 

métro  apparent  |fnm<?ntal  peu  punrpratyi  qdc  le  den^-dinmètro  vrai; 


• Ura  i I horizon  m.’mo,  1»*  <li>mi-«lia 

plWc 


* 


r - 


nioia  l'agrandissemenT  sera .inajfyiérfabl»*  aUt  mesures  les  plus  délicates. 

A'Tnc 


nos urc  quç  l’astre  commencera  à s’élever,  le  Droduit  — ü/’  diminuer# 


comme  le  facteur  f,  en  restant  loujpurs  positif  jftsqujà  ce  qy’il  devienne 
nul  , lorsque  la  Mfslance  zénithale  apparente  s égale  S90  44’^  *>586.  A ce 


ter  oie  ,/*  sera  Vul , et  la  demi  jliamèire  horizontal*  nppajept  D'  égalera  le 
diamètre  vrai  D A ’ » .S 

Au-dessus  de  cette  hauteur,  t coi^iuuuutô  décroît  roy  /"n  li.i  n;;«ra  de  signe, 
il  deviendra  positif  et  il  .rwpu'fra  b i^n(0t*ltZ valeur  finale  constante  r#in*tt. 

V*  ’ • • • 


<* 

‘A 


**  • f* 


• « 
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Depuis  coite  limite  jusqu'au  zénith , ou  jjura  doue 
D'  = D — mD  sin  * ; 

or— d'après  les  râleurs  do  ni  et  de  « données  plus  haut , on  trouve 

log  (m  sin  «)*=;  m.sin  a = 0,000393878.  * 

Si  l’on  prend  le  demi-diamètre  D égal  à i5  miaules  ou  900  secondes,' il  en 
résultera,  par  multiplication  , dans  les  circonstances  de  pression  et  de  tem- 
pérature assignées , » . 

* -»  D'=  *5'  — o*, 164-  , 

27-  Ces  variations  du  facteur./ sont , én  apparence,  très-singulières,  ut 
Don  ne  conçoit  pas,  nu  prêmier^Çoup  doeîl',  comment,  à l'horizon  par 
exemple,  le  demi-diamètre  horizontal  peut  être  augmenté  par  la  réfraction. 
11  est  cependant  facile  de  s'en  rendre  compte:  en  effet,  quand  le  centre  du 
disque  parait  à l'horizon  , le  disque  vrai  est  réellement  abaissé  au-dessous  de 
ce  plan  d*une  quantité  angulaire  égale  & la  réfraction  horizontal*  calcu- 
ler pottrla  distance  apparente  go°  Cet  abaissement,  qui  le  fapprocho  du 
zénith  inférieur,  écarte  Jes  verticaux  qui  le  contiennent  plusNJpie  *’H  »o 
trouvait  à l'horizon  vrai  ; alors  son  diamètre  réfracté  occupe  l'intervalle  do 
ces-verticaux  à l'horizon  même  où  leur  écart  en  art  est  lu  plus  consiàkablo. 
De  là  l’augmentation  relative  du  diamètre  horizontal  apparent  ainsi  0W1 
Le  cas  d’am  antlssement  du  facteur  f s'explique  pat  <lda  consbldRni 
•inalojlms.  Lorsque  ljtMrètesl  vu  à la  distança  dÇparcjiré  .1"  pgal  h 90° — \rw, 
le  disque  vrai  est  abaisse  sous  l'horizon  Ihilam  que  le  ijlsqile  apparent  est 
élevé  au-dessus  j ils. se  trouvent  donc  à des  distances  égales  de*  leurs  zéniths 
propres.  Ainsi  leurs'  diamètres  mesurés  parallèlement  à l'horizon  doivent 
étrn égaux,  puisque  tous deux  tloiVcnl'èlrc  Compris  à égales  hauteurs,  entre 
les  mêmes  cercles  verticaux  prolonges.  » ' • 

28.  1)  11e  modeste  plu^qu’ù  introduire , dans  noire  foi  mule  restreinte  aux 
petits  angles,  l'obliquité  du  demi-diamètre  que  l'on  xéut  spécialement  éva- 
luer. Pour  cela  , considérons,  datif  h\  Jig  6,  le  disi|ue  réfracté  comme  un 
petit  espace  londfnc  par  une.  covirbe  ovoïde  de  form^tpielconque,  dont  reten- 
due angulaire  soit  assez tjcslniinl*  pour  qu'uu  puisse  le  supposât  appliqué 
surje  plan  langent  à la  sphère 'céfcslc'dans  le  point  S",  où  son  ccfltre  est  vu 
actuellement.  Actions  par  ce  cenlje . parallèlemenl  ai^pla^  de  l'horizon , un 
arc  diamétral  HH'  qu’i!  faudra  considérer  fournie  sensiblement  rectilmne , 
et  nommons  i l'angle  S’ S"  H'  fnftné  avec  cet  ax|^iorizontal  par  le  demudin 
mitre  spécial  S' S'  on  Djnj|ttc  l’on  veut  évaluer.  SI,  par  son  cxtrémireS', 


irvo. 

011s 


un  mène  S'Q  perpapdioulairc  il  S"  H' dans  le  plan  de  la  hgm c , cette  (((don- 
née représenftra  **  — **,  et  elle  aura’ noè r expression  D’âtûl. 
si  l’on  jette  les faut  sut  la  Table  génèndajde  réfcacUqp  insér 
tome  I,  pagqs  ISO  et  aat,  on  pourra  fAsémvnl  y joltslatcRqu’i 
intervalles  fle  distàucéW-nithal^  reslrqirus  au  plus  è'rt  miputes,  comme  le. 
sout  Ai  Ic^dlfférrnccs  z^— *r'  (la ns  l'etcndu^  (gnn^jjèmc  dilqnc,  lesdif- 


Maintenant , 
rée  dqns  notre 
entre  de  petits 


». 


Diqi 
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fercnccs  r"  — r'  leur  sont  sensiblement  proportionnelles;  assorte  que,  pour 
toutes  leurs  valeurs  individuelles  entre  ces  limites^on  a toujours  une  rela- 


tion de  la  forme 


= c (*"-*'); 

« l 


cousêqaeinrnent  ici  • ' '•  • % 

y • r"—  r'  = cD'  sia  t. 

' A S . % 

Le  coefficient  c de  la  proportionnalité  varie  avec  la  distance  jénilbale  i"  du 
centre  du  disqpue;  il  a ses  plus  grandes  valeurs  près  de  l'horizon,  où, ( par 
suite,  la  supposition  de  simple  proportionnalité  du  rapport  doit  être  plus 
restreinte  ; mais  il  décroît  rapidement  & mesure  qtie  la  distancé  zénithale 
diminue,  ce  qui  permet  alors  de  lui  continuer  plus  longtemps  la  môme  valeur. 
Je  démontrerai  toutA  l'heure  «es  résultats  pa^la  théorie;  pour  le  moment, 
je  les  prends  cbmmo  un  fait  que  Poo  peut  copsta  1er  sur  la  Table  ndmériquo 
même  , puisque  les  ^valuations  des  réfractions  pour  l$6  distances  zénithales 
diverses  y sont  espacées  conforraémenf  à cos  considérations.  Alors,  si  nous 
substituons  les  nouvelles  expressions*  de  t” — s'etde  r r'  en  D'  s]n  /,  dans 

notre  formule  restreinte,  puisqu'on  y rassemble,  dans  le  premier  membre, 
tous  les  termes  qui  ont  pour  factéur  D'VJelle  deviendra  ^ t 

D”  |i  -/')  (•-/'}  -«]sinV)  = D' 

• • «à 

29.  Dans  les  applications  pratiques  auxquelles  cette  formulç  estdestinée, 

on  a soin  de  n'observer  les  disqueà  des  detix  astres  que  Iq^sque  la  hauteur 
apparente  de  leur  centre  est  au  moins  de  io°;  alors  on  admet  qu’à  cette 
limite  les  facteurs  y',  y"  ont  tous  deux  atteint  leur  valeur  finale  commune 
m sin  a , ce  qui  est  dé^à  à peu  près  vrai  et  ne  peut  avoir  aucune  inUgpnce  ap- 
préciable sur  des  arcs  aussi  pen  étendus  que  D et  D',  comme  on  peut1’  aU6* 
ment  le  constater.  On  admet,  en  outre,  que  le  rapport  de  proportionnalité  c 
est  devenu  alors  une  fraction  assez  petite  pour  qu'on  puisse  néglîger'son 
carré  comparativement  à sa  première  puissance  , ce  qui  est  encore  sensible 
ment  vrai  , puisque  qptre  Table  de  réfraction  montrp  qu’entre  7q°  et  8o°  do 
distance  zénrfhafe,  il  est  déjà  rétfyiit  à Alors,  à plus  forte  raison,  - on 
néglige  pareillement  le  produit  de  c par  la  quantité  bien  plus  petite  m sin  a, 
et  aussi  le  carré  de  celte  dernière., La  formule,  restreinte  par  ces  limita- 
tions, devient  donc  > V * 


fia 

V 


• 


(4)  • D'*[i -4-*a  (c  ~ m sin  a)  sin*/]  = D*  (i  — 2«rsirt%*); 

^le  là,  dans  les  mômes  limitos  d'qpproximation^  on  déduit  * 

9 * ê»  **  * **’  « 

U”  = D’ = d*  (c »in*  i -l- m s»\  «**<)], 

I -+-  a (c  — m sm  »}  sin’i  *■  •'  -*♦ 

* * n*' 

«H,  prenant  U racine  carrée  de*  dcujt  membres*.  Utnjours  dan»  les  jpêmes 
limites , il  vient  Atiin  * %*  - ■*. 

» - >11 


*)j'  = I'[t  — i - «nlt«  c«'iù],  i- 
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C'est  par  celle  formula  réduite  que  Delarabre  a calculé  In  Table  des  demi - 
diamètres  obliques  de  la  Inné  et  du  soleil  qu'ira  insérée  à la  fin  des  Tables 
de  la  lune  de  Bürg,  publiées  par  le  Bureau  des  I ongiludes.  Seulement  il  n'y 
a pas  compris  Je  facteur  m sin  y.  cos*i,  ayant  pris,  au  lieu  de  D,  le  demî- 
diamèlrc  apparat  horizontal*  déjà  acc  ourci  par  le  Tuteur  i — msirîa.  En 
outrt* , il  a calculé  s®  Table  pourra  tempernlure  de  rp°,  ce  qui  réduit  m ain  y 
à Ojüboa^n^Ô!,  et  routent  à fai%?  ntx  égal  à tyvtra. 

30.  Sous  laponne  réduite  (4),  el  même  sous  la  forme  plus  générale  (2)  qui 
s'applique  a toutes  les  distances  zénithales , on  peut  reconnaître  que  la  figure 
apparie  du  disqua  représentée  fi*.  6 est  une  ellipse  dont  le  grand  aie  est 
horizontal.  En  effet,  prenons  un  moment  cette  ligure  comme  type  d'une  el- 
lipse dont  le  grand  axe  soit  la  y le  petit  26,  et  rapportons  les  points  de  son 
contour  à un  système  dt»  codVdonnéos  rectangulaires  r,  y,  respectivement 
parallèles  à ces  axes.  Sou  équation  scrà  * # 

* - V - * • 


a*  y * 


•V 


HepréficrTtons  pur  c le#rapport  de  l'excentricité  au  dcjki-  grand  axe  , «c  qui 
donnera  $ 9 * • 

• * r'-a'-1 

1 •.  v 

on  chassant  tt  par  celle  expression,  l'équation  détiendra 

r’-f-  = o*  (1  -<•’). 

V . * 

Prenons  maintenant  pour  nou\ elles  coordonnées  le  rayon  vecteur  I)'  ntcue 
«liicéntre,  et  Puitglc  1 qu'il' forme  avec  Paie  an  ; cela  donnera 

. w • • 

».  * r~D'  sin  i,  r=D'coS|i  . 

• • • 

et,  on  .chassant  x,  y par  ces  valeurs,  l'équation  entre  13'  et  i prendra  celte 
forme  ^ 

D'*(r—  c*  cos*  i)  = a*  ,i  ~e*) , * • t 

;*  v : + . v . 

qucTon  peut  encore  changer  en  * 4 ^ 

, D"  [.  + 

Tour  qqc  cette  ^quation  représente  réellement  «ne  ellipse  bu  Taxe  « sur- 
passe l'axe  l , if  fauyévideniment  que  e*"y  soit  une  fraction  positive  moindt*» 
que  1 ; or^cela  a* précisément  lieu  dans  notic  équation  (4)  et  dp  ns  Inéquation  • 
plus  général  0k~(3)  dont  eHe  dérive.  Cartes  facteurs  f\j*  pouvant  êtresup- 
po6és,  djfoiB  éfltle  dernièrt»,  avoir  leur  valeur  limité  commune  m sin  a,  elle 
devient 


• * 


*vr  1 


•t(« 


*—  dftin  «''*  — 1]  sins  dl  =.  D*  (1  J*  n§  sin  a)’. 


• » • « • 

que  I<?  muU^plicjtn#l“  dc^irri  \Toil  positif,  comme  düns  une  ellipse  ^ I 
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faut  ot  il  aulHtlgue  le  rapport  variable  de  propdrtio/flhalitéc,  qui  est  positif 
surpasse  toujours Yn  sin  «.  Cela  est,  en  effet,  niusi.à  .tAites  les  distances  ie- 

thales,  d’iprèslA  valgursqoe  notre  Table  assigne  aux  réfractions  qui  leuaÿ 

correspondent.  Mais  on  peut  encore  le  constater  pla»  sûrement  par  l’expres- 
sion théorique  , , 

• ,t  * ' * r = «(mtangiy  nttjng**}.  « • 

En  effet  ,-lor^u'oh  rapplique  surcessivement  aux  deux  dislances  zénithales 
C,  t",  elle  donne,  paj  différence, 

/*—  r'—  « (m  (lang t"  — tttng  i')  — n (l*ng*«*  — tang’*')]  ; ' 

et,  en  faisant  sortir  le  facteur  tang  s*  — tang  jui  est  commun  aux  deux 
termes  compris  soqs  la  parenthfae,  on  peut  lui  donner  cette  forme 


sin  (s" — *’) 


cos  x cos  t 


) [>  — £ («“«*  *"  ■+■  tanga"  tanga' -t-  tang* a' )1. 

I J 


J'our  adapter  celte  valeur  de  r”  — r ' à notre  équation  restreinte  (3),  U faut 
y supposer  de  môme  la  différence  r*— fs' des  distanc/s  zénithales  assez  pe- 
tite pour  qu’on  puisse  la  déduire  de  soi*"feinife  par  supplé  proportionnalité 
en  sorte  qu’on  puisse  remplacer  sin  (r"  — r')^>ar  (s* — s')  sin  \*.  Alors  en 
appliquant  le  facteur  sin  i*  à l’arc*»  ,#on  pourra  , parla  même  raison^  rem- 
placer le  produit  a sim"  par  sin  «.  Quant  au  facteur  compris  ejnre  les  pa- 
renthèses, il  faudra,  pour  l’évaluer  dans  les  ifiêines  limilçs  d'approximation, 
y négliger  loi  termes  de  Tordre  sinfc(s"--*î),  puisque  lcurtinultiplication  par 
le  facteur  extérieur  en  donnerait  dans  rn — r'qui  seraient  de  l’ordre  sin1  ( sn — z')f 
que  nous  supposons  négligeables.  Pabr  y introduire  cette  restriction,  faisons 

* z” -*-**=* fs, ~ — = 

cela  donnera  * * * # 

T = j+<?,  t'  =?s—  f. 

S 

Alors  , en  développant  tang  5",  tang  ainsi  que  leur»  carres  eMfcutt  pro- 
duits, il  faudra  se.  borner  aux  termes  qui  seront  de  Tordre  tango.  On  aura 
donc , dans  ces  limites , . * 

• A , Ung  q\ 

' tang  i -V  tang  0"  \ tang  s J 

lang  z*  — ^ = tang  s — - — 

— lang  j tang  0 ^ 1 — tang  tang  s 


. t 


— tang 


[l>(ung.  + (-J-)  tango’ J = tang, 


sin  4 cos  i 

i, 

.» 


cl  par  suite,  en  négligeant  toujours  le  carré  de  tango  , 

*lang*  sn  = tang*  s ( 1 V 

\ *"'4  cos  s J f 

lt  do  là  ^ tang  r',  on  n’aura  qu'à  intervertir  le  signe 
analogie , * 

tang  x'=  tang  j (\ — V puis  tang*V  — tarrg*4  1 1 V 

\ sin  s cos  5/  w \ sin  s cos  s/ 


Tour  passer 
aura,  par  analogie’ 


de  0 . et  Ton 
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alors  tang  i disparaîtra  dan»  la  sommo  des  carres  des  tangentes  , par  oppo- 
sition de  signe,  et  ilolispataltra  aussi  de  leur  produit,  comme  n'y  donnant 
^qu’un  terme  Je  l'ordre  tang’  J.  En  réunissant  les  resullats*djces  operations, 
et  rétablissant  pour  < sa.valeur  on  aura  lioalcment 

* - **  • .. 

tan^**'-*-  tdng  z " lungjt-H  tang*r'  = 3lang|  £ J? + **)'•+ 

les  limitations  do  r * — r * étant  ainsi  effectuées , on-obtiendra  • 

» 9 

, r*—r'  ni  s in  y f 3 n-  , . • , 1 

— ; = t,-.  , I I — — tang1?  ,t  -t-z  ) I* 

z — z cos.;  cos  z [ ym  J * 

• 1 ' y » * *• 

Le  second  membre  de  celte  expression  représente  le  facteur  de  proportion - 
S nalité  que  nous  avons^designe  par  c.  11  se  compose  ici  «te  deux  facteurs.  Dans 

• a 3rt 

J celui  qui  est  compris  entre  les  parenthèses,  le  coefficient  numérique  — a pour 

valeur  o,oirJ3aoi7,  Le  carrédoja  tangente  de  la  distance  moyenne,  déjà 
considérablement  affaibli  par  ce  coeflicicnt,  ira  aussi  en  s'affaiblissant  par  lui- 
même  à mesure  que  l'astre  se  rapprochera  du  zçnith;  et,  à cette  dernière  limite 
il  s'anéantira  matliciuatiqucmoht,  *j»rês  être  devenu  depuis  longtemps  insen- 
sible. Dans  le  facteur  cxtérieuià  la  parenthèse,  au  contraire,  le  numérateur 
constaut  m sin  a selrouvera  toujours  agrandi  par  son  dénominateur,  puisque 
les  cos  in  uf  des  deux  distances  zénithales  dont  le  produit  se  compose  seront 
des  fractions  qîoindres  que  i. Minai,  parla  disproportion  de  ces  deux  effets 
contraires,  le  second  membre,  qui  représente  notre  coefficient  q,  surpassera 
généralement  msin  a,  en  convergeant  vers  ccttp  dernière  valeur,  qu'il  attein- 
dra au  zénith  mémo.  Appliquant  donc  ceci  aux  conditions  de  forme  établies 
plus  haut  pour  notre  équation  (2),  on  voit  que  le  coefficient  de  sin*i  y sera 
généralement  positif  et  moindre  que  1,  puisqife  r surpassera  toujours  m sin  a 
par  une  différence  très -petite;  et  if  deviendra,  nul  au  zénith,  où  r se  trouvera 
finalement  égal  à m sin  «.  Ainsi  “de  disque  réfracté  de  l'astre  présentera 
toujours  Hl  figure  d’ùne  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  horizontal  sera 
D(i  — rasin  a); et  sSta  excentricité,*  toujours  très-petite,  deviendra  nulle  au 
zénith,  do  sorte  qu’il  se  réduira  alors  à un  cercle,  comme  il  était  facile  de 
lo  prévoir,  puisque  la  réfraction  qui  le  déforme  s'y  évanouit.  Mais  il  paraîtra 
1 circulaire  pour  les  yeux,  et  même  pour  les  observations  les  plus  précises, 
quand  il  6cra  eridbre  bien  moins  élevé  que  cette  limite,  à cause  de  la  dimi- 
nution rapide  d£' son  excentricité  par  l'affaiblissement  de^refractions  , à 
mesure  qu'il  se  rapproc|ier.rïde  ce  point*»  à # 

% * . t 
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Des  pôles  et  ^le  l'équateur  de  ta  terre..  Définition  des 
méridiens  et  des  parallèles  terrestres.  Aspects  divers 
de  la  sphère  céleste  sur  les  horizons  des  différents 
jays.  , , 

* > , • A 

51 . Les  principaux  cercles  de  la  sphère  céleste  étant  définis , 
.pomme  nous  venons  de  le  dire,  et  leurs  positions  respectives  étant 
aussi  déterminées,  l'aspect  sous  lequel  ils  se  présentent  aux  obser- 
vateurs dépend  de  l'inclinaison  des  horizons  des  differents  pays, 
et  par  conséquent  de  leur  dfrdctionalans  l'espace,  laquelle  dépend 
à son  tour  de  la  courbure  de  la  surface  terrestre.  Sous  ce  rapj>ort, 
la  situation  variable,  de  la  splrèro  céleste  est  importante  à consi- 
dérer. • ' ■ . 

• ».  * | ^ 

^52.  D’après  les  analogies  que  j’ai  rassemblées  dans  le  Jouir  I, 
page  “36,  le  mouvement  diurne  du  ciel , d’orient  en  occident,’  ne 
serait  qu’une  apparence,  produite  par  la  révolution  de  la  terre  sur 
elle-même  en  sens  contraire.  Ce  résultat  , .qui  se  présente  déjà 
commt  infiniment  vraisemblable,  s’era  confirmé  ullérieufemept  par 
june  succession  de  preuves  qui  en  compléteront  la  certitude.  Alors, 
ce  que  nous  avons  appelé  l'axe  de  rotatiofl  de  la  sphère  céleste,  est 
réellement  l’aXe  idéal  et  géométrique  autour. duquel  la  terre  tourne  \ 
en  ur»  jour  sidéral.  Traçons  i parla  pensée,  sa  directiondansl’in- 
térieur  de  la  masse- terrestre , et  prolongeons- le  indéfiniment  au 
dehors.  Les  points  ctii  il  percera  la  surface  extérieure  seront  les 
pôles  terrestres,  correspondants  aux  pôles  célestes  placés  à une  dis- 
tance infinie  sur  son  prolongement.  * >« 

Toutes  les  observations  astronomiques  s’accordent , jusqu'à  pré- 
sent, a prouver  que  la  position  de  cet  axe,  dans  l’intérieur  de  la 
terre,  est  invafiable;  qu'il  perce  constamment  sa  surface  dans  les 
même»  points , et  que  la  vitesse  de  la  rotation  est  uniforme  et  con- 
stante. Si  la  terre  était  complètement  solide , il  résulterait  de  ces 
phénomènes  que  l’axe  autour  duquel  elle  tourne  est  un  des  trois 
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axes  principaux  passaqi  par  sou  cent  K-  de  gravité  , autour  duquel 
le  moment  d’inertie  est  ut^tnammum  ou  un  minimum.  Mais  la 

^ W C 

i rigueur  de  Mie  déduction  est  modifiée  par  l’existence  des  mervaui 

recouvrent  en  partie  le  noyau  solide  de  la  terre.  En  admettant  , 
comme  c’est  le  fait ,'  que  cette  portion  fluide  et  superficielle  est  très- 
petite  comparativement  à la  masse  totale,  Laplace  a démontré 
que  la  rotation  s’opère  autour  djun  axe  passant  très-près  du  centre 
dé  gravée  commun  , et  que  l’on  peut  encore  appeler  principal  „ 
parce  que  la  rotation  est  stable  autour' de  lui.  Alors,  non-seule- 
ment la  présence  des  mers  n’altère  pas  cette  Stabilité , mais  , par 
la  mobilité  résultante  de  leur  état  fluide,  et  par  les  résistances  que 
leurs  oscillations  éprouvent,  elles  ramèneraient  oif  tendraient  à 
ramener  laSbrreù  uh  état  permanent  d équilibre,  si  des  causes  per- 
turbatrices quelconques  venaient  à l'en  ecarter  (*). 

55.  Dans  le  chapitré'Il  du  ton^e  I , j’ai  rassemblé  les  phéno- 
mènes les  plus  apparents  qui  nous  montrent  que  la  terre,  de  même 
que  le  sôleil,  la  luneet  les  planètes,  est  un  corps  arrondi  de  forme 
à peu  près  sphérique.  Coin  Aie  première  approximation  , sqppo- 
snns-la  une  sphère  exacte’,  et , pour  compléter  la  simplification  , 
admettons  encore  que  l’axe  autour  duquel  elle  tourfie  passe  exac- 
tement par  son  centre  de  ligure Plaçons  alors  un  observateur  à ce 
centre  même  y et'décrivons  la  sphère  eélestc  concentriquement  au-, 
tour  de  lui  : il  verra  tous  les  points  dê  la  terre  projetés  sur  cette 
sphère^  chacun  suivantsa  verticale,  et  les  divisions  géométriques 
"que  nous  venons  de  tracer  dans  le  ciel  auront  toutes  leurs  analo- 
gues Sur  la  surface  terrestre.  Comiflençons  par  les  y rapporter 
dans  cette  hypothèse  simple , qui  sert  à presque  tous  les  énoncés 
usuels.  0 I 

D’abord  l’axe  de  rotation  commun  de  la  terre  et  de  la  sphère  ce- 
leste  perce  la  surface  terrestre  en  deux  points  diamétralement  op- 
posés, où  les  verticales  coïncident’avec  sa  direction.  Tous  les  plans 
menés  par  le  centre  de  cette  sphère  vont  couper  la  surface  ter- 
restre suivant  de  grands  cercles  auxquels  on  peut  donner  des 


*)  Voyez  lu  Mécanique  céleste,  livre  XI,  cl  VEiposilion  du  Système  du 
monde,  chflp.  VIII.  , 
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noms  homologues,!  ceux  ijui  Icuranrcspondciit  dans  le  ciel.  Ainsi  • 
le  plan  «le  l'équateur,  céleste  meny  perjæntliculairemcnl  à l’nxe 
«le  rotation  y trace  un  rercîc  qui  s’appelle  l 'équateur  terrestre. 
I.cs  plans  horaires  célestes  menés  par  ce  mèmè  axe  y tracent  d’au- 
tres cercles  qu’on  appelle  les  mcmdiens  terrestres,  ou  simplement-* 
les  méridiens.  Ils  se  coupent  tous  aux  pôles,  puisqu’ils  contiennent 
l’axe  «le  rotation.  Dans  cet  énoncé,  on  les  considère,  comme  de 
simples  lignes,  abstraction  faite  du  plan  qüi  les  contient. 

La  terre  est  si  petite  , que  deux  plans  qui  la  toucheraient  à ses 
«leux  pôles,  et  qui  seraient  perpendiculaires  à l’axp  de  rotation,  pas- 
seraient par  les  mi’mfs  étoiles,  et  iraient  rencontrer  la  sphère  cé- 
leste dans  son  équateur  même  ; ou  du  moins  l’arc  qu’ils  intercep- 
teraient sur  cette  sphère,  étant  vn  «le  la’terre,  répondrait  à un  angle 
si  petit  qu’il  serait  inappréciable.  Les  plans  des  parallèles  célêstesqui 
interceptent  de  grands  arcs  surla  sphère  Céleste  départ  et  d'autre  «le 
i'équatçur,  ne  coupent  donc  point  la  surface  de  la  terre  , ils  passent 
infiniment  au  dehors.  Mais,  si  l’on  imagine  des  cônes  qui  aierft  leur 
sommet  au  centre  de  la  terré,  et  pour  base  les  differents  parallèles 
celestes,  ces  cônes  Couperont  la  surface  de  la  terre , supposée  sphé- 
rique, suivant  des  cercles  dont  le  plan  sera  parallèle  à celui  de 
l'éqtialcnr,  et  que  l’on  nomme  pour  celle  raison  des  parallèle!!  ter- 
restres'; expression , toutefois,  qui  les  désigne  spécialement  comme 
lignes,  abstraction  faite  du  plan  «pii  contient  chacun  d’eux. 

Les  mêmes  correspondances  et  les  mêmes  énoncés  s’appliqueront 
encore  si  la  terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  engendré  sur  Taxe 
même  autour  duquel  la  rotation  s’opère.  Seulement  les  rayqn.s 
mcn<-s  du  centre  aux  divers  points  «le  fa  surfai  ne 'coïncideront 
plus  avec  les  verticales  de  ces  points,  excepté  sur  le  contour  do 
lVqunteuret  aux  deux  pôles;  en  outre,  les  intersections  de  la  sur- 
face par  les  plans  horaires,  ou  les  méridiens,  ne’ seront  plus  des 
cercles.  Leur  configuration  sera  identique  avec  l’ellipse  gém-ra- 
trice. 

54.  Étendons  enfin  ces  conceptions  au  cas  général  ou  la  terre  , 
ayant  une  forme  jjphéroîdale  quelconque,  tourne  autour  d’un  axe 
fixe  passant  dans  l’intérieur  do  sa  masse  à une  distance  quelconque 
de  son  centre  «le  gravité.  Les  pointsojany«]csqucls  cet  axe  pcrcc’Ia 
r.  ut.  Jf  3 
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surface  seront  entqj'e  proprenjqpt  ses  //tys^jj/n  fu/ties,  mais  ils  ne 
présenlecont>j)l,nsJj;éaériUeiiicnt  Ja  propriété  (pie  la  verticale  y coïn- 
cide avec  l'aNç  de  rotation.  Alors,  ^ l’on  chevelu?  sur  la  surface 
les  points  où  la  verticale  se  troipre  pajraflèle  à cét  axç,  ou  pourra 
li  s appeler,  par  analogie,  les  /tôles  astro/u>mii/ues  ,le  7a  terre.  De 
nicme,  si,  par  le  milieu  de  l’axe,  on  mène  un  plan  qui  lui  .soit 
perpendiculaire  , leqqelqpupera  la  spju-re  céleste  Suivant  le  grand 
cercle  de  l’équateur,  il  conviendra  d’appeler  êquatetir  terrestre,-  la 
suite  des  p ùuls  de  la  surface  dont  Ica  verticales  sont  parallèles  à ce 
plein.  Eu  effet , il  pourra  bien  arriver  que  les  pieds  de  ces  verticales 
ncfprjneet  pas  une'tqurbe  plane , auquel, cas  l’équateur  terrestre, 
ainsi  défini , sera  ce  qu’on  appelle  une  ligne  h double  courbure  ; 
rtÜais  il  s'accordera  avec  les  définitions  précédentes  par  cette,  con- 
dition, qu’en  verni  de  la  petitesse  de  la  terre  corn  parati  veinent  aux 
dimensions  infinies  de  la  sphère  céleste,  les  sommets  de  toutes  ces 
verticales  iront  pareillenujpt  y aboutir  sur  le  même  grand  cercle 
équatorial.  . , pour  généraliser  fidc^les  méridiens  terrestres, 
en  uq  point  .quelconque  de  la  terre,  concqjon»  une  droite  parallèle 
à l’aXe  de  rotation  Je  plan  conduit  par  cette  droite  et  par  la  verti- 
■tàltnsera  le  méridien  du  lieu  jonsidéré.  Menons  par  L’axe  même  un 
plan  qui  lui  spil  parallèle;  étant  prolonge  A Vinfini,  il  tracera  sur 
la  sjfhère  releste  un  grand  ccrch*  méridien  sur  lequel  la  verticale  , 
pareillement  prolongée , ira  aboutir.  Tous  les  autres  points  de  la 
surface  terrestre,  dont  les  verticales  propres  seront  parallèles  à ce 
plan-là  , auront  le  mente  méridien  céleste  ; et  leur 


acridiens  pro- 
pres serqçt  tra^rsésiparjjes  mêmes  étoiles  aux  mémos  instants  phy- 
siques. T,a  suite  de  ces  points  sur  la  surface  jcoqrra  cîonc^étrr  légi- 
timement appelée  ^n%ierulien  terreitr,-  dans  Implication  la  plus 
gAiérale  de  cette  expression,  quelle  que  soit  la  configuration  <le  la 
courbe  qui  les  puit., 

Slf.  Enfin, en  suivant  toujours  les  mêmes  analogies,  les partiUèlcs 
terrestres  seront  formes,  en  général,  par  les jioints  dont  les  verticales 
iront  rencontrer  la  sphère  célest^sur  un  même  parallèle,  lie  cfctje 
manière,  tous  les  points  d’nn  meme  parallèle  terrestre  verront  les 
njcmes étoiles  à leur  zénith;  mais  la  suite  de  rejoints suy  la  terre 
pourra  bien  ne  pas  former  un  cercle,  ni  même  une  rourbe  plane. 
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5G.  Si  l’ou  applique  les  définitions  précédentes  aux  deux  cas 
particuliers  que  nous  avons  considérés  d’abord , elles  reproduisent 
évidemment  toutes  les  propriétés  que  nous  y avons  reconnûtes.  On 
aurait  donc  pu  se  bornei'  à les  énoncer  comme  caractères  généraux; 
mais  alors  on  n’aurailpas  vu  aussi  clairement  le  but  dé  cette'gcné- 
ralisation  et  sa  convenance;  de  plus,  on  c’aurait  pas  embrassé  le 
système  des  couvbes  formées  par  les  méridiens  eHcS parallèles  ter- 
restres avec  autant  de  facilité  qu’en  le  considérant  d’abord  dans  les 
cas  simples  où  ces  litjocs  sont  planes.  Or,  ce  sont  précisément  ceuS- 
là  qui  se  trouvent  réalisés  sur  la  surface  terrestre  quand  on  fait  abs- 
traction de  Ses  régularités  locales,  comme  nous  aurons  l'occasion 
de  le  reconnaître  dans  le  chapitre  suivant. 

57.  Pour  ne  pas  anticiper  sur  ce  résultat,  employons  les  onon-- 
cé s que  nous  venons., d établir;  en  leur  laissant  toute  leur  généralité. 
Nous  pouvons  d’abord  çlasser  1rs  divers  parallèles  terrestres  et  les 
distinguer  les  uns  des  autrés,  d’après  la  déclinaison  du  parallèle  cé- 
leste auquel  ils  répondent;  ou,  ce  qui  revient  au  mente,  d’après 
l’angle  quc.leur  verticale  "(ait  avec  le  plan  du  l’équateur  célftte. 
Cet  anglq  se  nomme  la  latitude  géographique  du  parMlè/e,  comme 
nous l’a\otis. déjà  dit.  , a 

Dans  la  fi  g.  7,  7.0  est  la  verticale  menée  au  point  O sur  le  pa- 
rallèle terrestre OO'.  De  ce  même  point,  on  mène  OP  parallèle  à 
l’axede  rotation  PP';  alors  le  plan  POZ  est  leméridien  local  oui  coupe 
riidri/ontal.suif.ud  la  ligne  méridienne  HOfr,  pcrpendittùlnive àOZ. 
Soient  KQK'  le  plan  de  l’équateur  relesîc , et  OE  une  droite* rflenéc 
dans  le  méridien  POZ,  parallèlement  à cet  équateur.  L’angle  ZOE, 
ou  son  égal  ZVE  , est  la  latitude  géographique  du  point  C^,  Si  la 
terre  est  sphérique,  la  verticale  ZO  passe  pat*  son  centre,  cartoutes 
les  verticales  cdficourent  en* ce  point;  nuis  ce  roncours  est  parti- 
culier à la  forme  sphérique.  Quelle  que  soit  la  figure  de.'la  terre,  la 
latitude  eit  nulle ^1  l’équateur,  parce  que1  la  verticale  se  trouve 
dans  le  plan  de  1 équateur  céleste , si  la  terre  est  s^hériqtic , ou 
parallèle  au  ph«i  de  cet  équateur,  dans  le  cas^cnéral.  Aux  pôles 
terrestres  definis  astronomiquement,  la  latitude  est  égale  à 90", 
paire  qu’alors  la  vertical*  locale  C.P  est  parallèle  à l’axe  «le  rota- 
tion, et  par  conséquent  perpendiculaire  ;t  l'équateur.  La  latitude 
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varie  entre -ces  limites  depuis  o°  jusqu'à  90".  Pour  appliquer  ces 
conceptions  dans  la  généralité  que  nous  leur  attribuons  en  ce 
moment  , il  faut  faire  abstraction  de  la  régularité  de  forme  avec 
laquelle  la  masse  terrestre  est  représentée  dans  7,  qui  nous 

serf  de  tvpc.  On  ne  doit  y considérer  en  chaque  point  O que  la 
verticale  locale  ZO , l’horizontale  HOH'  et 'les  droites  OE,  OP, 
contenues  av*t“c  -elles  dans  le  méridien  de  ce  point;  la  première 
parallèle  au  plan  de  l'équateur  céleste,  la  seconde  parallèle  à l’axe 
Ærtiligne  qui  passe  par  les  pôles  du  ciel,  soit  que  les  points  P,  P' 
de, la  surface  où  les  normales  deviennent  parallèles  à cet  axe  se  trou- 
vent ou  ne  se  trouvent  pas  diamétralement  opposes  autour  de  son 
redire  de  figure. 

5b.  En  considérant  toujours  là  fig.  7 dans  sa  généralité  de  con- 
ception idéale,  l’angle  POU  s’appelle  la  hauteur  du  pèle  sur  l'ho- 
rizon. Or,  les  angles  EOP,  ZOH  sont  égaux,  puisque  tous  deux 
sont  droits.  Retranchant  la  partie  commune  ZOP,  il  reste  KOZ 
égal  à POH  ; c’est-à-dire  quY/t  général , la  latitude  géographique 
d'rtn  lieu  est  égalé  à la  liait  teurdu  pèle  sur  l'horizon. 

Par  exemple,  d’après  les  observations  de  Mérhain  que  j’ai  rap- 
portées dans  le  tome  II , page  387 , la  distance  du  pôle  boréal  au 
zénith,  à l’Observatoire  de  Paris,  est  [\  iric)'46",7.  La  latitude  géo- 
graphique de  cet  Observatoire  est  donc  le  complément  de  ce  nombre 
ou  j8“5o'  i3'',3,'et  c’est  aussi  la  hauteur  angulaire  du  pôle  boréal 
sur  son  horizon. 

I.h  latitude  est  boréale  pour  les  pays  situés  au  nord  de  l'équa- 
teur; elle  est  australe  pour  ceux  qui  sont  au  midi. 

59,  Le  pôle  boréal  de  la  terre  est  situé  dans  la  'nier  Glaciale, 
entre  la  Russie  septéHtrionalc  et  le  Groenland.  Le  pôle  austral , 
qui  lui  est  opposé,  est  place  au  delà  de  la  Nonvelle-Hollande  : ils 
sont  l’un  et  l’autre  environnés  de  glaces  qui  n’ont  pas  permis,  jus- 
qu’à présent,  aux  navigateurs  d’en  approcher. 

On  connaît  beaucoup  mieux  la  trace  de  l’équateur  terrestre  : il 
passe  à Pile  de  Saint-Thomas  dans  la  111er  d’F.thinpic,  traverse 
l’Ethiopie  elle-même  , qui  est  une  partie  de  l’Afrique  , passe  à 
Sumatra,  à Bornéo,  dans  la  Nouvelle-Guinée,  de  là  se  prolonge  à 
travers  la  111er  du  Sud,  jusqu'au  Pérou,  et  étant  rentré  de  nouveau 
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dans  l'océan  Atlantique,  il  vient  terminer,  aux  rivages  de  l'Afrique, 
le  contour  entiéV  de  la  terre.  i>  ; 

AO.  L’axe  de  la  terre,,  qui  est  aussi celui  du  mouvement  diurne, 
étant  diversement  incliné  sur  les  horizons  des  différents  pays,  il  en 
résulte,  dans  la  marche  générale  des  étoiles,  des  différences  d’as- 
pect remarquables  qui , d’après  ce  qui  précède,  peuvent  se  prévoir 
et  se  décrire  avec  une  extrême  facilité. 

À l’équateur,  par  exemple,  on  se  trouve  placé  vertica^pment 
sous  la  direction  du  mouvement  diurne.  Un  observateur,  tourné 
vers  l’orient,  ayant  le  sud  à sa  droite  et  le  nord  à sa  gauche , voit  les 
étoiles  situées  vis-à-vis  de  lui  s’élever  verticalement  dans  le  ciel  ; 
elles  passent  à son  zénith  et  se  couchent  directement  derrière  lui  : 
l’arc  qu’elles  décrivent  se  trouve  tout  entier  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à l’horizon;  ce  plan  est  celui  de  l’équateur. 

Les  étoiles  situées  à droite  et  à gauche  suivent  une  marche  pa- 
rallèle aux  précédentes  : elles  décrivent  donc  Suss^des  cercles  de  la* 
sphère  céleste  ; mais  ce  sont  des  petits  cercles,  parce  que  les  plans 
qui  les  contiennent  ne  passent  pas  par  le  centre  de  la  sphère.  La 
grandeur  de  ces , cercles  diminue  à mesure  qu’ils  s’écartent  de 
l’équateur;  les  étoiles  qui  s’y  trouvent  décrivent  donc  des  cercles 
plus  petits  et  moins  élevés  sur  l’horizon;  enfiu,  vers  le  sud  et  vers 
le  notai , on  découvre  des  étoiles  qui  décrivent  des  arcs  si  petits , 
que  leur  mouvement  est  à peine  sensible;  de  sorte  que  les  points 
du  ciel  où  elles  se  trouvent  paraissent  immobiles  dans  le  mouve- 
ment général  ; ce  sont  les  pôles  célestes. 

41.  Voilà  les  apparences  que  présente  le  mouvement  du  ciel 
pour  un  observateur  situé  [terpendiculairement  sous  sa  direction. 
Mais  en  revenant  dans  notre  pays,  les  apparences  ne  sonLplus  les 
mêmes,  et  cela  doit  être;  car,  en  changeant  de  üctt  sur  la  terre, 
la  direction  de  l’horizon  change,  et  l’on  a successivement  au  zénith 
differents  points  du  ciel.  Sqtts  l’équateur,  l’observateur  voit  les 
deux  pôles  ; il  cessera  de  les, soir  tous  deux  s’il  avance  vers 
le  nord  ou  vers  le  sildVS'il  marche  vers  le  nord,  son  zénith  se 
rapproche  du  pôle  boréal , et  s'éloigne  du  pûlè  austral  ; celui-ci 
s’enfonce  donc  sous  l'horizon:  il  est  caché  par  la  convexité  «le  la 
terre.  Ku  marchant  toujours  vers  le  nord,  h s études  «pii  entourent 
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le  feule  austral  s'abaissent  de  plus,  en  plus , cl  dcvienueul  invisi- 
bles} l’autre  pôTe*,  au  contraire,  s'élève  sur  l'horizon  de  la  même 
quantité,  et  les  étoiles  qui  l’entourent  sc  dégagent  de  plus  en  plus  ; 
enfin,  les  cercles  que  décrivent  quelques-unesd’enlre  elles  s’élè- 
vent entièrement  au-dessus  de  I’hori/.on  ; alors  ces  «jtrtiles  ne  se 
couchent  pins,  et,  sansda  trop  grande  clarté  du  soleil,  elles  res- 
teraient constamment  visibles.  On  observe  les  phénomènes  cou- 
traircs  en  s'avançant  vers  le  sud. 

■49.  Cep  différences  d’aspect  *>nt  fart  imaginer  aux  géographes 
des  dénominations  pour  designer  les  divers  pays,  d’après  la  posi- 
tion de  la  sphère  céleste  relativement  à leur  horizon;  ils  disent 
qu’un  pays  a la  sphère  droite , aù/h/ue  ou  parallèle,  selon  que 
WéquaU-ur  qélesle  y est  perpendiculaire,  oblique  otf  parallèle  au 
plan  de  l’horizon:  le  premier  cas  a lieu  sur  l’equateur  terrestre,  le 
dériver  au  pÿlc,  le  troisième  par  tout  le  reste.de  la  terre. 

45.  J .a  liautcur  du  pôle  reste  toujours  la  ménic  au-dessus  de 
b horizon  de  chaque  lieu.  C'est  par  là  que  l’on  sait  que  l’axe  et 
l'uquatcur  de  la  terre  répondent  toujours  aux  mêmes  points f de 
sa  surface,  comme  je  l’ai  annonce  § 52;  mais  ils  répondent 
successivement  à divers  points  de  la  sphère  des  étoiles,  L’étoile 
qui  est  pkicée  à l’extremité  de  la  petite  Ourse,  et  que  nous. moui- 
llions l'eloile  polaire,  parce  qu’elle  es!  aujourd’hui  voisine  du  pple, 
en  était  fort  éloignée  du  temps  d’Hipparque,  c’est-à-dire  il  y a 
environ  deux  mille  années;  elle  s'en  .approche  encore  peu  à peu 
de  siècle  en  siècle,  et,  après  ayoir  atteint  une  certaine  limite  de 
proximité,  elle  s'en  éloigné  ta.-  Par  suite  de-  ce  changement,  les 
étoiles  situées  dans  l’équateur  céleste  se  déplacent  peu  à peu  toutes 
ensemldç,  et  d’autres  les  remplacent  dans  ce  plan.  Ce  mouve- 
ment progrcssiïifeL  un  de  ceux  quej'.lidcjà  indiqués  comme  altérant 
les  positions  fixes  ne  tous  les  astres)  où  l’appelle  la  pçecessia/t  : 
nous  en  dctçixnincrons,plus  loin  les^pis.  Cependant  la  haitfeiîr  du 
pffle,  sur  chaque  horizon (^este  coustantq^ou , du  mojnS,  on  Sa, 
jusqu’à  présent  j^tout  au  plus  soupçonne  quelque  petit  mouvement 
d’oscillation  périodique,  dont  l’existence  n'est  |ias  môme  certaine. 
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Détermination  exacte  de  In  figure  de  la  terre.  Mesure 
exacte  de  ses  dimensions  et  de  sa  grandeur., 

Section  I.  — Mensuration  immédiate  d 'une  porjiçn  locale 
de  sa  surface  corrigée  de  ses  inégalités  accidentelles. 

Dans  le  chapitre  II  du  Ionie  Irr  de  cet  ouvVagë  nous  ,avons  con- 
staté, par  des  remarques  très-simples^  la  forme  arrondie  de  la  terre, 
et  son  isolémetit  dans  l'égaré  * nous  avons  reconnu  aussi  que  la 
configuration  générale  de  sa  surface  s'écarte  peu  de  lu  courbure  des 
iners  qui  s’y  entremêlent  de  toutes  parts,  et  Qu’elle  différé  seulement 
de  leur  niveau  commun  par  des  élévations  on  des  déprécions 
locales,  de  dimensions  presque  insensibles ,’  comparativement  à 
cèlles  de  la  niasse  entière.  Maintenant  que  nous  avons  établi  d?s 
procédés  exacts ‘d'observation  et  de  mesures,  nous  allons  lés  em- 
ployer à transformer  en  déterminations  rigoureuses  ces  premiers  , 
aperçus.  * » 

\ft.  Pour  ptendre  une  idee  exacte  de  la  figure  de  la  terre,  il  OjfU* 
la  mesurer  successivement  dans  différents  sens.  Commençons  <Iqpo* 
|>ar  l'étudier  dans  le  sens  du  méridien  , puisque  çetKT  diftetipn  vif 
la  première  épurles  observatious  nofts  aient  l'ait  connaître.  • 

I.a  chose  serait  facile  si  les  méridiens  terrestres  étaient  des 
courbes  planes;  car  les  considérations  très- sim  pics  ijuenous  avoitj 
exposées  dans  le  tome  1 , page  aô  , nous  ont  appris.,  <tos  lorsque 
la  courbure  d’une  courbe  plane  est. toujours  indiquée  pnè  les  0 
angles  plus  ou  moins  aigus  que  forment  entre  ellïrs  les  perpendicu- 
laires menées  à ses  differente  jioiiits.' Popr  appliquer  ce  récitât  à 
la  terre;  irsnfïir.nt.donc  alors  de  ptendre^sur  un  même  rfujriJÎen , 
curviKgitp,  triais  plan,  plusieurs  points  espacés  à des ^is6nîces 
connues,  par  exemple  a égales  distances,  de  les  ramener  TOfpic- 
ment  ou  par  le  calcul  au'nîveaîi  des  mers  environnantes,'  et  de  dé- 
terminer le*  angle?  que*lcuja  vliTiçalflhfonaent  nitre  elles;  car 
les  verticales  sont  ici  les  perpendiculaires  à la  courbe  du  méridien. 
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Pâr  ec  moyen  du  remnnajtA  tout  de  suite  si  la  terré  est  exacte- 
ment sphérique , car,  dans  ce  cas  , ht  courbure  de  ses  méridiens 
doit  être  partout  la  même:  toutes  les  verticales  concourront  au 
centre,  et  quand  les  angles  formés  par  ces  verticales  seront  égaux, 
les  arcs  mesurés  sur  la  'surface  terrestre  devront  L’être  aussi  sur 
quelque  partie  du  méridien  qu’ils  soient  observés.  Voyez  fi  g.  8, 
où  C est  le  centre  de  la  terre , AA';  A'A"  des  arcs  égaiix  mesurés 
sur  sa  surface  dans  le  sens  du  méridien.  Kn  général,  dans  le  cas 
des  méridiens  circulaires,  les  angles  des  verticales  sont  propor- 
tionnels aux  arcs  compris  entre  elles. 

Au  contraire,  si  la  terre  n’est  pas  sphérique,  on  devra  s’eh  aper- 
cevoir ; car  là  où  elle  sera  plus  convexe , les  verticales  se  rencon- 
treront plutôt  dans  son  intérieur;  là  où  elle  sera  plus  aplatie, 
elles  se  rencontreront  plus  loin.  Aihsi , pour  mesurer  le  meme 
angle  entre  ces  verticales , il  faudra  faire  plus  de  chemin  dans  le 
second  cas  que  dans  le  premier.  Voyez  la  courbe  AA'  1SB',  fig. 
l’angle  C formé  par  les  verticales  AC,  A'C  est  égal  à l’angle  C’ 
formé  par  les  verticales  BC',B'C';  mais  la  courbe  étant  plus  convexe 
en  fi,  plus  aplatie  en  P,  l’arc  BB'  est  plus  grand  que  l’arc  .VA'. 

•4B.  Qùoiqno  nous  ne  sachions  pas , à priori , si  les  méridiens 
terrestres  sont  des  courbes  planes,  cependant,  comme  cette  sup- 
position est  la  plus  simple  possible,  il  est  naturel  de  l’essayer,  cl 
de  voir  si  les  observations  y sont  conformes.  Mais  je  puis  d’avance 
prévenir  qu’elle  approche  si  près  de  l’exactitude,  qu’il  n’a  pas 
encore  été  possible  de  mesurer  la  quantité  dont  elle  s’en  écarte, 
gu  même  de  s'assurer  d’une  manière  bien  certaine  qu’elle  s’en 
écarte  réellement.  De  plus , je  dois  avertir  encore  que  la  forme 
de  la  terre,  déduite  des  observations,  s’écarte  si  peu  de  la  forme 
sphérique , que  la  différence  n’est  pas  du  tout  sensible  sur  une 
petite  étendue  Superficielle,  même  dans  les  observations  les  plus 
exactes  ; en  sorte  que  pour  apercevoir  cctle  différence , il  faut 
comparer  entre  elles  des  observations  faites  sur  des  parties  très- 
eloignéos  d’un  même  méridien,  ou  sur  différents  méridiens,  à des 
latitudes  très-diHérrntes.  D’après  cela,  pour  trouver,  en  chaque 
lieu,  la  Valeur  d’un^degré  du  méridien  ,' c'esl'-à-dirc  la  longueur 
de  l’arc  terrestre  correspondant  à un  angle  de  i"  entre  les  verti- 
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cales  , il  n’est  pas  nécessaire  de  chercher  deux  points  doul  les 
verticales  fassent  juste  entre  elles  un  angle  de  i",  ce  qui  serait 
très-difficile  etpresqne  impraticable  ; mais  on  raisonnera  comme  si 
la  terre  était  sphérique  dans  une  petite  éfendue  autour  des  points 
observés,  ce  qui  permettra  d’y  supposer  les  arcs  du  méridien  pro- 
portionnels aux  angles  des  verticales.  Si  donc  l’angle  observé  entre 
les  verticales  est  V,  et  si  M est  la  longueur  de  l’arc  terrestre  coin- 

pris  entre  elles , on  fera  la  proportion  V.:  àf  ” et  la 

’ ,o.m  _ . » V 

quantité  — — exprimera  la  longueur  d’un  degré  terrestre  eucelieu 

de  la  terre,  telle  qu’on  l'aurait  mesurée  directement.  Je  la  désignerai 
désormais  par  la  lettre  IK"),  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  en  lui 
attribuant  des  valeurs  locales,  constantes  ou  variables,  selon  que 
l’expérience  l'indiquera.  Quand  Dt°>  sera  ainsi  connu  pour  un 
licuVlonné,  si  l’on  conçoit  une  surface  sphérique  ayant  une  cour- 
bure égale  à celle  qui  s’observe  sur  le  méridien  terrestre  en  ce  lieu- 
là  même,  le  contour  de  cette  sphère  sera  36o  son  demi- 

contour  180  D<°>;  et  si  l’on  divise  cette  dernière  longueur  par  le 
nombre  a,  rapport  de  la  demi-circonforence  au  rayon,  lequel  a 
pour  valeur  3, 1 4 ■ 5()?.6,  ou  à peu  près-f—pon  aura  la  longueur  K 

, . . i8o  DC?>  , 

du  rayou  de  cette  sphere  qui  sera  — ’•  Eu  supposant  la  terre 

GJ 

complètement  sphérique,  ce  serait  là  le  rayon  commun  à toute  sa 
surface.  Si  elle  n’est  pas  tout  à fait  sphérique,  ce  sera  le  rayou 
d’une  sphère  qui  suit  sensiblement  sa  courbure  dans  le  sens  du 
méridien,  sur  l’étendue  de  i°,  au  lien  où  l’arc  M a été  mesuré.  Si 
l’on  considère  cet  arc  commun  comme  contenant,  sur  le  Ùicridien 
réel,  deux  éléments  tangentiels  consecutifs,  infiniment  petits  com- 
parativement à ses  dimensions  totales,  la  sphère  ainsi  décrite  sera, 
dan^l’avception  géométrique , tangente  à la  surface  terrestre- au 
point  milieu  de  l’arc;  et,  de  plus,  elle  y sera  oscilla  triée  à cette  sur- 
face (tans  le' sens  du  nicndicm(* *)i  . <•  'V  . fj  ^ 

5*  **  jo»  ' ^ 

(*)  Comme  le  rapport  — è-tse  représentera  frcqnemiu^nlilanb  t{s  rruiufor- 

mations  que  nous  aurons  à clUclûcr,  il  sera  utile  tPélablirici  son  logarithme, 
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/,g.  I,4'  mesure  d’un  taré  du  méridien  exige  donc  doux  opera- 
tions distinctes.  l a première  est  pun.mentgéomélriqiu'  : c'est  le  trace 
continu  d’un  même méridien  terrestre  , et  la  mesure  de  la  courbe 
ainsi  .décrite  sur  la  surface  de  la  terre ramenée  à la  régularité  du  ^ 
niveau  des  mère;  la  seconde  est  astronomique  : Vesfla  nu-suée 
de  l’angle  compris  cuire  les'  verticales  menées  aux  lieux  extrémités 
de  l’rfre  mesure. 

Jeèommeiicerai  par  cette  dernière,  parce  que  le  procédé  quelle 
exige  peut  s’eqoncer  en  deux  mots  : Il  suffit  de  g/esurer  tes  dis- 
tantes du  iiieine  jyile  uu  tetlith  des  deux  stations  extrêmes  ■ lu  dif- 
férence da  ccs  distances  rs(  l'angle  que  les  verticales  cnni/riitfincnt. 

Car,  soient  04 > 07.’,  fig.  10,  deux  verticales  menées  aux 
points  O,  O'  du  méridien  00';  et,  considérant  d abord  la  terre 
comme  exactement 'splierique  , supposons  que  ces  verticales^  pro- 
longées vers  l’intérieur  de  sa  masse,  se  rencontrent  au  point  C,  qui 
sera  son  centre.  Mettons  les  rayons  visuels  OP,  O'P',  dirigés -vers 
un  même  pôle  celesle,  conscquemiuent  parallèles  entre  eux.^i! , par 
Je  point  O,  l’on  conçoit  une  droite  OC,  parallèle  à O'Z',  I angle  ÿOÇ 
sera  la  différence  des  distançesdu  pôleuu  zcnitbdansles  deux  sta-, 
tionB,  cl  il  sera  évidemment  égal  à l’angle  central  ZCZ'  que  les  ileux 
verticales  comprennent,  ce  qui. démontré  la  proposition  énoncée. 

\1.  Sous  supposons  qpc  les  deux  verticales  se  Rencontrent. 

Si  le  méridien  terrestre  est  une  courbe  plane,  cette, rencontre  aura 
lieu  nécessairement , quelque  éloignés  que  soient  lc^  points  exil  cinés 

rfe-  » ^ J* ~ . 


^ celui  du  rapport  inverso,  plu»  cxaclomcnl  qu  on  ne  pourrait  le»  obtenir 
a»«i  les  Tu  l|le»  babillreÜe*  : ce»  valeurs  «ont  1 j 

: - r • 

• » / F* 

* < -'«A*  5*  \ dfL. 


V 

i' 


En  outre,  poitr  abréijéi^lcs  ox’preisions al^cbriqucsdu  royoli  Si 
degré  en  fonction  <ffi  ravoo,  je  forai  désormais  - ^ , 
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cli*  l’arc^ubservc.  Si  le  méridien  n’est  point  une  courbe  plane,  celle 
double  courbure  sera  -insensible  , dans  une  étendue  de  quelques 
degrés,  comme  celle  qu’embrassent  ordinairement  les  observations 
faites  dans  un  même  pays.  Les  verticales  menées  aux  deux  extré- 
mité-s d’un  si  petit  arc,  si  elles  ne  se  rencontrent  pas  mathématique- 
ment, .auront  du  moins  leur  ligne  déplus  cuurtc  distance  très- 
petite,  puisqne  la  forme  generale  de  la  surface  terrestre  diffère 
trc-9-peu  d'une  sphère  exacte;  et' l’on  peut  pressentir  qu’une 
telle  circonstance  devra  produire  des  effets  géométriques  approxi- 
mativement pareils  à ceux  d’une  rencontre.  Mais  il  est  facile  de 
donner  à -cette  conception  une  forme  rigoureuse,  en  rap|x-lanl  ici, 
quelques  propriétés  des  surfaces  sphcroïdales , qui  éclaireront 
toute  la  suite  des  opérations  que  nous  allons  exposer. 

48.  Considérons  une  telle  surface  dans  son  acception.!» plus  gene- 
rale, sous  la  seule  réserve  que  sa  courbure  varie , sans  discontinuité 
brusque,  sur  toute  son  étendue.  Par  un  quelconque M de  ses  points, 
menez- lui  une  normale,  c’est-à-dire  une  droite  indéfinie,  perpendi- 
culaire au  plan  qui  est  tangent  à la  surface ce  point-là  • Sur  cette 
normale  prenez,  dans  la  concavité  intérieure,  un  poiul  quelconque 
C,  dont  la  distance  au  point  de  contact  sera  désignée  par  R.  Toute; 
sphère  'décrite  d’un  tel  centre  C,  avec  le  rayon  R,  sera  tangeute  à la 
surface,  dans  le  point  d'où  la  normale  est  pienée.  Mais  il  y aura, 
sur  la  môme  normale,  un  certain  espace  où  les  centres  C donneront 
des  sphères  qui  auront  avec  la  surface  un  contact  plus  intime  que 
toutes  les  autres.  C’est  ce  que  j'appellerai  l’ espace  ti osculation,  parce 
que  toutes  les  sphère)  tangentes , dont  le  centre  s’y  trouve  compris, 
suivent  lu  courbure  de  la  surfaix*,  chacune  en  un  certain  sens  spé- 
cial, sur  l’etendue  de  deux  cléments -tangenücls  consécutifs , sup- 
posés infiniment. petits;  ce  qu’on  exprime  eu  disant  qu’elles  sont 
oscnlatriccs  à-  la  surface,  dant^c  •içns-ln.  Les  deux  rayous %\fré- 
mes  R,  qui  ont  cette  propriété,  s'appellent,  l'un  le  plus  gri 
l’autre  le  plus  petit'TïJvow  osrulateiir,  de  la  surface  considérée.  Si 
elle  était  une  sphère  rigoureuse,  ils  seraient  égaux, entre  eux  £*  au 
rayon  iiiéfuc  dc'vctte  sphère;  alors  1 espace  d'osculation  serait 
nul.  Par  conséquent , lorsque  la  stirfiuÿgs’ccari^tres-peu  de, la  forme 
sphérique,  cet  espace  devient  troékpetit  «ht  mciifc  ôrdr^rque  Wh- 


i 


Digitized  by  Google 


ASTAOKÛMIK 


44 

rail;  et  les  ra\on>>  oscillateurs  menés  des  deux  points .qui  le  ter- 
minent, ne  différant  l'un  de  l'autre  que  par  I intervalle  qu’il  oe- 
ctipe,  sont  aussi  trys-jîbu  différents  en  longueur.  Cela  doit  donc 
être  ainsi  pour  la  surface  terrestre,  corrigée  de  ses  inégalités  locales 
et  ramenée  il  la  régularité  du  niveau  des  mers,  puisque , dans  son 
ensemble,  elle  diffère  extrêmement  peu  de  la  sphéricité.  Dans  un  tel 
cas,  tous  les  centres  des  pins  grandes  sphères  osculatrices,  et  tous 
les  centres  des  plus  petites,  devront  sc  trouver  repartis  dans  l’in- 
térieur  de  sa  masse  sur  deux  surfaces  géométriques,  de  forme 
généralement  différentes*  mais  toutes  deux  restreintes  à des  éten- 
dues de  volume  tics-petites , qui  sc  réduiraient  à deux  points 
coïncidents  entre  eux  si  la  sphéricité  de  la  surface  osculéc  était 
rigoureuse. 

Les  choses  étant  ainsi,  prenons,  sur  une  quelconque  des  nor- 
males terrestres,  un  des  centres  d’osculation  C,  parexenipleceluiqui 
con*es|>oud  au  plus  grand  rayon  oscillateur  R.  La  sphère  décrite  du 
centre  C avec  le  rayon  R,  sera  tangente  à la  surface  régularisée,  au 
point  M ofi.la  normale jait  menée,  et  elle  s’assimilera  avec  elle  autour 
de  ce  point  dans  une  certaine  étendue  superliciclle,  d’autant  plus 
intimement  que  l'étendue  ainsi  considérée  sera  plus  restreinte.  Sup- 
posons-la  si  petite  que  les  sécantes,  menées  du  contrcC  aux  points  de 
la  surface  régulière  qui  en  forment  le  contour  extérieur,  diffèrent 
seulement  du  rayon  R par  des  quantités  insensibles  ou  négli- 
geables. Alors,  dans  toute  cette  étendue,  les  mesures  de  lon- 
gueur et  les  opérations  trigonométriques  que  l'on  effectuera  enta- 
les  points  qui  s’y  trouveront  compris,  pourront,  sans  erreur  ap- 
préciable, ctre  supposées  faites  sur  la  sphère  osculatricc  du  rayon 
R , dont  Ips  layons  se  rencontrent , quoiqu'elles  le  soient  effective- 
ment sur  la  surface  réelle,  dont  les  normales  rigoureuses,  menées 
atrx  mêmes  points,  peuvent  ne  pas  s'entrecouper  mutuellement. 

49.  Sans. doute  l’amplitude  absolue  dans  laquelle  on  peut  étendre 
cette  identification  avec  une  suffisante  exactitude,  hc  saurait  être 
rigoureusement. appréciée  qu’avec  la  connaissance  complète  de  la 
syrface  à laquelle  ou  l’applique.  Mais  il  en  résulte  déjà,  qu’en 
bornant  nos  opérations  gcodésiqtics  partielles  à des  étendues  su- 
pci  lieielles  qui' soient  certainement  très-petites , comparativement 
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à la  surface  totale  de  la  terre,  les  résultats  que  nous  obtiendrons, 
en  les  considérant  connue  effectuées  sur  une  même  sphère,  se- 
ront, on  suffisamment  exacts  pour  être  employés  ainsi , ou  au 
moins  assez  approches  de  l’exactitude  pour  n’avoir  plus  besoin 
que  de  corrections  trcs-légères  qui  pourront  leur  cire  ulté- 
rieureincnt  appliquées  par  un  second  calcul,  lorsque  leur  com- 
paraison entre  des  régions  très-distantes  nous  aura  fait  connaître 
approximativement  la  forme  ainsi  que  les  dimensions  de  la  surface 
totale  dont  elles  dépendent.  Toutefois,  pour  achever  de  fixer  les 
notions  qui  précèdent,  j’anuoncerai , par  avance,  que  la  combi- 
naison géométrique  la  plus  avantageuse,  à laquelle  on  est  définiti- 
vement conduit  par  l’ensemble  de  tous  les  résultats,  consiste  à 
considérer  toutes  les  opérations  partielles  comme  effectuées  sur  les 
sphères  successivement  décrites  avec  le  plus  grand  rayon  oscula- 
teur  IocaJ  ce  qui  place  tous  leurs  centres  sur  une  droite  très- 
petite,  de  même  ordre  que  l'intervalle  d’osculation,  laquelle  sc 
trouve  parallèle  à l’axe  de  rotation  du  ciel,  et  placée  sur  Taxe 
même  de  rotation  de  la  terre,  lorsque  l’on  suppose  celle-ci  un 
ellipsoïde  de  révolution,  ce  qui  est  la  seconde  et  dernière  ap- 
proximation par  laquelle  on  puisse  représenter  sa  forme  générale 
dans  ce  qu’elle  a de  régulier.  Cette  construction  amène  ainsi  tous 
les  pilles  de  ces  sphères  sur  le  même  axe  central , dirigé  vers  les 
pilles  de  la  sphère  céleste,  on  ils  se  trouvent  seulement  placés  eu 
des  points  quelque  peu  différents  entre  eux  et  des  pilles  terrestres 
réels,  selon  le  lieu  propre  de  leur  rentre  et  la  longueur  propre  de 
leurs  rayons.  Les  plans  de  leurs  méridiens  coïncident  donc  tous 
alors  avec  les  méridiens  terrestres  réels,  comme  sc  coupant  tous 
mutuellement  suivant  l’axe  commun . 

KO.  Ces  restrictions  étant  expliquées  et  convenues,  je  viens  au 
tracé  de  l’arc  méridien  sur  une  quelconque  des  sphères  nscula- 
trices  locales;  n’ayant  pas,  pour  cela,  besoin  de  la  connaître,  ni 
même  de  définir  le  sens  spécial  d’osculation  que  je  lui  attribue, 
mais  supposant  seulement  l’étendue  de  cet. arc  assez 'bestreinfr 
pour  pouvoir  le  considérer,  avec  une  approximation  présum^- 
suffisante,  comme  appliqué  tout  entier  sur  celte  meme  sphère, 
on , par  extension , sur  plusieurs  autres  ultérieurement  osiHil.itrircs 
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,.n  se, diverse*  parties,  et  dont  il  fendrait  alors  déterminer  le  modo 
de  succession.  D'abord  , à la  première  station  prise  pour  p&nt  de 
depftrt , ri  t art* devra , par  définition  , co.nrider  avec  Ta  ligne  mé- 
ridienne du  lieu.  F.n  outre,  puis(|ite  nous  pouvons  le  supposer 
être  une  courbe  plane,  au  moins  sur  ce  premier  élément  longitu- 
dinal de  son  extension,  il  sera  compris  tout  entier  dans  h-plan 
vertical  local  mené  par  celte  ligne.  On  le  décrira  donc  sur  la  sur- 
raée  terrestre,  si  ion  y détermine  les  traces  de  toutes  les  autres 
vehiçales  qui  satisfont  à cette  condition.  L’instrument  des  passages, 
exactement  dirigé  dans  le  plan  méridien  de  la  première  station, 
offre  un  moven  très-simple  et  très-exact  d’y  parvenir,  lorsque 
Ton  opère  dans  un  pays*  «brou  verf , où  la  vue  peut  sVtemlir 
en  liberté;  par  exemple,  sur  une  plage  sablonneuse,  longeant  les 
bords  de  la  mer,  et  qui  en  suive  la  convexité.  J’admettrai  d’a- 
bord la  réunion  de  res  circonstances  favorables. 

Alors,  l’instrument  étant  bien  réglé  par  les  observations  des 
étoiles  cireompolaires  nn  de  toute  autre  manière,  abaisse/,  la  lu- 
nette vers  l’horizon  , successivement  ait  sud  et  atf  nord.  Puis,  sur 
chacune  de  ces  deux  directions,  à la  «stance  de  quelques  milliers 
de  mètres,  faites  planter  des  jalons  verticaux  portant  a leurs 
sommets  des  plaques  métalliques,  divisées' par  des  lignes  verti- 
cales que  Vous  puissiez  reconnaître,  comme  seraient,  par  exemple, 
des  traits  blancs  et  noirs.  Ayant  distingué,  sué  chacune  de  ces 
mires , la  division  et  fa  fraction  de  division  qui  se  trouve'  sur  la 
direction  du  (il -vertical  central  de  votro  réticule,  détermine, 
soigneusement;-  avec  un  fil-à-plomb , les  pfods  P',  P"  des  «Mi* 
verticales  correspondantes,  et  marquez-les  sur  des  plaques  nu- 
Tâlllques  horizontales , fixées  aux  sommets  de  deux  pieux  solides, 
enfoncés  profondément  jusqu'à  affleurer  le  sol.  lies  points  1»',  P 
seront  dans  le  plan  méridien  de  la  station  intermediaire  ; ils  ‘ap- 
partiendront à la  ligne  méridienne  qui  passe  par  le «ebue  optique 

*.  db  cctïc  statioA.  , ’ _ ..  , « 

' c’est  ainsi  qu’à  Paris  on  a marqlte  *dans  la  plaine  de  Mont- 
rouge, un  poitft  qui  est  sur  la'  direction  de  l’axe  optique  de  la 
lunette  des  passages  de  l'Observatoire.  C’est  par  des  moyen*  à peu 
près  érjTiivaleuts,  quoique  peut-être  moins  précis,  qiCon  a dotor- 
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miné  lîl  portion  <Io  la  pyramide  do  Montmartre,  sur  la  direction 
de  la  ligne  méridienne  tracée  dans  la  grande  salle  du  même  édi- 
fice. Celte  ligne  étant  prolongée,  vers  le  nord,  de  6000  mètres, 
passerait  dans  l’axe  de  la  pyramide.  Concevez  deux  points  encore 
plus  distants,  marqués,  de  même,  dans  une  direction  horizontale, 
P'.  P",  l’un  au  nord  , l’autre  au  sud  de  la  lunette  de  l'instrument 
des  passages,  ils  détermineraient,  sur  une  étendue  encore  plus 
grande,  la  direction  de  l’are  méridien' supposé  plan.  On  pourrait 
aisément,  si  on  le  jugeait  nécessaire,  subdiviser  l’intervalle  des 
points  P',  P , sans  sortir  du  meme  méridien  terrestre.  Car,  puis- 
que nous  le  supposons  rontenu  dans  un  même  plan,  on  n’.aura 
qu’à  établir,  dans  tptelquc  point  intermédiaire,  un  cercle  portatif 
A limbe  vertical,  que  l’on  placera  de  manière  que  l’axe  optique  de 
sa  lunette,  rendu  préalablement  parallèle  au  plan  de  ce  limbe, 
s’aligne  exactement,  sur  eux,  dans  sa  rotation.  Quand  cette  con- 
dition sera  remplie,' on  fera  placer,  de  distance  en  distance,  d’au- 
tres jalons  verticaux,  portant  des  mires,  que  l’on  dressera  d’abord 
approximativement  I vue,  sur  cette  direction.  Lorsqu’ils  en  seront 
assez  proches  pour  que  les  divisions  des  mires  se  voient  dans  le 
champ  de  la  lunette,  toujours  alignée  sur  les  signaux  extrêmes, 
on  notera ‘celle  des  divisions  qui  se  trouve  sons  le  fil,  et  l’on  mar- 
quera, comme  précédemment,  sur  «ne  plaque  fixée  au  niveau  du 
sol,  le  pied  de  la  verticale  correspondante.  Le  mémo  procédé -ser- 
vira pour  prolonger,  au  delà  de  l’intervalle  P' P",  le  plan  vertical , 
conséquemment  l’arc  méridien  qni  passe  par  ces  points.  Cela  Sera 
plus  simple  que  de  transporter,  pour  le  même  but , l’instrument  des 
passages,  qui  est  plus  difficile  à établir;  et  l’on  pourrait  concevoir 
la  ligne  méridienne  d’une  première  station  continuée  ainsi  d’tm 
bout  à l’antre  d’un  continent,  sur  son  prolongement  primitif, 
après  qu’elle  anrait  été  déterminée  par  des  passages  cfétoiles  cir- 
rompolaires  dans  cette  seule  station.  , 

lîl . Totijefois,  dans  ce  cas  idéal  d’une  si  longue  extension  , qui 
sortirait  des  conditions  restreintes  auxquelles-nous  supposons  les 
opérations  réelles  assnjclties,  il  y aurait  un  grand  intérêt  à établir 
de  nouveau  l’instrument  des  p assagit*  au  dernier  point  de  la  ligne 
ainsi  tracée,  et  même  en  H’autresppoints  intermédiaires,  pour  y 


♦ 

Digitized  by  Google 


jg  VSTROSnMIE 

déterminer  immcO^cment,  par  dos  observations  astronomiques, 
la  direction  du  méridien  loral.  Car,  si  les  méridiens  terrestres,  tels 
nue  nous  les  avons  généralement  definis,  page  34,  n étaient  pas 
des  courbes  planes,  le  méridien  réel , ainsi  astronomiquement  fixe,  , 
s’écarterait  de  la  direction  du  signal  précédent,  et  cette  déviation 
azimutalc  décélérait  le  (ait  lui-méme , par  un  caractère  incontes- 
table. Malheureusement,  on  ne  saurait  espérer  de  trouver  une 
localité  où  le  tracé  direct  puisse  être  prolongeasse?,  loin  pour  qu  on 
pût  le  faire  servir  à une  pareille  épreuve.  C’est  pourquoi  on  tâche 
d’v  suppléer,  dans  les  grandes  opérations  modernes,  par  une  autre 
détermination  équivalente,  comme  je  l’expliquerai  plus  tard.  Mais, 
malgré  la  grande  longueur  des  chaînes  de  triangles  auxquelles  on 
a pu  rappliquer,  on  n’a  trouvé  que  des  déviations  finales  si  petites, 
qu’clles  sc  confondent  avec  les  résultats  des  erreurs  que  les  obser- 
vations comportent,  ou  qu'on  y peut,  tout  au  plus,  reconnaître 
des  indices  d’accidents  locaux , dont  l’influence  ne  se  fait  pas  sentir 
d’une  manière  suivie;  de  sorte  que,  jusqu’à  présent,  rien  n auto 
riserait  à affirmer  que  les  méridiens  terrestres,  dans  ce  qu  ils  ont 
de  régulier,  ne  sont  pas  des  courbes  planes.  D’après  cela,  leur 
double  courbure,  si  clic  existe,  doit  certainement  être  insensible 
sur  un  arc  d’un  petit  nombre  de  degrés,  tel  que  pourrait  tout  au 
plus  l’embrasser  un  tracé  direct,  comme  celui  que  j’ai  tout  à 
l'heure  décrit. 

152.  Même,  en  le  restreignant  à ces  limites,  il  faudrait,  pour 
qu’il  fût  exécutable  sans  rectification,  supposer  que  la  surface  du 
terrain  où  l'on  opère  est  partout  exactement  horizontale,  c’est-à- 
dire  que  sa  convexité  est  la  même  que  celle  de  la  surface  des  mers; 
car  cette  condition  serait  nécessaire  pour  qu  une  chaîne  ou  un  hl 
flexible,  étendu  sur  le  sol,  et  passant  par  les  pieds  P',  P' , . • • des  ver- 
ticales consécutives,  coïncidât  avec  un  arc  régulier  de  méridien.  Or, 
comme  elle  ne  sc  présente  jamais  réalisée  naturellement  avec  une 
rigueur  su  (lisante , on  la  réalise  artificiellement  par  le  mode  de 
mensuration  qu’on  emploie.  Pour  cela,  on  prépare  plusieurs  règles, 
ou  plusieurs  chaînes,  formées  de  matières  peu  dilatables,  dont  on 
détermine  exactement  la  longueur  en  fonction  de  l’étalon  lise  que 
l’on  vent  prendre  pour  unité  de  mesure,  en  notant  soigneusement 
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la  température  jf  laqm-llo  la  comparai^esltelTectuee.  Et , quand 
on  s’en  sert  à une  autre  teiuperatnr^ï  «on  les  ramené  toujours 
^r.  tte  longueur  primitive,  d'après  lu  dilatation  connue  dé  la  ma-  * 
•tière  dont  elles  sont  faites.  A (in  que  ces  règles,  ou  ces  chaînes,4 
quoique  rectilignes,  puissent  s'adapter  A la  convexité  de  la  surface  ' 
terrestre  par  des  applications  successives , avec  une  sutlisante  ap- 
proximation , il  faut  que  leur  longueur  n’excède  pas  quelque*' 
toises  des  anciennes  mesures  de  Paris , ou  un  nombre  semblable- 
ment restreint  de  mètres.  Elles  sont  etendurs  sur  des  plans  inflexi- 
bles, dont  les  supports  sont  pourvus  de  mouvements  de  rappels 
verticaux  qui  permettent  de  les  amener  à un^exacté  horizonta- 
lité , quand  le  sol  sur  lequel  on' opère  n’est  qiie  peu  inégal. 
Mais,  comme  des  accidents  dedocaiité,  trop  ordinaires,  rendraient 
souvent  difficile,  ou  même  impossible  d’oprrer  matériellement  un 
grand  nombre  de  contacts, successifs  dans  cette  condition  unique, 
on  y ramène,  par  le  calcul,  les' contacts  quelque  peu  obliques, 
d après  l’angle  actuel  d’inclinaison  mesuré’par  un  niveau  divisé, 
qui  est  fixe  au  plan  rigide  sur  lequel  la  règle  ou  la  chaîne  repose. 
Chaque  système  partiel , ainsi  constitué,  est  recouvért  par  un  toit  en 
bois  qui  l’abi  ite  contré  la  radiation  solaire.  On  les  peint  extérieure- 
ment de  couleurs  différentes,  pour  les  distinguer  les  uns  des  autres, 
quand  on  les  transporte  successivement  pour  continuer  leur  ap- 
position; et  des  pointes  métallique»,  fixées  verticalement  aux  ex- 
trémités  des  sommets  de  ces  toits , servent  de  viseurs  pour  aligner 
les  règles  intérieures  sur  les  jalons  dressés  aux  differents  points 
1»',  P",...  que  l’on  a marqués  sur  le  sol  dans  la  direction  de  la  ligne 
A mesurer.  Peut-être  cet  alignement  se  jugerait  mieux  à travers  de 
petites  lunettes  munies  de  réticulés,  dont  l’axe  optique. physique 
coïnciderait  avec  î*axe  dja  règles,  et  qui  seraient  fixées  aux  "deux 
bouts  de  chaque  toit  , à des  hauteurs  tant  soit  peu  differentes.  Mais 
une  très-petite  erreur  dans  l’alignement  de  chaque  règle  n’a  pres- 
que pas  d’importance,  parce  que  la  longueur  obliquç  différe^alors 
extrêmement  peu  de  sa  projection  snr  IA  ligne  directe."  Toutefois, 
la  somme  de  «es  écarts  donne  nécessairement  une  mesure  totale 
plus  longue  qfle  IA  véritable  d’une  quantité  qui  peut  s’apprécier, 

. en  supposant,  dans  chaque  posd^c,  la  plus  grande  erreur  que  l oi» 
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puisse  iDUiimlhe;  et  l’un  s'assitre’ ainsi  qu'cHc  osl  ne^eablc,  U 
juOmr  dans  une  mensuration  très-longue,  si  IVm  y apporte  les 
soin-,  nécessaires.  L'apposition  de*  règles  entre  elles  uc  se  fait  p.ié^ 
des  contacts  immédiats,  qui  pourraient  opérer  des  repousse- 
ments. Mais  chaque  règle,  ou  chaque  chaîne,  porte,  à l'un  de  ses 
tiouts,  une  Uwgiu'ltr  mince,  momie  dans  une  coulisse  longitudi- 
nale, oîi  elle  est  conduite  par  une  vis  de  rappel  qui  sert  a la  faire 
pins  ou  moins  sortir;  et  c’est  -le  bout  libre  de  cètte  jaugtiette  qui 
se  met  en  contact  avec  l'extrémité  fiX<*  de  la  règle  "précédente.  La 
quantité  de  sa  sortie  se  juge  par  l’indication  d’nn  vernier  qu'elle 
transporte  avec 'elle  le  long  d’une  division  rectiligne  tracée  sur  la 
règle  à lamtellê  elle  appartient;  et  lu  coïncidence  du  vernier  se  lit 
avéc  un  petit  microscope  fixé  t\  cette  règle.  Pour  opérer  le  mesu- 
rage, on  amène  d’abord  l’éxtréinité  anterieure' de  la  première  règle 
en  coïncidence  avec  la  verticale  du  prèfhter  poipt  P'  marqué  sur  h- 
sol,  ce  qui  se  jitge  par  lecoutact  d’un  lil-à-plomb,  tombant  sur  ce 
point,  et  dont  la  demi-épaisseur  doit  ainsi  s’ajouter  à la  mesure 
totale,  indiquée  par  l'apposition  des  règles  successives.  Cette  pre- 
mière règle  a d'ailleurs  été  alignée  sur  les  jalons  de  repéré,  comme  le 
seront  toutes  les  autres  ; et  si  elle  n'est  pas  exactement  horizontale, 
on  mesure  de  même  son  inclinaison  pour  en  déduire  su  projection 
exacte  par  le  calcul.  Cela  fait , sans  déplacer  celle-ci , on  en  pose  une 
seconde,  que  l’on  met  en  contact  avec  elle  par  sa  languette  mobile  ; 
puis  une  troisième , qne  l'on  met  de  même  en  contact  avec  cette  se- 
conde; et  ce  n’est  qu’uprès  en  avoir  ainsi  établi  sur  le  sol  au  moins 
trois  consecutives,,  que  l’on  relève  la  première,  jwmr  s’en  servir  .1 
continuer  l’opération.  Quand  on  est  ainsi  parvenu  à la  fin  de  l’arc 
tracé  sur, le  soi  pat  la  suite  des  points  P',  P"£  . . , il  n’arrive  jamais 
que  T’extrcmitc  de  la  dernière  règle  tombe  juste  en  projection 
horizontale  sur  lé  dernier  de  ces  jioints.  Elle  l’excèdcMonjours,  ou 
ne  l’atteint  pas.  Aloys  on  abaissé  un  fil-à-plonih  tangentiellement  à 
son  extrémité,  et  l’on  marque,  sur  noe  plaque  métallique  fixée 
dans  le  sol, Me  point  oit  il  aboutit;  puis  on  mesure  directepient  la 
distance  de  ce  point  au  dernier  repère  P<"),  et  on  l’ÿjoute  à la  lon- 
gueur de  la  règle,  ou  on  l’en  retranche,  selon’le  câs  (*). 


(*)  Je  n’»i  pu  indiquer  ici  que  le  principe  général  de  lu  mensuration  suc  - 
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JS.  Si  1 opi*ratiunrqqe  jt”viens  ae  ucdrirc  est  faite  sur  “ne^  * 
plage  sablonneuse , longeant  ItTbôhl  de  la  mit ',  les  règles  sppo 
secs  ainsi  horizontalement , oit  pliis'cgeii<Talem<“Qt  leurs  projec-  , 
dons  horizontales , calculées  d'après  les  indications  de  leur  niveqji , 
si  elles  sont  quelque  peu  obliques  aux  verticales  successives , re- 
présenteront autant  de  petites  droites  consécutivement  tangentes  „• 

\ l'arc  niéridién,  an  milieu  dp  leur  longueur.  Or,  dans  tutjccqclq,  * 
la  différence  entre  un  petit' arc  et  sa  tangente  est  moindre  que  le 
tiers  du  cube  de  cette  même  tangente  divisé  par  le  carra  du  * ' 
rayon  du  cercle.  On  j>eut  donc  pepser  qu’en  restreignant  les  l$n-* 
gueurS  de  nps  reglpS"  comme  nous  l’avons  fait,  elles  seront  si 
petites,  'comparativement  au  rayon  de  la  terre,  que  leifr  différence 
avec  l’arc  qn’elles  touchent  sera  négligeable;  el  cela  peut  dit  moins 
être  admis  dans  tm  premier  calcul  approximatif.  Mais,  quand  le 
rayon  de  la  terre  nous  deviendra  connu'pür  cette  premlèiie  évalua-''  • 
tiôn , nous  pourrons  nous  assurer  que  la  différence  dont  il  s’agit 
sera  en  effet  insensible  pour  chacune  de  nos  règles , dans  les  boPhes  • 
de  longueur  auxquelles  nous  les  avons  restreintes;  et  mcnie-la 
somme  des  différence*  ainsi  accumulées  dans  une  mensuration  de 
3ooooo  ou  1400000  mètre*  ne  formerait  pas  une  fraction  de  mil-  • 
li  mètre  appréciable  par  les  appareils  physiques  les  plus  précis.  , 
SV.  Sup)io*sons  maintenant  que  la  mensuration  n’ait  pas  été  faite 
au  bord  de  la  mer,  niais  dans  une  vaste  plainè.située,  à l'intérieur 
d’un  continent;  et,  pour  nous  adapter  entièrement  aux  réalités 
les  plus  ordinaires,  donnons  5 cette  plâinc  une  faible  pente  con- 
tinue sur  sa  verticale  moyenne.  Quand  toutes  les  règles  apposées 
auront  été. réduites  , par  le  calcul,  à.l’horiiontaiité  sur  leurs  veç-j’ 


cessive.  Les  détails  varient  scion  la  disposition  des  appareils  employés.  J’ai 
pris  principalement  pour'typc  ceux  qui  ont  eii  appliques,  d'après  les  idées 
de  Borda,  à la  mesure  des  bases  de  la  grande  triangulation  effectuée  en 
France  par  Méchain  et  Delambre’.  On  en  trouvera  l'exposition  précise  dans 
l’ouvrage  de  ce  .dernier,  intitulé  Mesure  de  la  Méridienne , tome  II.  I-es  pro  - 
'cédés  employé* en  Angleterre  pour  une  opération  analogue  ont  été  exposés, 
par  le  géhérat  Huy , dans  Içs  Transaction!  philosophiques  de  la  Société  raya  le  de 
Londres: r\  ils  ont  été  rassemblé»,  par  le  général  Mudge,  dans  un  ouvrage 
spécial  intitulé:  An  account  oj  the  operations  carried  on  for  aefomphshing  a 
triffonometr  ica!  Sarvey  tf  kngland  a net  Wales  I vol.  I.onciro* . 1 790 

• • 4- 


•Digitved  by  Google 

k 


4 


G***’**'  *■ 

iÎ2  i , J?  „ V 

* a * . . s * '•*  ■ :.  . • ■ , ^ 

tiifllts  individuelles,  leurs  projections,  ainsi  obtenues , seront  au- 
i.mt  de  tangentes  au  cercle  méridien  qui  passerai l par  le  sommet 
de  rhaqua  vcrtidlle  ; et,  traprùs  ce  qu'on  vient  de  dire,  elles  se 
confondraient  sensiblement  avec  la  petite  portion  d’are  qu’elles 
recouvrent.  Ces  aies  / que  nous  supposons  ici  décrûs  du  même  cen- 
tre, auront  des  rayons  fif  inégalés  longueurs,  à cause  de  la  pente 
generale  drl  sol  sur  lequel  on  a successivement  porte  les  règles. 
Ainsi , avant  d’en  faite  la  somme,  il  faut  les  réduire  an  dimeo 
■sious  que  les  vertirales  qtirles  terminent  auraient  .interceptées  sur 
nu  meme  cercle  , par  exemple. sur  celui  dont  le  rayon  R'  passerait 
par -le  point  moyen  de  la  ligne  mesurée.  C’est-à-dire  que  si  h est 
la  différenèe  de  niteau  absolu  entre  ce  point  moyen  et  un  point 
quelconque  de  la  ligne,  où  le  petit  :trc  tangentiel  est  g,  il  faut 

uR'  nJ,  >J>  • . X.i 

transformer  cet  arc  en  -, j ou  u — — — — - . Mais , a cause  de 

fl  H -4-  fl  . 


. »*  m ’jf  — 

l’excessive  petitesse  de  h , comparativement  à U',  dans  les  Sa*  de 
faible  pente  qûe  nous  admettons  , le  terme  qui  exprime  là  correc- 
tion de  chaque  arc  g.  sera  individuellement  insensible  ; et  la  somme 
de  toutes  les  corrections  S’anéantira  encore,  par  compensation, 
popr  la  ligue  entière,  puisque  le  facteur  h,  qui  leur  donne  son 
signe , sera  positif  pour  les  points  plus  élèves  que  le  point  moyen, 
et  négatif  pour  les  plus  bas.  D’après  cela  on  pourra*  sans  aucune 
erreur,  considérer  l’arc  Iptal  mesure  M comme  appartenant  au  çer- 
cle  méridien  décrit  avec  le  rayon  moyen  R'.  j .1 

* tîiî.  A présent  admettons  que,  par  Ht n nivellement  topogra- 
,phjque,  ou  par  des  observations  barométriques  simultanées,  on  ait 
déterminé  la  hauteur  H de  lastation  moyenne,  au-dessus  du  niveau 
•moyen  de  la  mer  la  plus -proche;  et  soit  R le  rayon  terrestre  de 
cette  mer  terminé  à ce  mgtnè  niyeau  moyen.  Sija  terre  est  exacte- 
ment sphérique,  R sera  spn  rayon  tonstantt  Si  elle  a une  forme 
quelque  peu  différente,  R sera  le  rayon  de  la  sphère  locale,  oscu- 
latrice  à sa  surface  moyenne  dans  la  tegibn  où  l’ait  M .a  etc  mesure. 
Du  centre  de  cette  sphère, «menons,  deux  sécantes  terminées  aux. 
extrémités  de  l’arc  M,  et  ayant  conséquemment  pour  longueur  R'  ou 
R -g-  H.  Cç  seront  aussi  les  verticales  de  ces  points  extrême^,  au 
moins  dans  le  premier  système  d’approximation  auquel  nous  nous 
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bornons  ici.  Or,  puisqu’elles  intercoptent' l'arr^uù culaire  M à la 
‘ , elles 


distance  R -4-  H ducentre,  elles  intercepteront  àla  distance  R un  ay 


proportionrielleinent  moindre, c'est-à-dire'  M — j, 


Cet  arc  , calculé , sera  donc  l’arc  méridien  que  t'on’auraiP obtenu 
entre  les  mémrjj  verticeles  qui  comprennent  M,'si  l'on  avait  pu  le 
mesurer  sur  le  prolongement  dé  la  surface  sphérique  de  la  mer  dans 
la  région  ou  l’on  a opéré.  Ce  ser,1  Ce  qti’ôn  appelle  l’are  M séduit 

au  niveau  de  hi  nier'  et  le  terme  souslracftf  t— . s'appelle  la 

réduction  à te  niveau.  Pour  l’évaluer,  numériquement , il  faudrait 

connaître  le  rayon  R,  qui  est  précisément  V’életpent  physiqt/è  que 

l’on  cherche  à déterminer.  Mais  cette  apparence  de  cercle  Vicieux 

se  dissipe,  en, considérant  que,  d’après  le  §^v,'le  rayon  local  it-4-II 

peut  se  concit1rc.dc  J’arc  M même , .puisqu'on  nommant  V l’angfa 

observé  entre  les  verticales  extrêmes , exprimé  en  degrés-  sexagé- 

, 1 8o°M 

surtaux , sa  longueur  est  • 


Vrr 


Ainsi  la  réduction  cherchée 


d u , , ■ MH  VctH  , , . 

I arc  M,  c i si- a -dire  K ■>  sera  - ; et  la  réduction  du  demi' 

R-t-tl  100 


simple  D'"-1  ou  sera  prof>ortionncllement^*j;  expressions  dont 
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tous  les  éléments  seront  connus,,  par  les  détermina  tipfis  préala- 
bles de  M , V,  Jl , dans  le  lieu  méinç  et  A la  hauteur  où  on  les  aura 
obscrvés-(*}.  Ilnc  restera  donc,  pour  les  réduire  en  nombres,  qu’à 


(*)  Par  exempte,  dans  l'opération  faite  près  de  Quito,  sur  le  plateau  des 
Andes  du  Pérou ' par  tés  académiciens  français  BougiTcr,  Godin  et  fs  Oonda- 
miur,  la  hauteur  Tl  de  Parc  méridien  M,  déterminé  tant  par  liiangulaiion 
que  par  mensuration  directe,. sc  trouva  ètro de  iaa(>  toiles  au-dessus  du 

nireande  ta  mer  Pacifique.  Ainsi,  lit®)  on  éUuit  la  longuenitabtriiiig  en 

misés , pour  mi  do;; ré  simple  i relie  élévation,  un  dut,  pour  In  rrdiiire  an 
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niveau  de  cette  uter^  la  dintinuer  d'un  nombre  de  toiseségàl  à 

•*'T  .^97)-  Roufpier  a jlris  tu1  ,,j  rumine  valeur  su Ibssmmrnt  approchée;  mais 
oui  serait  plus't^-iipubita  aujourd'hui.  » A 
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connaître  l'angle*)!  (entre  V compris  cuire  les  verticales  des  stations 
extrêmes  ; et  on  l'obtiendra  , comme  nous  l’avons  dit,  par  les  obser- 
\ .irions  astronomiques  qu'on  y devra  luire  } car  il  sera  égal  à la  difïé- 
rencedes distances  du  même  pôle , aux  zéniths  de  ces  deux  stations. 

tffl.  ITne  opération  précisément  pareille  à celle  que- je  viens  de 
décrire  a été  /aile  dans  l’auqee  1768  par  les  astronomes  Mason  et 
Dixoïr,  sur  la  limite  des  Étals  de  Bensvlvanie  et  de  Maryland,  dans 
une  presqu'île  qui  aboutit  à la  mer  Atlantique,  eutre  les  embou- 
chures des  rivières  Chesapeack  ; Potomack  et  Delaware  ; de  sorte 
que  l’arc  -mesuré  put  être  alori  considère  comme  s'étendant  sur  le 
prolongement  même  de  la  surlace  de  cette  mer  , sans  aucune  ré- 
duction. La  mensuration,  dégagée  de  quelques  particularités  qui 
la  compliquent,  fut  essentiellement  composée  de  denx  parties  dis- 
tinctes, dont  la  disposition  relative  est  représentée,  fig.  i 1',  par  les 
ares  de  grand  eercJèSS,,  S,  8 .,  traces  consécutivement  sur  fine  même 
sphère  snpjKisée  osculatrice  à la  surface  terrestre,  dans  la  région  où 
Ces  arcs  sont  décrits.  C .désigne  le  centre  de  cette  sphère,  CP  son 
rayon , parallèle  jul’axe  de  rotation  tlu  ciel,  et  P le  pôle  auquel 
tous  lesméridieitsr de  son  hémisphère  septentrional  Vont  converger, 
rîn  partit  du  points,  le  plus  voisin  du  pôle,  et  ayant  détermine, 
par  des  observations  astronomiques,  la  direction  du  méridien 
propre  à cctte'stiirion  , on  mesura  sur  son  prolongement  un  arc  SS,, 
qui,  exprimé  en  pieds  anglais,  fut  trouvé  égal  & io4f)88l>'l,,4  • AJors 
des  obstacles  naturels  obligèrent  à dévier  quelque  peu  vers  l'est , 
pour  suivre  un  autre  arc  de  grand  cercle  S,  S^sttr  lequel  911  conti- 
nua la  mensuration  jusqu’en  S,’  ; et  la  longueur  S,S:  de  ce  second 
■ arc  fut  trdiivéè'  égale  à 43foi  1 C’est  pourquoi  on  détermina 
de  nouveau  la  direction  du  méridien  PS,,  propre  k cette  dernière 
station  S,;ctayant  relevé  celle  des  signaux  précédent*  relativement 
à elle,  on  reconnut  que'l’arcSiSjs’en  écartait  vers  l’ouest  d’un  petit 
angle  aziinutal  égal  à 3°  43,'  3o".  Les  distances  du  pèle  réleste  au 
zénith  fq  l'ont  observées  aux  deux  stations  ex  trémosS,  S,;  mais,  pour 
obtenir  leur  intervalle  terrestre,  tel  qu'il  aurait  etc  si  on  l'eût  mesure 
tout  entier  stir  un  même  méridien , il  faut  évidemment  faire  subir 
à l'are  oblique*S,^,  tuie  Réduction.  Car  si,  paa  les  points  S,  S,,  on 
conçoit  deux  parallèles  terrestres.  SM  , S,  Mi,  décrit*  imUnn  du 
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l»(')W  P*romiiii',cciitïv.,*on  pourra  bien  ifflnspoHer  idéalement 
l'arc  SS, , en  M M,,  sur  le  méridien  de  S , sansaltéfer  sa  longueur, 

| «risque  tous  les  méridiens  sphériques  s«q|  pareils.  Mais  il  faudra 
ensuite  trouver  l’arc  M,  S,  qui  le  complète  sur  ce  même  méridien  , 
pour  pouvoir  l'ajoptef-à  M M,  Comme  prolongement;  et  tetckrci 
M,  S,  doit  être  évidemment  moindre  que  l’oblique  S, S,  que  l’on  a 
mesurée. 'ISousealeuleronS',  plus  loin,  cette  réduction  exactement^, 
et  nous  la  trouverons  égalé  à r)3?.iMl!‘,45 , dont  il  faut  diminuer  l'are  • 
S,  S.,  pour  avoir  M,  S,,  ce  qui  donnera  celui-ci  égal  à 'p3o7ç)YJ',  1 5 
Mais,  déjà,  la  petitesse  de  l’angle  S,S,M,  iiiontrequ’on obtiendrait 
une  valeur  lies- approchée  de  M, S,  en  considérant  S,M,S,  comme 
un  triangle  rectiligne,  rectangle  en  M,,'dont  S, S,  serait  l’hypoté 
mise  ; auquel  cas  .on  aurait  M,  S,  égal  à S,S,  eos  S,  S,  M, , ce  qui  don 
lierait  pour  sa  valeur  q33(K)4  '“'‘,69,  excédant  seulement  de 
sa  valeur  exacte.  On  pourrait  donc  employer  ce  résultat  comme  Une,, 
première  évaluation  approximative,  qui  servirait  à trouver  l'arc  mé- 
ridien total  MS,,  compris  entre  les  parallèles  des  stations  extrêmes, 
et  par  suite  le  rayon'dp  la  sphère  osculatrice  locale;  résultats  que 
l’on  corrigerait  ultérieurement  par  un  second  calcul,  fonde  sur  l.i. 

\ «leur  ainsi  obtenue  de  ce  rayon.  Pour  éviter  ce  détour,  j'emploie-i 
rai  de  prime  abord  les  résultats  définitifs , avec  la  petite  réduction 
do  1 51^*, 54  due  à la  courbure  sphérique  du  triangle  S,  M,S2,  sauf 
à prouver  plus  tard  que  la  longueur  approximative  du  rayon  te s 
restre  qu’on  obtiendrait  sans  en  tenir  compte  suffirait  pour  calao - 
1er  très- exactement  sa  valeur  (*).  L’are  oblique  M,  S,  ainsi  réduit 
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(*)  Pour  apprécier  l'exactitude  de  c«  raiaonncnicbt,  il  n’y  a quTnjlliÇTntTV 
calcul  du  degrc  arec  la  valeur  de  MS,  supposée  égale  à qîîaçjtf''1'  Jh if,,  lie,, 
de  433079^1,1 5.  Ln  l'ajoutant  de  méhièà  SS,  où’i  non  égale  MM, , ,|,h  è.-S- 
lufgfep*  /(  ( parc  méridien  lotal  comprit  entre  les  parallèles  do  S et  do  .1,  * 
sors,  5J8067 llJ,,S5  -+-  if>l,J,,?>4"  H faudra  encore  l'augmenter  derioP'lm, ti 'fi 
pour  réduire  Je  mesurage  à In  température  do  ibP,a5,  ce  qui  domfefii 
538oj8P,,,,3iJ-t-i.‘>P‘*‘(5.j.  I£u  divisant  cetto  somme  par  l’anghiu  " aÜ'4.5",  cnn^  < 
pri»  ontre  les  verticales  extrêmes,  la  longueur  do  drjjré  .se\agvnim.il  du  11  me 
par  cetto  prruiièro  approximation  sera 

^ ™ ^ A M iJ  • è' 
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sera  dune 433o94^s >69  — i5ild‘,54  ou  433079^',  iô.  En  l'ajoutant 
à SS,  ou  A son  égale  MM,, quittait  io4<)88f>',',4,  °n  aura  pour  somme 
MS,  égala  538oG7*Kl'f5i  II  faut  ajoutera  ce  nombre  ioi1<l',84,  pour 
que  les  chaînes  métalliques  employées  S la  mensuration  se  trou- 
vent ramenées  à la  température  de  6o°  Fahrenheit,  ou  16* £ du 
thermomètre  centésimal,  ' qui  était  celle  ;t  laquelle  la  toise  de  la 
Société  royale  de  Londres  était  rapportée  comme  étalon  de  mesure. 
L’arc  total  de  méridien  MS,  ou  M , compris  entre  les  parallèles  des 
stations  extrêmes , était  donc  ainsi  égal  à 538o78!mU,39  (*). 

Maintenant,  les  distances  du  pôle  au  zénith,  observées  aux  deux 
points  extrêmes  S , S, , ont'été  trouvées  telles  qu’il  suit  : 


r 


• V la  station  la  plus  australe  S, . 5i°3?.'2l>" 

A la  station  la  plus  boréale  S ou  M V.  *.  . y-.  . 5o°  3'4« 


Différence, ou  angle  compris  entre  les  verticales  extrêmes  1 "2  8' 4 5" 


HT.  Pour  obtenir  la  longueur  du  degré  terrestre  qui  résulte  de 
ces  observations,  supposons  la  terre  sensiblement  sphérique, 
dans  une  petite  étendue  autour  des  points  observés;  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  considérons  ces  points  comme  situés  sur  la 
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<lo  ioH*,5i  (jui  l'affecte,  aérait  très-snllisuninienl  exacte  pour  calculer  la  ré- 
duction que  nécessite  la  sphuricite  du  triangle  S^M,,  ce  «jui  tient  au  peu 
d’çtonduo  de  ce  triangle  et  à la  petitesse  de  l’angle  aiimntal  en  S,. 

„ £»)  Voulant  présenter  cette  opération  plutôt  comme  Tun  exemple  que 
comme  un  modèle  définitif,  j'ai  omis  plusieurs  particularités  de  détail  qui 
en  auraient  inutilement  compliqué  l'exposition.  Ainsi  le  premier  arc  SS,, 
fitf.  11,  n'n  pas  éla  effectivement  mesuré  sur  on  même  méridien,  mais  sur 
trois  portions  tfc  méridiens  différents  ; et  les  extrémités  de  ces  portions  qui 
se  suivaient  ont  été  placées,  par  des  observations  astronomiques,  sur  îles 
ares  de  parallèles  qui  lenr  étaient  communs.  J'ai  donc  pu,  pour  simplifier  le 
raisonnement,  les  transporter  sans  erreur  à la  suite  les  unes  des  autres,  sur 
un  méridien  unique,  comme  elles  s'ajoutaient  numériquement  l une  à l’autre 
dtius  l'évaluation  de  l’arc  total.  Les  personnes  qui  auraient  la  curiosité  de 
couuaitre  les  détails  matériels  de  cette  operation  lus  trouveront  rassembles 
dan»  les  Transaellons  philosophiqurs  de  l"f)S , page  V)\  ; leur  exposé  est  suivi 
d'un  Mémoire  de  Maskelyne,  où  cet  astronome  en  a calcule  les  résultats. 
J'ai  adopté  scs  nohnbrgs  comme  suffisants  pour  un  exemple  numérique 
• bien  plulùt  qu’i  titre  rlc  nn  dèle  Han*  ce  jjenre  de  calent. 
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sphère  locale , qui  se  confondrait  avec  la  surface  réelle  dans  la 
région  oii  l’opération  a été  faite.  Alors  les  arcs  de  méridien  mesu- 
rés sur  cette  sphère  seront  proportionnels  aux  angles  au  centre 
compris  entre  les  verticales  qui  les  limitent.  Ainsi,  la  longueur DW  . 

d un  degre  sexagésimal  y sera  ~ ou , en  nombres 

ronds,  363771  pieds  anglais,  sur  la  partie  du  méridien  où  la  distance 
du  pôle  au  zénith  est , en  moyenne , 5o°48'.  Si  l’on  veut  exprimer 
cette  longueur  en  anciennes  toises  françaises,  identiques  à l’étalon  en 
fer  adopte  par  l’Académie  des  Sciences,  il  faut  savoir  que  celle-ci  est, 
par  rapport  à celle  de  la  Société  royale  de  Londres,  comme  76,734» 
est  à 72;  d’où  il  suit  que  pour  convertir  le  résultat  precedent  en 

pieds  français,  il  faut  le  multiplier  par  -7.-'  et  si  l’on  vent  cn- 

76,734  u 

suite  l’exprimer  en  toises , il  faut  le  diviser  par  6 , ou , ce  qui  re- 


1 2 

vient  au  même,  le  multiplier  tout  de  suite  par  —r, — On  ob- 

7^734 

tient  ainsi  56888  toises  pour  la  longueur  de  i°  du  méridien  à la 
latitude  de  39"  1 1' 56",5  moyenne  entre  les  précédentes.  S’il 
s'agissait  d’un  degré  décimal  ou  d’un  grade,  il  faudrait  réduire  le 
résultat  précédent  dans  le  rapport  de  4°°  à 36o,  Ou , ce  qui 
revient  au  même,  il  faudrait  en  prendre  les  ce  qui  don- 
nerait 51199', 2 pour  la  longueur  d’un  grade  à la  latitude  de 

43», 5545.  ' 

Si  la  terre  était  exactement  sphérique  , on  pourrait , d'après  ce 
résultat,  calculer  ses  dimensions.  Car  la  valeur  de  1 degré  sexa- 
gésimal étant  56888  toises,  la  circonférence  entière  serait 


36o. 56888=  204791180  toises.  En  multipliant  ce  nombre  par  . i 


lia  * r 

rapport  rapproché  dn  diamètre  à la  circonférence , on  au- 


rait le  diamètre  de  la  terre  égal  ù 65 1 8884  toises  , et  son  rayon 
3a5p442  toises.  Mais  ces  déductions  11e  peuvent  être  considérées 
qne  comme  provisoires,  jusqu’à  ce  que  nous  ayons  comparé  entre 
elles  les  mesures  des  degrés  obtenttes  ainsi,  dans  diverses  régions, 
pour  des  distances  moyennes  du  pôle  au  zénith  très-inégales,  • 
afin  de  découvrir  s’il  existe  des  différences  appréciables  eutre  leQrs  • 
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longueurs,  ce  qui  ilecelcrail  que  la  surface  terrestre  s'écarte  d'une 
sphéricité  rigoureuse. 

WJ.  Toutefois,  les  résultats  ici  obtenus  vont  déjà  nous  servir 
l>our  démontrer  l'exactitude  de  plusieurs  considérations  approxi- 
matives , dont  j'ai  fait  lisage  dans  la  série  des  raisonnements,  et  je 
vais  les  reprendre  , en  suivant  le  même  ordre  dans  lequel  je  les  ai 
introduites. 

La  première,  c'est  que  chacune  des  règles  employées  à la  men- 
suration étant  rendue  normale  à la  verticale  qui  passe  par  son 
milieu , peut  être  censee  se  confondre  avec  le  petit  arc  terrestre 
dont  chacune  de  ses  moitiés  sont  les  tangentes. 

Pour  nous  en  assurer,  nommons  a un  petit  arc  pris  sur  la  uir— V 
conférence  d’un  cercle  dont  le  rayon  soit  1.  Cet  arc,  étant  moin- 
dre qug  45*,  sera  exprimé  en  fonction  de  sa  tangente  par  la  série 
suivante,  qui  sc  démontre  dans  les  éléments  de  géométrie  : 


a = tanga  — ÿ tang'a  ~h  -j  tang'  a.  ...  ; w 

Plus  l’arc  a sera  petit,  comparativement  au  rayon  pris  pour  unité, 
plus  la  fraction  qui  exprime  sa  tangente  sera  petite,  et  inverse- 
ment. Si  cette  fraction  devient  si  faible,  que  son  cube  et  ses  puis- 
sances supérieures  dépassent  l’ordre  de  décimales  que  l’on  croit 
|K»uvoir  apprécier , l’arc  a se  confondra  avec  sa  tangente  daus  les 
mêmes  limites  d’approximation. 

Soit  maintenant  A un  arc  de  cercle  qui  soutende  le  même  angle 
au  centre  que  a , dans  un  cercle  décrit  avec  le  rayon  R.  La  pro- 
portionnalité des  lignes  homologues  dans  les  figures  semblables 
donnera 

A =>jR,  tang  A ==  R tang  a. 


Si  l’on  tire  a et  tang  a de  ces 'égalités  pour  les  transporter  dans 
notre  série,  elle  prendra  la  forme  suivante  ’’  », 

. , tang  A , tang  A 

AjâdangA  — 4 — -g—  i _J2 


R- 


R’ 


ét  la  limite  d’évaluation  de  A en  tang  A se  terminera  de  même 
aux  tenues  du  second  membre  que  l’on  ne  pourra  plus  apprécier 
physiquement , ou  que  l’on  croira  pouvoir  négliger. 
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C’est  précisément  pour  la  réduire  au  premier  de  ces  termes, 
ijue  L’on  restreint  les  règles  de  mensuration  à de  très -petites  lon- 
gueurs. Supposons-les , par  'exemple , de  2 toises  comme  dans 
les  opira tiens  faites  en  France;  la  moitié,  i toise,  sera  tangA 
Or,  l’operation  de  Pcnsylvanie  nous  a donné,  en  toises, 

R = 3a59442- 

Quoiqu'elle  ait  été  faite  sans  la  correction  que  nous  voulons  ici 
apprécier,  l’erreur  qui  eu  peut  résulter  dans  l’évaluation  de  R ne 
peut  être  que  très- petite  ^rnurae  cette  correction  elle-même.  Nous 
pouvons  donc , sans  cercle  vicieux , employer  la  valeur  ainsi  ob- 
tenue de  R,  pour  calculer  les  termes  de  notre  série  où  elle  entre 
comme  diviseur , la  limitation  de  tangA  devant  évidemment  les 
rendre  d’une  petitesse  excessive.  Et  le  résultat  même  nous  mon- 
trera s’il  aurait  été  nécessaire  d’en  tenir  compte  dans  le  premier 
calcul  de  R.  Or,  en  considérant  d’abord  le  premier  de  ces  ternies, 
et  l’efaluant  par  logarithmes,  on  trouvé 

~ 373*594^7.)*  ~ °T>0000° 00000  Oo°3i  3j56. 

Telle' est  donc  la  valeur  de  ce  premier  ternie  pour  une  seule  demi- 
règle  , et  tons  les  suivants  seront  encore  progressivement  bien  plus 
petits.  Supposez  âoooo  règles  entières  apposées  ainsi  bout  à bout, 
c*  qui  composera  un  are  plus  grand  que  celui  de  Pensylvanie.  La 
somme  de  tous  les  termes  pareils  sera  celui-ci  répété  100000  fois, 
c’est-à-dir»  ; c ,-j 

oT, 00000  ooo3i  3j56i  ou , eu  lignes , o* ,00000  2710H  5iB4- 

Cette  somme  sera  donc  tout  :’i  fait  inappréciable  aux  procédés  de 
mensuration  les  plus  précis  ; et  ainsi  la  correction  dont  elle  résulte 
a pu  être  très-légitimement  négligée  dans  l’opération  de  Pensylva- 
nie, comme  dans  toutes  les  autres  du  même  genre,  mais  seule- 
ment, toutefois,  sous  la  condition  que  la  mensuration  est  faite 
avec'  des'  règles  ou  des  chaînes’dont  les  longueurs  sont  sullisam- 
ment  restreintes,  comme  nous  J’avous  suppposé  ici. 

>9.  Il  faut  in.tiiîlenant  légitimer  la  (iclLte  coi  rectinn  de  1 
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que  j’ai  dit  avoir  été  nécessaire  dans  l'operation  de  Pensylvanje, 
|K)ur  projeter  sur  le  méridien  de  la  dernière  station  la  seconde 
portion  d’arc  de  grand  cercle  qui  avait  été  mesurée  dans  une  di- 
rection tant  soit  j>eu  différente;  ccd  me  donnera  lieu  d'exposer 
divers  théorèmes  approximatifs  qui , non-seulement  vont  .nous 
servir  dans  ce  cas  spécial , mais  qui  nous  deviendront  ultérieure- 
ment indispensables,  pour  calculer  toutes  les  autres  operations 
analogues , dans  lesquelles  la  mensuration  directe  de  l’arc  méridien 
a été  suppléée,  en  partie,  par  une  triarqplation. 


i part 


Soit  a un  arc  de  cercle  exprimé  en  parties  du  rayon  pris  pour 
unité  de  longueur.  Lorsque  eet  arc  n’embrasse  qn’un  petit  nom- 
bre de  degrés , son  sinus  et  sa  tangente,  exprimés  en  parties  île  la 
même  unité,  ont  avec  lui  des  relations  de'grandeur,  représentées 
par  les  quatre  sériés  suivantes , qui  sont  toujours  convergentes 
dans  le  cas  suppose  de  limitation  (*), 


(*ï- 

(3) 

(4) 


sin  x = a — 7 a‘  + TTî  4 . 
tanga  = a -4-  i*3  + —a1.. 4 * • 

a = sin  a + 7-  sin'a  4-  sin1  a./.;  " • 
a — tanga  — ~tang  a ÿ taug'a.... 


TB 


Prenez,  dans  chaque  série,  le  logarithme  tabulaire  des  deux 
membres;  et,  séparant  le  logarithme  du  facteur  qu’l  est  commun  à 
tous  les  termes  du  second  membre , développez  en  série  le  loga- 
rithme de  l’autre  laéteur  dont  le  premier  terme  sera  toujours  i* 
Pour  abréger  ces  expressions,  nommez  k le  module  direct  des 
Tables  logarithmiques,  nombre  dont  la  valeur  et  le  logarithme 
tabulaire  sont  {’*)  * , 


= o,434 29  448|g...,  log/  = 1,63778431 13...* 


(*)  Ce»  séries  sont  démontrées  dans  le  tome  I du  Trahi  du  Calcul 
lui  cl  intrçial  de  Lacroix  j la  première,  page  65;  la  deuxième,  page  ->55;  •* 
« troisième,  page  a5l;  lu  quatrième,  page  69. 

4 f-**)  Veye» , dans  le  lomo  U . pape  437  ' fa  déflfSitioA  que  j’*i  donne* 

expression»  module  direct  cl  module  mcei  • des  Table»  lbgnnlIimiqOri 
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Vous  trouverez  : 
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», 


1 A portion  ultérieure'-  des  seconds  membres  que  je  n’ai  point 
écrite,  commence  par  des  termes  do  sixième  ordre.  Ces  sériés  ont 
_ été  données  par  Euler  sous  des  formes  qui  nioutreut  les  lois  de 
leurs  coefficients  numériques,  ce  qui  permettrait  de  les  prolonger 
indéfiniment.  . • * ' . •*.  - ? 

00.  Dans  les  applications  t|ii’oq  en  fait  aux  calculs  des  opéra- 
tions que  nous  voulons  considérer,  l’arc  a,  exprime  eu  parties  <lc 
la  graduation  du  cercle  dont  il  est  un  élément,  est  toujours  moin- 
dre que  2“  ou  7200"  sexagésimales.  Or,  en  le  restreignant  à cette 
limite,  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  suffiront 
toujours  pour  avoir  la  valeur  du  premier,  avec  une  exactitude 
que  les  observations  astronomiques  et  les  opérations  de  mensura- 
tion sont  loin  d’atleind.re.  >,  *4 

Pour  établir  ce  fait,  il  faut  considérer  que,  dans  ces  formules, 
l'arc  a et  les  lignes  trigonométriques  qui  s’y  rapportent,  sont  cen- 
sés exprimés  en  parties  du  rayon  du  cercle  pris  |>our  unité  de 
loogueur;  de  sorte  que  les  égalités  indiquées  ont  lieu  entre  des 
nombres  abstraits.  Il  convient  de  laisser  celte  forme  aux  lignes 
trigonométriques,  qui  sont  toujours  données  ainsi  par  les  Tables 
usuelles.  Mais,  dans  les  termes  où  l’arc  a entre  explicitement,  si 
nous  voulons , pour  notre  épreuve,  l’exprimer  en  secondes  de  de- 
gré, il  faudra  diviser  la  valeur  qu’on  lui  attribuera  par  le  rayon 
plie  ert  arc  et  exprimé  de  la  même  manière,  afin  de  conserver  à 
ces  termes  la  même  valeur  abstraite  qu'ils*sonl  suppose  repiésen- 
ter.  Je  désignerai  cette  explosion  du  rayon  du  cercle  par  R";  et, 
comme  l’Usage  en  revient  sans  cesse  dans  les  galculs  que  nous  au- 
rons à -effectuer,  je  donnerai  ici,  une  fois  pour  toutes,  sa  valeur  et 
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celle  de  son  luyaritliiiu’ tubulaire , avec  benttroti|>  plus  tletleci- 
males  qu'on  n'aura  jamais  besoin  d’eii  employer.  Ces  valeurs  sont 

K"=  20G264" , 80624  7o<)63  55i56, 

logR"=  5,3 1442  5 1 33  r 7645946047-  L 

J’explique  en  note  le  calcul  numérique  par  lequel  on  les  ob- 
tient (*  . 

J- 4» } — ~- 

(*)  LesvalXmi  de  R " el  de  log  R”  que  j'ai  .rapportées  icj  s'obtiennent  de  la 
manière  suivante.  Soit  a le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  qui  su 
déduit  de  la  comparaison  des  polygones  réguliers  inscrits  Ot  circonscrits 
Si  Von  désigne  par  C la  circonférence  d’uu  cercle  dont  le  rayon,  es  prime  dans 
la  même  unité  de  longueur,  sera  H, on  aura  évidemment 

JaR  - C,  " • 1 * 


et 


l is , 


Prenons  pour  unité  de  longueur  Parc  qui  soulcnd,  au  centre  du  cercle,  on 
angle  égal  h 1 seconde  de  degré  sexagésimal.  La  demi-circonférence  jC  com- 
prenant. 180”,  lu  nombre  total  de  ces  ores  qui  coq)  pose  son  contour  sera 
180.60,60  ou  648000.  Remplaçant  donc  JC  par  cette  évaluation,  Use 
trouvera  exprimé  dans  la  même  espèce  d'unité;  e«,  en  les  désignant  p»t 
l'indice  usuel  *,  011  aura 

a 

Le  nombre  ta  a été  calculé  avec  beaucoup  do  patience  par  plusieurs  mathé- 
maticiens, dont  les  résultats  se  sont  mutuellement  vérifiés.  Wcga,  dans  ses 
Tables  logarithmiques,  le  donne  jusqu'à  i$o  décimales,  et  son  résultat  est 
rapporté  par  llelambre  à ln  page  a5  de  la  préface  des  Telles  de  Borda  Easu 
bornant  à au  décimales,  on  a 

rs  — 3, 1 4 1 5g  a6535  89793  a.Ufjti,  et  log  ct  = 0,49714  98726  941 33  85435. 

Le  nombre  648000 . étant  divisé  arithmétiquement  par  a , donne  R”,  tel  que 
je  l'ai  rapporté  duns  le  texte.  Pour  trou-er  le  logarithme  tabulaire  de  R”, 
prenez,  avec  le  même  ordre  de  décimales,  les  logarithmes  des  deux  Icrines 
delà  fraction  qui  l’exprime,  et  vous  l’obtiendrez,  par  soustraction,  connue 
il  suit  : 

~ log  648000  = 5,8i  107  5oo58  70693  3348a 
log  a =.0,497)4  98736  g4>33  85435 
log  R*  = 5,3i  44'i  5)33i  76459  48047 
commo  jc  l’ai  rapporté.  tf.  . 

Puisque  la  seconde  de  degré  sexagésimal  esl  prise  comme  unité  dgns  !’«*• 
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Supposant  (Iniij- , dans ce tjui  va  sutv te , quel'aii:  x sera  exprime 

en  secondes , je  remplace  la  lettre  qui  le  représente  par  -,  > ’ 

R 


pression  .la  11',  si  l’on  retranche  ce  logarithme  do  celui  .le  l’unité  qui  est  o 
on  aura,  T * 4 

log  «,6855;  48('<i«  a354o  5i<^53. 

Celui-ci,  dans  ses  sopt  premières  décimales,  augmentées  d’nne  nulle  sur  ta 
dernière,  reproduit  le  logarithme  do  sin  i*  tel  qu’il  est  indiqué  dans  le» 
Tables  usuelles.  Pour  voir  la  raison  de  cette  roncoutro,  fortnous  l’oxpreseion 
du  logarithme  de  ce  sinus  parles  séries  rapportées  dans  le  texte.  L’arc  a devant 
«lors  être  I*,  il  faudra  l’y  représenter  par  sop  rapport  au  rayon  réduit  aussi 

I a • ^ 

en  secondes,  c'est-à-dire  par  on  aura  ainsi  f. 

-'^Ka-V-TU  v 'v 

•m  m Sf*  » *é  (a  «?  JSFjM 

lit*  premier  terme  de  sa  valeur  se  trouve  atu*i  être  log  ( jry  j , et  Tou  voit  que 

loü  suivants  no  pourront  y ajouter  quedes  décimales  trés-cloignêes.  En  effet, 
si  I on  calcule  seulement  le  second  avec  les  logarithmes  que  j'ai  rapportés,  ü . 
et  en  prenant  pareillement  celui  de  6 avec  dis  décimales,  on  trouve 


loc  [g  (^»)  ] 


_rVBBPP  W , . jQËttJtm-  r» 

Le  premier  chiflre  signifleatil  du  nombre  correspondant  «era  donc  nue  déci- 
male du  treizième  ordre,  et  Ira  termes  suivants  seront  évidemment  Bien  plus  Sx 
petits  encore.  Conséquemment,  dans  les  Tables  usuelles  où  l’on  se  borne  à 

sept  décimales,  le  log  sin  i"  doit  être  exprime  par  le  log  , limité  de  la 
même  manière,  comme  *-r»  effet  nous  le  trouvons.  _ . 

0 après  Cela,  lorsqu  un  arc  a,  donné  en  secondes,  est  assez  petit  pour 
que  le  eu  bu  dosoo  rapport  à U”  puisse  être  considère  comme  négligeable.  oiT 
|Ki*it,  dam  cette concession  d'approximation,  prendre 


1 sin  oc*  sin  i*,  et  aussi  tang  *’==  tx"  sin  i*;  _ 

4 / ' S ' W # 

en  effet,  les  développements  complets  donneraient  ^ V,  ^ * 

r““=,(p)+5’(s*)' 

Puisque  la  peti^tcis.  supposer  de  ( ^ j permet  de  borner  ces  ci  pressions  b*  , 
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dans  les  termes  de  nos  quaire  égalités  qui  la  amjieiment  hors  des 
signes  trigonometriques  ; et,  limitant  les  séries  à leurs  deux  pre- 
miers tenues,  que  je  vais  montrer  devoir  toujours  nous  suffire, 
flous  aurons 


(*) 

(3) 

(4) 


log  S1I1  a = — log  R''  4- log  a — ^ ^7-,  : ■ 

* a: 

log  tang  a ==  — log  R"  -+-  log  a -K * , 5 

* \ ’1'  f( 

log  a = log  R"  4-  log  si n a 4-  ^ sin’  a ; 

. , . - k 

log  a =4-logR  4-logtanga — jtang’a. 


Pour  éprouver  ces  expressions  ainsi  restreintes , je  suppose  l’arr  a 
égal  à 2°  ou  7200",  valeurs  toujours  supérieures  à celles  qu’il 
'pourra  recevoir  dans  les  opérations  geodesiques.  Alors  il  faudra  le 
remplacer  ici  par  le  nombre  7200.  Avec  cette  donnée,  j’évalue 
d’abord  logsin  a et  logtang  a par  les  deux  premières  égalités  , en 
me  servant,  pour  plus  de  précision,  de  Tables  logarithmiques  à 
dix  décimales.  Puis  je  compare  le  résultat  aux  valeurs  exactes  de 
ces  nièmes  logarithmes  prises  avec  un  nombre  de  décimales  pareil 
Jé  trouve  ainsi  : 

logsin  u calculé  par  a , répond  à a = an  4-  Û",oooo582{ 

logtangacaleulé  par  «,  répond  à a = 20  — o",ooo83  36. 

I _-t 

Je  repète  la  même  épreuve  sur  les  deux  dernières  séries , en  pre- 
nant alors  pour  données  les  valeurs  exactes  de  logsin  a et  de  sin«, 
ou  de  log  tanga  et  de  tanga,  telles  que  les  Tables  les  donnent  ; je 
•trouve  ainsi  :%r;  ' 1;?  fi  ' m 


log  a calcule  par  sin  a , 
log  a calculé  par  tang  a , 


répond  à a.  — 2°  — o",ooot>5  i5; 
répond  à a=  2°  — o",ooi54  34- 


l*ur  premier  terme,  il  h’y  a qu’à  remplacer,  dans  ceux-ci,  ~ par  ainl*, 

auquel  il  est'cquitaleiil  dans  Ica  Siépies  limites  d'approximation , cl  l’on 
aura -les  expressions  annoncées.  Comme  on  en  fuit  un-freqnent  usige  dans 
les  nppiications^je  n’ai  pas  éru  inutile  do  démontrer  le  principe  sur  lequel 
<elleÿ.r*flosei.l  ; mais  j’y  «msserverai  plus  habituellement  le  rayon  R'  en  évi- 
dence, pour  nijeux  rappeler  Je  vrai  Wms  des  rappôrtaVmployos. 
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Je  montre  en  non-  le  ifctail  décès  vérifications  par  un  exemple^/» 
or,  les  observation*  les  plus  précisés  d l'anjjlesjjt’  i>fciivqnt  jamais 
atteindre  les  niiHièmes  de  seconde:  > Nos  «plâtre  (oXpressimis  . ainsi 
restreintes,  seront  donc  toujours  pàiTaitcnsent  suffisantes  lorsque 
l’arc  x ne  dépassera  pas,  3®  Les.  deux  premières  fournissent 

— v.  J >V:- ■ '..-r Jl— — 4 — 

(*)  J<*  ftu^pose  qüe  lV>n.v<‘OÏlte  tÿrifierjt*  dflfttr  IcAftiyck  do  IVxpnv**- 
■<ioliy  Pox\f  uc*  n**c  i coite  cxprdbsion  e*l « **  » 

log  sin  *^=—  tb|'B  "-*  log  sç  —, 

:s*R  **  * , H VPV  H 

« devra  y être  remplace  par  7300. 'Je  prends  le  J ogs si ihpn e de  ce  nombre  avec 
dix  décimales,  et,  restÉtignnnt  celai  <lo  R*  de  la  ml'mc  manière,  le  raljpl 
s’achèvera  comme  il  suit  : . 


Rt 
* *v 
0 RT 


Ip^T^oo^  ^«P5;33  a4<)G4 

-log  IT  =-  St3i4^f)i  V. 


%w 

Æ 


éf  Cf  1 

*5Éd 


a,6(ii)<i  çîfiîi 
é*  V* 


, • 

lo(T  ( jp)  ^ ^.o358i  47a»i4 


* tV-^gjpr,  — — 0,00008  8içj58 

4 * ; ' — : 


nb  log  ain  ».  == 

».  _.  t • _ <»• 

* log  sin  3°  = 

hveoe  de  la  formnle. . 


...  A * A 

3,54381  910^4  ‘v 


3,54281  p.r.i, 
- a -r 

ü St-  3» 


► f 


%,g  © 

** 

tfW» 

S'h’’’ 


ü ,8  :k/x3  3oGik> 

\f  6, 

5.94;>44  77873 

' 0,00008819541 


Le  logarithme  exact  de  sin  3°,  ici  rapporte  comme  élément  de  comparaison , 
est  pris  dans  les  Tables  de  Ifrigés  intitulées  Tngonomrlria  Üritanmlca.  Les 
trente-cinq  unités  «l’excèi , dans  les  derniers  'chiffres dir  l<lj;aritfcmo  calculé 
par  notre  formule  restreinte,  répondent  à un  excès  d’a^c  égal  à o',oooo5  8306. 
Il  du  résulte  donc  que  le  log  sin  a/ainsl  conclu  des  deux  premiers  termes 
de  nos  séries,  ne  se  trouve  pas  être  exactement  celui  de-i^0,  mais  de 
?o-t-o*,oooo58xp6,  romme  je  l’ai  dit  danslc  lexlc.  Les  limites  d'exactitude 
de*  troi*.  autres  expressions,  qui  donnent  log  tnng  » et  log  »,  s'obtiennent 
par  un  calcul -absolument  pareil. 

11  ne  sera  pas  i-intileidc  reproduire  ici  une  conséquence  que  l'on  a fre- 
. qticrtiment  occasion  d'appliquer,  mais  de  laquelle  ceux  qui  l'emploionl  ne 
"se  rendent  p.-iktopyours  un  compte  exact.  Supposons  qu'au  lieu  do  prendre 
l'arc  « égal  a î° , on  le  lasse  seulement  égal  à 1 seconde.  En  appliquant 
il  ce  cas  nos  expressions  approchées  de  log  sin  » el  de  log  tang  a , il  faudra 
remplacer  l’arc  «”  pari  j et,  en  se  bornant  encore  à dix  décimales,  on  aura 

T.  m.  5 
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U»  moyen  très-coin  mu  Je,  pour  obtenir  lr  logarithme  Ju  sinus  ou 
de  la  tangentjj  d'un  arc  borné  à cette  limite^ et  dont  la  valeur 
donnée  contiendrait  plusieurs  décimales  de  seconde  <pie  l’on  croi-’ 
rait  occasionnellement  uc  pas  devoir  négliger.  Car  on  obtiendra 
ainsi  ces  .logarithmes  plus  eûcféinenL.  et  plus  uisement,  ipie  si  on 
les  déduisait  des  Tables  par  les  parties  proportionnelles.  * 

■ Veut-on  connaître  les  valeurs  linéairesque^représen  tentles  quatre 
erreurs  que  nous  venons  de  calculer,  eu  supposant  que  l’arc  de 
2“  qu’elles  alTectcnt  soit  pris  sur  le  contour  d’un  grand  cercle  de  la 
terre  supposée  sphérique?  Pour  cela,  il  n’y  a qu’à  se  donner,  par 
anticipation,  la  valeur  moyenne  d’un  degré  terrestre,  que  nous 
trouverons  bientôt  être  57014, 5 toises,  de  l’ancien  étalon  adopte 
par  l’Académie  des  Sciences.  Alors  la  soixantième  partie  d’un  degre, 
ou  1 ',  sera  95oT,24'7>  et  la  soixantième  partie  de  cette  minute, 
ou  t",sera  i5t,83736.  Multiplions  maintenant  parce  nombre  la  plus 
grande  erreur  de  nos  séries ,.  qui  est  o",oot 5434  .pour  un  arc  de 
2°;  le  produit  sera  oT,o2444^»  011  > en  lignes,  2tl,iig.  Cette 
quantité  serait  beaucoup  trop  faible  pour  qu’on  pût  espérer  de  la 
saisir,  sur  la  longueur  d’un  si  grand  arc.  F.t  l'erreur  d’évaluation 

f ? 

^ » , J *. 

• r # • 

il’atiorit,  pour  leur  premier  terme,  * • 

log  1 = 0,00000  OOOOO 

- log  H”  =- 5,3i4',2  3i332 

log  ^ — G ,G8‘i57  4*068 


t OC*  * À St* 

Alors  les  termes  correctifs  — "l"  3 jp,  > ‘lu*  complètent  log  si  11  a 

et  log  tanga,  se  trouvent  avoir  leur  premier  chilTrc  significatif  dans  le 
treizième  ordre  de  décimales  seulement  ; de  sorte  qu’ils  ne  changent  rien  aux 

dis  premiers,  qui  sont  donnés  immédiatement  par  log  i;.  Les  termes  ulté- 
rieurs des  deux  séries,  si  l’on  avait  voulu  les  conserver,  auraient,  sur 
l’expression  totale,  des  influences  progressivement  moindres.  Le  log 

j 

trouvé  ici  représente  donc  log  sin  1’  et  log  tang  1",  jusque  dans  les  dix 
premières  décimales  de  leurs  valeurs,  ce  qui  permet  de  le  prendre  comme 
lent  étant  équivalent,  quand  on  ne  vent  pas  aller  au  delà. 
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qu’elle  ruprcsen le  deviendra  encore  plus  petite,  dans  la  proportion' 
des  amplitudes,  pôur  des  arcs  moindres,  comme  sont  toujours 
ceux  auxquels  on  a occasion  d’appliquer  les  expressions  prece- 
dentes. On  pourra  donc  la  négliger  sans  hésitation.  * 

Gl.  On  peut  représenter  par  des  développements  analogues 
toute  fonction  de  l'arc  a dont  la  forme  serait,  donnée.  Supposons, 
par  exemple , que  l’on  veuille  exprimer  ainsi  les  restions  de  la 
corde  avec  l’arc  qu'elle  soutend.  On  aura , par  définition  , 

corde  a = îsin-J  a. 

V-  ” 

Rapportons  d’abord  l’arc  a au  rayon  du  cercle  pris  pour  unité  de 
longueur.  Si  l’on  veut  avoir  la  corde  en  fonction  de  l’arc , il  faudra 
développer  sin  ~ a suivant  les  puissances  de  ~a.  Si  l’on  veut,  au 
contraire,  l’arc  en  fonction  de  la  corde,  il  faudra  développer 
l’arc  -j  a en  fonction  de  son  sinus  qui  est  j corde  a.  Effectuant  donc 
ces  opérations,  et  faisant  ensuite  disparaître  le  dénominateur 
commun  2 , on  trouvera  d’abord 


•ritrde  a — a — a3  -+- 


et 


a = corde  a jj  (corde  a)1  -+-  (corde  a)1. . . . 


La  petitesse  des  fractions  7777,  ïtt>  qui  multiplient  les  puissances 
cinquièmes,  montre  d’avance  qu’on  pourra  toujours  négliger  ces 
termes,  pour  des  arcs  moindres  que  2".  Alors,  en  prenant  les  loga- 
rithmes tabulaires  des  deux  membres  de  chaque  égalité,  et  res- 
treignant les  développements  à leurs  deux  premiers  termes , on 
trouvera 


log  (corde  a)=log  a — 


loga=  log(cordea)-)-  — ^(cordeal1  ; 


ou , si  l’on  veut  exprimer  l’arc  a en  secondes  de  degré  , hors  des 
signes  trigonométriques , 


log  corde  a = — log  R"  log  a — — — , 

log  a = log  R" -t- log  (corde  a)  -)-  —,  (corde*)'. 


I 
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• «tiü.  Dans  les  applications,  il  Arrive  souvcpt-4|uc  l are  a n est 
pas  donne  par  sapyaleur  an  gblaire,  mais  par  la  loDgnnir  A qu’il 
occupe  sur  un  grand  ceroflMe  la-  splièrè  où  il  a été  mesuré  linéai- 
* remeijt.  Alors  op  peut  vouloir  (-(«naître * sur  ce  piêmc  cercle,  les 
longueurs  absolues  de  son  sinus,,  de  sa  Ignganto  ét  de  sa  corde, 
que  je  représente  rîÿpectiVcinciit  par  sm  A , tang  4 > AV  Or, 
elles  se  déduisent  egalement  de  rios  formules  approximatives,  en 
’ supposant  toujours  (pie  l'arc  A n’occupe  pas , sur  son  cercle,  un 
qui  dépasse,*0.  En  effet,  désignons  par  R Ip' rayon  de  ce 
«prcle , exprimé  dqjis  la  même  espèce  d’unité  de  longueur  que 
rtire  A.  Si  l'on  nomme  à l’arc  qui  soutend  le  même  angle  dans  un 
«>rclc  dont  le  rayon  serait  i,  la  proportionnalité  de<  lignes  homo- 
logués, dans  les  figures  semblables,  donnera  évidemment 

**  • « i,  - fti,  e- 

A BU  sin  A ==  R sin  a , tarig  A = B tang  a , 

- * * •'  » * ** 

corde  A = R corde  a. 

* - .. 

Tirez  donc  de  ces  égalités  les  valeurs  de  a,  sin  z , lang  a , corde  a, 

et  celles  de  leurs  logarithmes  tabulaires , pnis  substiniez-les  dans 
les  développements  que  nous  avons  formés,  cii  les  bornant  tou- 
jours à leurs  deux  premiers  termes  que  nous  avons  reconnu  de- 
voir toujours  suffire  pour  un  arc  d’üne  telle  amplitude.  Il  en  ré- 
sulte» l’ensfcmbh'  des  formules  approximatives  suivantes 


i A 3 

s.nA  = A-è-, 

« . i sin'A 

A=smA  + g -Rj-, 

i A1 

corde  A = A — , 

aq  R 

A A’ 

logsin  A = log  A — g - 1 


tant:  A — A 


- i-A* 
f3H<- 


a 

e. . 


1 tang3  A • 
A = tang  A — - — - — , 
b 3 R’ 


log  A = logsin  A 
loe  corde  A = log  A 7 — 1 

7.4  R' 


/•  sin'A 
6 ~K 
A A' 


A =7  corde  A -+- 

* 

log  tang  A = log  A 

log  A log  tang  À — 


1 (corde  A) 
i 7.4  R! 

A A’  ’ 

3 R’’ 

A tang3  A 
3~R^’ 


log  A 7=  log  (corde  A)  -t 

74 


A (corde  A 


R 
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«u  il  tant  toujours  su  rappeler  que  l’otï  a, -en  se  bornant  à dix  dé- 
cimales, . * 

. ■ * * * 

o, 4342#) 44^ ‘•îi  log  X t ,(î3'75^,43‘i  i3.  k 

' ' s •*  ' 

On  peut  remplacer  le  rayon  H par  sa  valeur  en  fonction  du  de- 
gré sexagésimal , inespré  sur  le  cercle  auquel  l’are  A appartient. 
Car,  soit  D(°'  la  longueur  de  ce  degré  exprimé  dans  Ht  même  espèce 
d’unités  linéaires  que  A.  D’après  ce  qui  a été  démontré  dans  la 
page  42  (note),  si  l’on  fait,  par  abréviation  , 

* v *•  • 

. . • 180  . V * » 


R = < 


IV" 
*’  . . 


et*  log o>=  1 ,75812  26334.  s 


Toutes  ces  expressions  ont  été  données  par  Delanibre  dans  le  tony  U 
»le  l’ouvrage  intitulé  : Base  du  Système-  métrique  lU'cimnl.  Iantr 
principal  avantage  consiste  en  ce  que,  lorsqu’on  veut  calcules  leur 
premier  membre,  par  l’élément  du  second  «pii  se  trouve  actuelle- 
ment donné,’  la  partie  principale  de  (à  valeur  cherchée  s’obtient 
immédiatement  par  jtellc  de  cet  élément  même,  et*  le  rayon  R 
u 'entre  que  dans  les  tenues  correctifs,  toujours  très-petits.  Ainsi 
la  longueurlincaire  decc  rayon,  ou  du  degreD(0)  qui  le  représente,  , 
n’a  pas  besoin  dlétre  connue  av'ec  la  dernière  rigueur,  mais  seule  - 
ment  par  une  évaluation  approximative.  Cela  est  rendu  évident 

par  la  petiteSSe  du  facteur  — ou  — $ qui  affecte  tous  ces  termes,  et 

■ U1  W3  1 

<pii  atténue  ainsi  les  erreurs  qne  l’on  aurait  pu  commettre  dans 
l’appréciation  du  degré  D "Vie  rapport  devant  être  toujours 

J 1 # _ ^ **  m 

moindre  que  2.  Alors',  quand  on  applique  ces  formules  a des  111e- 
su  res’  d’arcs%néridienp , effectuées  dans  une„région  quiconque  de 
la  terre,  on  pourrait,  côrVnnc  première  approximation,  calculai 
les  ternies  correctifs,  èn  donnant  au  rayon  R la  yaleur  que  l’on** 
ownclnmif  de  -ces  mesures  mêmes , en  faisant  d’abord  abstraction 
de  ces  terniéS;  santal  le*  recalculer  de  nouveau  plus  exactement 

« 

» » 
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lorsque  l’ensemble  de  tous  les  résultats  aurait  fait  mieux  connaître 
la  valeur  locale  qu’il  convient  de  lui  attribuer.  Mais,  dan»  l'état  ac- 
tuel de  la  geodésfe,  ces  valeurs  du  rayon  R,  tr  ès-pe  u différente!  les 
unes  des  autretft  sont  déjà, 'connues  partout  assez  approximative- 
• ment  par  les  opérations  déjà  faites,  pour  qu’on  puisse  les  employer 
de  prime  abord  dans  calcul  des  termes  correctifs , sans  passer 
parle  détour  de  la  première  évaluation  que  l’on  obtiendrait  en  les 
négligeant;  et  cette  conception , qui  ne  fait  que  prévenir  lés  con- 
séquences d’une  rectification  ultérieure,  permet  d’a  rriver  di  recte- 
ment  aux  résultats  locaux  définitifs,  sans  avoir  l’inconvénient  d’un 
cercle  vicieux.  >,  ‘ * » . ? 

65.  Il  n’y  a que  deux  cas  où  il  devient  indispensable  d’avdif  les 
valeurs  locales  de  R ou  de  D<s)  avec  une  plus  grande  exactitude. 
C’est  lorsque,  l’arc  A étant  donne  en  mesures  linéaires,  on  veut  en 
conclure  l’angle  au  centre  correspondant  * en  secondes  , par  son 

expression  algébrique  a = - R",  sans  le  déterminer  astronomi- 

* ..  • • R ♦ 


queinent  par  la  mesure  de  l’angle  céleste  compris  entre  les  normales 
qui  le  contiennent;  ou,  réciproquement,  lorsque  a étant  ainsi 

»donné,  on  vqjit  en  conclure  l’arc  A par  l’expression  inverse  A=  — 

» ' . ~ R" 


Alors,  pour  effectuer  exactement  de  pareilles  conversions,  où  le 
, rayon  local  R entre  avec  toute  sa  valeur,  il  faut  avoir  préalable- 
ment déterminé  la  figure  générale  de  la  terre,  avec  assez  d’univer- 
salité, comme  de  précision,  pour  pouvoir  assigner  théoriquement 
la  longueur  absolue  du  rayon  R en  un  point  donné,  par  exemple 
au  pôle,  ainsi  que  les  lois  de  ses  variations  à partir  de  ce  point. 
Mais  on  verra,  dans  les  sections  suivantes,  que  l’ort  arrive  à ces 
deux  résultats  sans  avoir  besoin  d’effectuer  des  conversions  pa- 
reilles; ce  qui  ifs  ramène  à n’étre  que  des  applications  finales,  et 
exclut  tout  cercle  vicieux  dans  la  marche  phr  laquelle  on  y par- 
vient. C’est  ce  que  j’ai  voulu  faire  pressentir,  de  peur  que  cette 
idée  ne  s’offre  à l’esprit  du  lecteur. 

64.  Après  ces  préparations  générales,  je  reviens  à l'opération 
de  Pcnsvlvanie;  et,  avec  le  secours  de»,  formules  que  nous  Venons 
d'établir,  je  vais  calculer  la  correction  qu'H  faut  faire  à Pare  oblique 


• . 4 .mïSiyiiE  • , . 7, 

Si  S,  de  bjtg.  1 1,  |R>ur.  obtenir  l’are  Al*S:.tlu  méridien  de  la  der- 
nière station  qui  est  compris  entre  le;j  mêmes  parallèles  terrestres. 
Celte  recherche  nous  sera  ultérieurement  très-udlc.  Car  un  ealeiil 
exactement  pareil  se  représente  dans  toutes  les ;opcralions  analo- 


gues 


que  nous  aurons  à considérer,, non-seulement  quand  on  ar- 


rivé à leur  terme  final , mais  même  pour  projeter  sur  le  méridien 
les  diverses  portions  d’arcs  sphériques  qui  les  composent , lesquels 
sont  toujours  plus  ou  moins  obliques  à cette  direction. 

Pour  éviter  les  confusions  de  lignes,  je  reproduis  séparément 
ici  ce  système  d'arcs  dans  la  fig.  ta,  en  J’y  plaçant  sur  la  même  ' 
sphère  locale  dont  le  rayon  polaire  est  CP.  J y ajoute  cette  spécifi- 
cation de  localité  par  anticipation , puisque,  dans  ccttc  première 
(•preuve , qui  ne  sera  qu'approximative  , nous  pourrions  considé  - 
rer la  surface  terrestre  régularisée  comme  étant  absolument,  splic- 
l ique,  et  décrite  avec  un  rayon  constant.  Mais  il  n’en  coûtera  pas 
plus  de  nous  mettre,  dès  à présent,  dans  l’hypothèse  plus  géné- 
rale d’une  sphère  osculatrire  variable,  sauf  à voir  si  nous  pour- 
rons déterminer  son  rayon  local  avec  une. approximation  suffisante 
pour  l’usage  que  nous  en voudrons  faire,  ou  si  nous  devrons  nous 
résoudre  à négliger  d’abord  cette  modilication  de  localité.  Ici,  celle 
sphère  sera  caractérisée  par  la  condition  de  se  confondre  sensible- 
ment avec  la  surface  terrestre  dans  la  petite  étendue  superficielle 
où  l’on  a mesuré  l’arc  S, S,  ,•  et  d’avoir  son  rayon  polaire  CP  pa- 
rallèle à l’axe  de  rotation  du  ciel.  Alors  ce  sera  sur  susiipcrlicic 
que  nous  construirons  le  triangle  sphérique  S,  S,  M,,  dont  le  côte 
S,  M,  représentera  la  direction  dumérwlien  de  S,,  avec  lequel-l'arc 
S,  S,  forme  l’angle  observé  f.  Quel  que  puisse  être  le  rayon  recette 
sphère  osculatricc,  je  le  représente  par  R , eu  le  eoncevan!  jjx- 
primé  dans  les  mêmes  espèces  d’uoiles  de  longueur  qu'on  a em- 
ployées pour  mesurer  l’arc  S,  S,. 

Maintenant,  du -point  S,,  Icplusboreal  de  l'oblique  S,  S,, 
incite  , snr  nuire  sphère , un  arc  de  grand  cercle  S, IN  , |k-i  peudicu- 
laire  au  méridien  S,Mt.  laJ  triangle 'polaire  F*S,  N avant  PS  pour 
liypoK  mise , l’N  sera  moindre  que  l’S  , , parce  que  l'angle  en  1‘  e*l 
nécessairement  très-petit  ; el- {jpininc  PM,  c>t  égal  a P$, , par  con- 
sirueiion  . puisque  les  points , M,  doivent  appartenir  à ii^incmc 
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parallèle  terrestre,  AtyAjq^-a  situç.uir  Ic^nqlongciijtnl  de 
en*  se  rapprochant  du  pôle,  ainsi  qu'on  l’a  représente  dans  la 
ligpre.  Cela  pose,  je  vais  d'abord  -calculer  l’are  total  S,  N.  Je  dé- 
terminerai ensuite  la  longueur  de  l'arc  M,  N , par  la  condition  que 
les  deux  points  M,,  Si  soient  egalement  distants  du  pôlt^sur  letirs 
inJFidicus  respectifs.  Alors,  SsN  — M IN  sera  la  longueur  cherchée, 

, dt  l'are  méridien  S, M,,-  , v ^ , y-  * „ > >t  *•* 

LA  trois  jircs  tlé  grands  cercles  S,  Sj,  Sj^N^  S, fi , Jortnent  sur 
nqtrp'ÿhère  , dont  le  ravon  est  R , un-triaVt^le  sphérique,  rec- 
tangle en  N,jdans  lequel  on  connaît  l'hypoténuse  S,  S? , que  je 
nomme  A , a Vie  l'angle  adjacc  nt  S,  S,  N égal  à 3o*',  que  j’ap- 
pellerai i.  On  Clierche  le  côté  S,N  que  je  désigne  par  A',  et  le  côte 
S,  N que  je  désigne  par  A'.  Pour  ne  pas  introduire  explicitement 
dans  le  calcul  l'espèce  particulière  d’unités  linéaires  dans  lesquelles 
l'arc  A est  exprimé,  et  qu’il  faudrait  aussi  appliquera  rayon  R , je 
•ouene  idéalement , à partir  du  centre C , trois  rayons,  ou  verticales, 
dirigées  aux  pointsS,’’,  S..,  Ai  puis  je  les  coupe  par  une  sphère  con- 
cqptrique  à la  première , et  décrite  d’un  rayon  égal  à i.  Joignant 
les  trois  points  d’intersection  par. des  arts  dé  grands  cercles,  je 
forint  ainsi,  sur  cette  sphère  cent  râlé , un  triangle  sphérique  sem- 
blable à S,  S,N  , dont  je  désigné  les  côtes  respectivement  homolo- 
gues par  a,  a',  S',  l’angle  i étant  commun.  Lorsque*'  et  U'  seront 
connus  eii  a et  /,  sur  la  sphère  ,çen  traie.,  là  proportionnalité  des" 
lignes  homologues  , dans  les  figures  semblables,  donnera  évidem- 
ment 

ÜJk 

t (sv75 


4 M 


A =,R* , 


,i^=  fta'., 

ijKt 


A'  =f  R*\ 


il  ne  restera 
mesures , 
avec  une  approxi- 


\lors,  pour  obtenir  A'  et  A'  en  mesures  linéaires,  il  i 
plus  qu’a  copnailre  ie  rayon  R dans  ces  mêmes  unités  de 
soiScvictemçig  ,-si  cela  esk  indispensable,  'soit  avec  une 
niation  suffisante,  si  uotispouvons  limiter  son  Influence  a de  petits 
termes  correctifs , cnt  l’éfiminanl  des  parties  priucipafés  de  A.'vct  j 
de  A',  pai  -.a  relation  ;nn  l are  A qui  est  connu.  Or,  ce  dernier  ^ 
ests  esrheurcust^cn^elui  q^è'nofre  calcul  va  réaliser^ 

La  lesolutiotl  iju  triangle  repliai  rentre  dans  le  troisième 
pian  glcsfyhc  iK]uc^PcWHiglc^,  qiie.J.ege^raJBfbnsith  i 


OK 

cas  dr|g 
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lians  son  Traité  de  Géométrie.  Kn*  y adaptWjes  formules  <| u'il 
donne,  on  trouve  T ; <»•  • 

W tanga  =:  tang  a cost,  sin  5r=.  sinjt  sin/.p 

t * y 1 • % * — | a 9 

Si  I on  voulait  résoudre  immédiatement  ces  équations  par  les 
labiés  de  sinus  et  de  tangentes,  il  faudrait  v remplacer  l’arc  m de 
la  sphère  centrale  par  sa  valeur  angulaire  , qui , exprimée  en  Se- 
condes, serait  — R*^  Cela  exigerait  donc  déjà  la ^connaiss.iuce 

exacte  du  rayon  R pour  remployer  comme  diviseur  dans  ceftç 
conversion.  Lorsque  les  arcs  a',’  i'  seraient  ainsi  connus  en  valeurs 

angulaires  , il  faudrait  fnriher  leurs  vajpurs  abstraites  *— 5 —,/^uis 

les  multiplier  par  R pour  avoir  A’  et  X,  ce  qui  dounerait  î l*6Wr 
luation.de  R une  Hmusncé  inverse  dans  ces  deux  calculs.  Il  est 
dl>nc  très-desirable  d’éluder  les  erreurs  que  l'inexactitude  de  cette 
évaluation  produirait  dans  ces  operations  réciproques;  et  cela  doit 
être  au  moins  essentiellement  possible  pour  de  petits  arcs  tels  que 
ceux  que  nous  considérons?- puisque,  s’ils  étaient  si  petits  qu’on  pût 
les  Considérer  comme  proportionnels  à leurs  sinus  et  à leurs  tan- 
gentes, le" rayon  R disparaîtrait  évidemment  tout  à fait  de  leurs 
relations  mutuelles*  Or,  en  effet,  ce  caractère  spécial  de  petitesse 
permet  de  dégager  la.  partie  principale  de  A'  et  de  a',  qui  est  indé- 
pendante de  sa  valeur. 

60.  Pogr  cela,  les* ares  x,  a'yd'  devant  toujours  être  ici  moin- 
dres que  adegrês 'ntr  7200  secondes  , je  leur  applique  les  déve- 
loppements restreints  que  nous  avons  établis  dans  la  page  fin.™ 
I exprime  ainsi  d’abord  l’arc  a'  par  sa  tangente  qui  est  donner;  «tant 
la  première  des  équations  (.f) ,.  et  j'obtiens 

a'  — taQg’irosé  -' — S-tnng*  a cos’  /. 

Maintenant , dans  le  second  membre,  je  remplace  tanga  par  soit1 
développement  en,« , «pii , restreint  ,de  même  à ses  deux  ""premiers 


termes,  est 


* *'P  y • *:**• 

et,  en  hofujut  j/cltiv  stihslituUnn  aux  puissances *d#  a qtti  ^i’cx- 


nj  xSTbtwnni  r 

cèdent  pas  la  troisième,  pour  rester  dans  les  méiiics.limitcs  d’ap- 
proximation , j'ai  finalement  « 

t • 

x!  — a cost  + {«'  cos i sin  i. 

* j «' 

Opérant  de  même  sur  la  deuxième  des  équations  {f},  j’exprime 
d’abord  l’arc  rV  par  son, sinus  qui  est  donné,  et,  en  me  bornant 
toujours  aux  deux  premiers  termes  du  développement,  j’ai' 

a ^ ï i . m " . ' . . , 

$'  ~ sin  a sin  i -1-  sin5  a sin1 < ; 

. . ' 1 " * • 

alors  je  remplace  sin  x pat  son  développement  en  a qui  ejt  dans  les 

mêmes  termes  ■ 

T • sin  x = a — •>  *•  >* 

et,  en  pie  restreignant  toujours  à la  même  limite  d approximation, 
i’obtions  finalement 

J • * . .. 

* » » 

^ a Si  il  i cos'  i. 

Maintenant,  pour  reporter  cés  résultats  sur  notre  sphère  oscilla 
trieé,  dont  te  fayop  est  R , il  faut  v remplacer  les  arcs  a , a',  d', 

^>ai  leurs  valeurs—-'  ^ ■>  ^ • Alors  un  des  facteurs  ^ disparait-des 
H R R R • 

JS 

deux  membres  de  chaque  égalité  connue  leur  étant  commun  , et 
l’on  a.  . 

* . . t» 

P i A1  , 

A'crA  cost  -+-  r'  j—cos / sin5 / ; A’=  A siitt  — f.  — sin  i eus5  i. 

’ * ’ . , 

Les  premiers  termes  rie  ces  expressions , (pu  forment  la  jioriioii 
principale  des  valeurs  cherchées,  sont  évidemment  ceux  que  l’on 
obtiendrait  si  l’on  résolvait  le  triangle  terrestre  S,S  N connue  s’il 
ejait  rectiligne.  C’est  ce  qu’a  fait  l’astronome  anglais  Maslteiyno , en 
calculant  cette  operation,  se  fondant  sau’s  doute  sur  l’éxtivint 
petitesse  de  l’angle  t.  D’après  notre  calcul , pins  général , on  voit 
que  ces  premiers  termes  sont  seuls  indépendants  du  rayon  R , 
dont  le  carré  reste  comme  diviseur  dans  ceux  qui  leur  Sont  .isso- 
ciès.  Mais  lorsque  les.  amplitudes  des  arcs  A sont  aussi  restreintes 

. : ' -i  ' ■ ' ....  « , • ,V  • 

que  amis  b .supposons , l'excessive  politesse  Nlu  rap|»ort  fuit 
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<yj«  ce»  derniers  termes  peuvent  être  calculés  avec  toute  la  pré- 
cision necessaire,  d’après  la  connaissance  approximative  que  Von 
a toujours  du  rayon  R.  Ici-,  en  particulier,  la  petitesse  de  ce  rap- 
port est  telle,  qu'on  peut  le  calculer  sans  erreur  appréciable  avec- 
la  valeur  de  R qui  se  déduirait  du  degré  I)'°),  iinmédiatenienteva- 
lue-  en  résolvant  le  triangle  S,  SM,  comme  rectiligne,  et  supposant 
que  le  côté  SiM,  se  confond  avec  la  perpendiculaire  S,  N.  D’après 
ce  que  j’ai  montré  dans  la  note  annexée  h la  page  55,  cette  déter- 
mination approximative  donnerait,  en  pieds  anglais , D^'égal  à 
363^8 1 8 1 ; et  de  là  on  déduit,  dans  la  mémeespèccde  mesures, 

donc,*logR  ==logcü-t-logD'0i,=  7,3189636. 

Maigre  la  petite  inexactitude  qui  peut  affecter  cette  expression  de 
R,  elle  nous  suffira  parfaitement  pour  calculer  nos  petits  termes 
correctifs  f comme  je  le  prouve  matériellement  ici  eni.  "note  (*j#Kn 


(*)  l’our  confirmer  matériellement  l'assertion  ici  omise  il  a DS  le  texte,  je 
vais  calculer  les  termes  Correctifs  de  A'  et  de  a',  en  attribuant  à DW  la  va- 
lour  finale  3G3--il>d»,  qui  se  déduit  de  la  mesure  des  arcs,  après  les  réduc- 
tiéns' exactement  faites.  Je  montrerai  ensuite  que  ces  mêmes  termes  s’ob- 
tiendraient sans  différence  appréciable,  dans  l’ordre  de  décimales  qu'on  y 
conserve,  si  on  les  calculait  en  prenant  pour  D<°>  la  première)  évaluation 
approximative  ; cela  mi  dira  ppur  faire  disparai iro  toute  appa- 

rence i^c  cercle  vicieux.  Mais,  Cn  général,  dans  cette  question  comme  dans 
toute  autre,  où  l'un  craindrait  qu'une  évaluation  imparfaite  de  D(°>aie  pùt 
entraîner  quoique  erreur  dans  l'appréciation  d«f  tormes  correctifs,  comme 
ceux  que  nous  avonajci  -à  considérer,  on  appliquerait  d’abord  aux  arcs  ob- 
serves les  corrections  obtenues  avec  cette  valeur  imparfaite , ce  qui  condui- 
rait à une  seconde  évaluation  de  D(°)  beaucoup  moins  fautive,  avec  laquclle 
011  calculerait  du  nouveau  ces  mèmès  corrections  ; et  si  elles  différaient  sen- 
siblement dea  première»  que  l'on  avait  obtenues,  on  recommencerait  un 
troisième  calcul  fVareil pui.ï"  un  quatrième,  jusqu’à, ce  qu’on  n’y  'trouvât, 
plus  que  des  variations  négligeables. Ici  cos  détours  sont  inutiles , connnoon 
va  lavoir,  à cause  de  la  petitesse  do  l'aile  i,  qv*  rend  la  première  approxi- 
mation très-sullisalUe  ; et  je  n’y  emploie  la  valeur  exacte  de  U(°)  «pie  pour 
présenter  le  calcul  cb'finîtifud  qu’on  l’effectuerait,  par  une  approximation 
finale,  dans  d’autres  cas  du  l’on  en  aurait  reconnu  la  nécenité?  ' 

Les  données  du  calcul  nttinqyjque ^pVonl  Jonc  te! 

434oitl'ds,fi,  Jn4r3o",  1 ,7:>8rvJbV»t' 

l’oiii^jurgir  l'cÂecluér  ‘av  ceRcffa^l  dé  logarithmes  à je 
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l'appliquant  nos  deux  loi-mules,  et  ofiecfaant  aussi  le  raient  di- 
rect de  Ipurs  premier* fermes  avec  les  valeurs  de  A et  de'f  qni  sont 
données  , on  trouve 

A'c=  4^3o94i“*%69a  4-  oi,d  ,2(>4  = 43^094 |lJ’,g56  ; 

— s.8i9(>i“,',,747  — ?.8i94|'ds1(7 18. 


change  (o«-i  un  1 — asiu1  1 1 dans-ie  terme  de  A'  ou  ce  cosinus,  a pour  fau- 
teur l’orc  A ; Alors  le»  formules  à évaluer  son* 


■V-ai-  aA  sin'r  ‘-et 


A» 


. f . A*  - - 

A xs A -.in  1—  -t-;.-— smico»*  1. 

tnr’  I x»;. 

^ ' 1 t . ' 


Voici  le  type  des  operations,  aveç  de»  logarithmes  à sept  décimales  : 9* 

v 1 * »<*.  Calcul  de  A'.  ’ . 

loff  A = 5,03^5oi3  log  A4  — l6,(){s5o3()  Io0  3 ac  a,^rit3 

► h>C2  = o,3oio3oo  j,^f09,  = "1,9990815  lo^u*  =' 3,5i6a453 

lo|»sip‘|i  3,o*?7>i4  lousin’r  = 5,(ri5tip4  Ion  U(0)=  — il,  1216564 

r i5,u5tnvS- 


" a •9!>a3l.r>7 

l>d  s 

aA  sin’ ji. . . f 9(6,908 
A 4340! i ,6 


14,5369808  . 
s5,u  5oa.iS  , 


' 1,4*19580 

Acosi 43Î001  .fini  .1  A*  . , 

_ * 1 Jéi  . 5~ï  fiSîi*0*1  V"  *•  **  ,'->6|<l . 

Terme  rorr.  -+-  0,264  . • au* 

y ' . * 

A’ ii3<X)4 ,t)56  <>n  trouverait,  (tour  ce  ternie,  otK,,-aG4'i^  if  on* 


le  calculait  en  dourturil  il  lit")  la  valeur  ap- 

* *|iroxiniative  3(i378il"l»,8i.'  ■ 


1°.  Calcul  dr-y.  \ ' * A 

^ , * ■ , 

fo(jA  =.  5 ,(>3^5oi 3 loi;  A'  =i6,9i2.5o3i)  lo{^3'.,*l )<">*  — i5,i i5oa-a» 

log  sini  3=  a,  H 1-36977  lot’slni  i-  2,812697 


il. 


lut;  2=  o,3oio3S<> 
s 


Terme  corr, . — *3029 

A.  -*Sif>| 


4,4501090'  '«C®0**'  — '.agSi^lo  J i i5,4i6i.5jS 

i3,7'i336'|(V 
15,4i6o5a8.  ••  :■ 


■».'  . Vafw  19,7233646- 

A sim-..  no iyt’ j y47 


- A 


0,3073118  f , - 
1 A’  * '• 

ad  4T  * 

On  trouverait,  pour  ce  tarmo , aHSo’JûA,  si 

au  la  calculait  en  domum*  ^ |1((>)  lu  valeur' 

*■  *•'  npprQtimadVe  3H3“8i  P*1*  ,8i . «►, 

* ■*  * 
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La  petitesse  excessive  de  ces  terrtiës  correctifs  justifie  ainsi  tç 
tes  nos  pl^visiofis.  * • x * 

(17 . L’arc  A'  rtu  S;  N de  ta  fig.  1 2 étant  conrhij  il  reste  à trouver 
>f,N  qu'il  Ci  ut  en  soustraire.  Pour  cela,  je  remarque  <*[ue  le  point 
M,  devant  cire  su  1 je*  parallèle  de  S„  par  définition,  l’arc  PM,, 
compté  du  pôle  P sur  nopc  sphère  osculatriee  .est  egaj  à PS,,  qui 
représénte;  sur  cette  Sriéme  sphère , la  distance  du  point  S,  au 
polé  “P.  dominera,  condition  de  tangence  est.  supposée  sensible- 
ment remplie  dans  la  petite  étendue  superficielle  du  triangle  S.’NS,, 
le  rayon  CS, vde  la  sphère  tangente  coïncide  arec  ta  normale  terrestre 
en  S,‘,  er  se’  dirige  ainsi  extérieurement  au  zénith  de  ce  point.  En 
outre,  le  rayent  CP.dtT  cette  sphère  e£t  rente  dirigé  au  pôle  de  rota- 
tiun  de  la  sphèr«xééleste.  Ainsi  /à  cause  de  La  jmtitesse  infinie  de 
la  terre  ,da  distance  angulaire  du  pôle  céleste  au  zénith  , qui  s’ob- 
serverait en  S, , et  fjue  je  désignerai  par  rV,  est  égale  à l’angle 
S, CP,  aûé  l’arc  PS*sqÉ(tend  au  cenlrc  de  la  sphère  tangente.  A la 
vérité  ; l’angfed'  n’esfpas  ici  connu  par  des  observations  astrono- 
miques, îpii  auraient  été  faitejj  précisément  en  S,.  Mais  je  moutrerai 
tout  à riieùrequ’on  peut,  avec  |#ne  approximation  suffisante,  Je 
déduire  des,observjtions  de  ce  genre  effectuées  à la  station  la  plus 
boréale  S,  fie.  1 1;  en  les  combinant  avec* la  longueur deT.irc  me- 
sure euye  S et  S,*  suivant  lîT  direction  S Sr  du  méridien  même. 
D’après  cela,  nogs'  pourrons  considérer  tU  connue  donrfl*  et  le 
supposer  représenté  par  sa  valeur  abstraite  cxpçimeqren  parties* 
du  rayon  du  cercfe  firis  pour  unité  de  longueur'.-  Alors  ild'  expri- 
mera la  longueur  de  l’arc  homologue  P S,,  sur  la  sphère  osculatriee 
ipie  nous  considérons)  Je  représenterai  cet  are  par  I)'.,  etjg  dési- 
gnerai jiar  II'  Pare  P N,  qui  est  sa  projection  sur  Me  méridien 
PM,  S,-  Nous  yenops , en  oiltre,  de  déterminer  l'arc  ’pcrpendich- 
larré  S,  N ^ que  nous  avons  nommé  A'.  Si,  avec  cès^’élemeTUs  , on 
parvient  à déterminer  P PL  on  aura,  par  différence,. .M,  N cgaPtl, 
PS,  — P N : ce  iera  rh*ç»>nn|i<!  cherchée!1 

iUl.  Les  trois  Jtrs  IV,  FI'V  A'  forment  siir  la  sjÿière  osculatriee 
un  triangle  sphérique  rectangle  en*  N.  Si  cfonc*,  comme  tortt’  à 
l’h^iref  on  connut  frois  verticales  megees  du  même  centre  C aux 
points  S,,  N et  au  pôle  P , elles  couperont  la  sphéke  dont  le  rayon 
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est  i , en  trois  points-correspondants,  i|ui  formeront*  sur  ceU«*-ci , 
un  triangle  sphérique.  rectangle  dont  je  désigné  par  il',  3',  les 
eûtes  respectivement  homologues  à I)',  n',  A'.  Alors,  en  nommant 
toujours  R le  rayon  de  notre  sphère,  on  aura  encore,  par  propor- 
tionnalité , 

n'  = R7r';  *A'  = Ro'.  ' 


D'^Rrf'; 


hf 


Si , par  la' résolution  du  triangle  central,  on  obtient  ir'  en  fonction 
de  d1  et  de  3’  qui  sont  connues,  on  en  conclura,  par  l'élimination, 
les  valeurs  de  II'  en  fonction  de  D'  et  de  A',  quantités  dont  la  se- 
conde est  déjà  trouvée,  et  dont  la  première  se  déduiraitde  d’ si  l’on 
avait  la  connaissance  exacte  du  rayon  R.  Mais  on  va  voir  qu’ici, 
comme  dans  l’exemple  précédent,  la  quantité  M,  N ou  II' — D',  cpie 
nous  avons  seule  besoin  d’évaluer,  pourra  se  déduire  dp  ces  don- 
nées, sans  exiger  autre  chose  que  l’évaluation  approximative  de  ce 
rayon,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage.  -, 


69.  Or,  l’hypoténuse  d' du  triangle  central  étanj'sttpposéc  con- 
nue ainsique  S',  on  tombe  sur  le  premier  cas  des  triangles  sphéri- 
ques rectangles,  qae  Legendre  considère  dans  sa  Géométrie.  Donc , 
en  désignant  aussi  par/;  l’angle  polaire  NPS,  qui  est  commun  au 
triangle  central  et  ati  triangle  terrestre , on  aura 


. co»  té. 


co  s d'  ■ 
cos  3' 1 


sin  f) 


sin  i'" 
sin  rl' 


Nous  venons  de  reconnaître  que  A'  est  un  arc  terrestre  de  peu  de 
longueur;  <î'  sera  donc  aussi  un  petit  arc  de  la  sphère  centrale. 
Cette  circonstance  se  représente  dans  toutes  les  operations  de  ce 
genre  ; £af , autant  que  les  localités  le  permettent,  on  tâche  de 
prendre  la  station  extrême  , -ainsi  que  les  intermediaires,  peu  dis- 
tantes du  méridien  primitif , afin  qu’on  puisse,  avec  assez  d’ap- 
proximation, les  supposer  comprises  sur  les  sphères  qui  sont  suc- 
cessivement osculatrices  aux  diverses  purtiesde  ce  méridien.  3' étant 
ainsi  toujours  un  petit  arc,  ir'  diffère  peu  de  d'.  C’est  pourquoi, 
au  lieu  de  chercher  la  jaleur  absolue  de  n'  par  son  cosinus  , il  est 
préférable  de  chercher  l’excès  de  d'  sur  n'  qui  répond  précisé- 
ment, par  proportionnalité,  à l’arc  M,N  que  l’on  veut  connaître  ; 


Digitized  by  Google 


PHVSUPÇ.  ^ 

et  la,  petitesse  de  ù'  permet  de  l 'obtenir  par  une  approximation 
aussi  exacte  qne'farile*,,Pniir  le  mettre  eu  évidence,  faisons 
9m  • Jp#  - * - • .«V,  • A ♦ 

a J •«  * ^r. 

r sera  l’excès  cherche.  Alors  , en  formant  cos  rr'  d’après  cette  ex- 
pression , et  fe  si 1 1 ist i 1 lia n t dans  l’cquation  qui  donnait  sa  valeur, 
elle  devient 

- » -4*.  ' JR'  #•*- 

(t)  cos  </'  cos  x -i-  sin  d' sin  x ■=.  - , 

'■  •I>  “ s . , < 

Il  faut  maintenant  dégager  l'inconnue  x qui  se  trouve  enveloppée 
à la  fois  sous  les  signes  de  sinus  et  de  cosinus , circonstance  que  • 
l’on  a très-souvent  occasion  de  rencontrer  dans  les  applications  de 
l’astronomie.  Cette  opération  conduit  nécessairement  à une  équa- 
tion du  second  degrc  en  sin  x , ou  tang  X x , qno  l'on  résont , soit 
avec  rigueur,  par  une  exfraction  déraciné,  soit  approximative- 
ment , par  des  séries  qui  peuvent  atteindre  uneexactitude  indéfinie. 

Je  rejette  ces  détail  flans  une  ÎJote  placée  à la  fin  de  la  présente 
section;  mais  j’exposerai  ici  un  raisonnement,  applicable  à tous 
les  cas  de  ce  genre,,  et  par  lequel  on  obtient,  sans  peine,  les  deux 
premier*  termes  du-développement  de  l’inconnue  x , ce  qui  suflft 
presque  toujours  dans  les  évaluations  que  l’on  veut  en  faire.  - • 

Ce  raisonnement  se  fonde  sur  la  petitesse  prevue  de  l’arc  î, 
par  conséquent  de  sin  x,  laquelle  résulte  de  la  petitesse  de  l’arcp\ 

Or  on*a , en  général , 

4.  \ * tê 

cosx=  (|.— sin’^r)»  = i — X sini  x _ Xsjn‘‘*.  •«  .»• 


eos  x ne  diffère  donc  de  Uunitc  que  par  des.  termes  de  l’ordre  fin 
carré  et  des  puissances  supérieures  de  sin  x,  lesquels  sont  d’autthit 


plus  petits  que  l’ordre  de  leur  puissance  est  plus  élevé.  D’après, 
cela,  on  obtiendra  une  première  évaluation  approchée  desih  xfcn 
faisant  cos  x égal  à l’unité  dans  l’équation  (i).  Effectuant  donc 
cette  substitution;  et  dégageant  sin  x,.on  obtiendra  d’abord 


9* 

sin  x 


COS  d'  / I — cosV\' 

sin  d!  \ cos  ^ /, 


2 sin  ’ x 3' 


t» 


tang  d'  cos  3' 


Digitized  by  Çoogle 

à 
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et  parjfinto,  dans  l,e  même  ordi«d'approxim;ttion  < * 

A a # ■ 

^ A i' 

,w’  f “p  A * Ç 

Alors,  si  l’on  substitue  dette  valeur  d&cos  x an  IWu  dëTunhé  dans 

l’équation  ( i) , et  que  l'on  degagu.de  noiPveuu’Sin  * . rtn  «*•  obtien- 
dra une  seconde  évaluation  plus  approchée,  qtt  sera 

i -r*  **Sr  jWf»  - 

*■  - -,in #*5jf + .1  , 

Je  bornerai --bette  expression  ai«  quatrièmes  puissances  de 
i.  S’,  et  qui  setp .toujours  pins  ^ue  suffisant  pour  les.  appUca- 
^.viaiMMoea.  f nu  I :'» . l’IllMl  l’P  nOlimiinî  IP  lit  HOIlSSf 


- 

petitesse  auquel  oit  vcft  s'arrêter.  Mate',  tlajps  Tl  pK-mielr.teriHf 

qui"est*eulenicni  de  loidrc  sin'  j r^  développer  ^fec- 

r — L_  en  sin  -7  S ' de  la  nàaniéil  suivant*:  .*  . *.  * 

JgJT*  • • * 


V0 

teur 


^ ? *»*  t 4P 

MP  /^ÿ111  * , 4 

tls  il  f^l  ^arrêter  iux  deux  premiers  terlVies  , pÿisqucieltii  au- 


006 

liai 


ftlau»  11  l^UL  kanrin  niui  uwia  prcmici»  « 

qnel  le  dév loppement  doit  s'appliquer,  eonmie  raÂeurJpt  dt^d< 

V’ffl  [P^P  fS  ' fi'iAlemcnt  , * . ^ 


tarig 

V 


f'  T <P’-  * 

* l’arc  De^jjkémplqyèr  le^jftppo 


Pour  ^ewnir  de  sin  j^k  J’arè  .e*'*f>n  yeft  ’eniplyver  le*  .rapport 
(rtjjalil^  gât  la  diffère  nce  tes? île  ForarSÉSln*  x qui ’repnrttlaîcnl  à 
d«4  ttrmes*de  l’oixli'é  sin*  7 Æ',  Iwtpiéls  \îépassèraiêrît  les  lintttës 
*d#.0t.e  approxmiaftoft  actpcTh-r  Paf  le  même  mo\if,»on  peut 
rUhiplÿcei^fin’  J 3 ’ par  J 31'  et  i,  3/f.  On  (Jfnra’ alors  , 

* JÈLat£_*  ! V \ i"  ’ . 

▼ ? taftjprfjp  | \ 2 tang’  ^/'/.  t^iig  rf' 

iséftenl  comme  on  Pubt*  refait  par  lestiriés  générales , déve- 


x =. 


preci 
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loppées  en  noie  à la  fin  de  rette  section  , en  les  limitant  aux  termes 
de  même  ordre.  Or,  nous  avons  trouvé  plus  haut,  page  74,  ** 

S'  = a sin  1 — j r1  sin/  eos’  / ; 


< * 

en  remplaçant  S’  par  cette  expression,  et  s’arrêtant  aux  qua- 
trièmes puissances  de  l’are  « , on  trouve  finalement 

y * 

,,  , 1 a’  sin’  i .1  / , sin*/  \ a*  sin1/ 

d’  — n — — + 7 i-{  cos’ / -t-  ) — r. 

a tang  d 4 V atang*  d'J  tang  d' 

~ . ••  . • 

Pour  transporter  ce  résultat  de  la  sphère  centrale  à la  sphère  oscu- 
latrice,  dont  le  rayon  est  R , il  faut  y remplacer  les  arcs  a,  d',  it', 

AD'  Il  ' 

par  leurs  expressions  équivalentes  -,  — -,  — La  valeur  de 
. R R R 


D'  — Ü',  ainsi  obtenue,  exprimera  la  longueur  de  Lare  terrestre 
M,  N , que  nous  voulions  évaluer  dans  la  fig.  1 2.  C’est  la  dis- 
tance comprise,  sur  le  méridien  PS,,  entre  le  parallèle  de  la  sta- 
tion S,  et  l’arc  S,  N,  mené  de  S,  perpendiculairement  à ce  même 
méridien.  Toutefois  il  convient  de  laisser  d' exprimé  par  sa  valeur 
angulaire  sous  le  signe  tang,  parce  qu’il  se  présente  sous  cette 
forme  dans  le  calcul  numérique.  Après  cette  élimination  , un  des 


facteurs  - disparaît  encore,  comme  commun  aux  deux  membres 
R 

de  l’égalité,  et  il  reste 

t. 

, , 1 A3  sin'/  1 / , sin’/  \ A’sin’/ 

m , n=d — n = - — —r.-hrl  > — •f-eos'/ï —)  -, — • 

1 R tangrf  4\  ?.  tang  ‘d'J  R tang  rf 


Pour  l’application  particulière  que  nous  avons  ici  en  vue,  le  pre- 
mier terme  de  cette  expression  donnera  une  évaluation  parfaite- 
ment suffisante.  On  s’y  est  même  généralement  borné  pour  les 
réductions  de  ce  genre  qui  se  présentent  dans  toutes  les  mesures 
d’arcs  méridiens.  Mais  il  ne  serait  pas  hors  de  possibilité  que  le 
second  terme  devînt  nécessaire,  si  la  station  S, , d’où  l’on  mène  l’arc 
perpendiculaire , était  fort  rapprochée  du  pôle , ce  qui  donnerait 
à tang  cl'  une  valeur  fractionnaire  qui  agrandirait  les  termes  où 
elle  entre  comme  diviseur,  île  manière  h rendre  sensibles  ceux  qui 
T.  III.  6 
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affectent  — s-  On  pourrait  même  concevoir  mathématiquement 


«les  valeurs  «le  d'  assez  petites  pour  que  la  série  qui  forme  le  tléve- 
loppement  ilesin  x devînt  divergente,  8’  étant  donné.  Mais  les  me- 
sures «l’ai  es  méridiens  ne  pourront  jamais  être  faites  assez  près 
du  p«>le  pour  que  ce  cas  se  réalise  ; et , «latls  l«s  opérations  habi- 
tuelles, il  sera  toujours  facile  de  constater  par  notre  formule  si  le 
terme  en  A‘  est  sensible  ou  négligeable.  C’est  pour  ce  motif  théo- 
rique que  j’ai  pousse  le  développement  jusque-là  ; car,  dans  l’ap- 
plication particulière  que  nous  allons  en  faire , il  serait  complète- 
ment inutile  d’aller  jusqu’aux  A'. 

70.  Pour  réduire  le  sc'cond  membre  de  cette  formule  en  nom- 
bres, nous  pouvons,  comme  dans  l’évaluation  de  l’arc  A’  «ni 
NS,,  attribuer  à R la  valeur  de  uD'”1  qui  nous  a servi  alors,  et 
dans  laquelle  Dl0)  représente  la  longueur  locale  du  «legre  du  mé- 
ridien déterminée  par  notre  première  approximation  , ce  qui  nous 
a «lonné,  en  pieds  anglais,  page  75, 

log  R = 7 , 3 1 89836  ; 


car,  à la  petitesse  du  rapport  — , se  joint  encore  ici  celle  du  fac  - 

R 

tcur  si  11 1 i qui  multiplie  les  termes  que  nous  voulons  évaluer. 
Mais  il  faut  aussi  connaître  l'angle  «/',  «pii  est  la  distance  du  pôle 
au  zénith , dans  la  station  d’où  l’on  a mené  l’arc  V perpendiculaire 
au  méridien  éloigné.  Or,  en  revenant  à la  fig.  12,  où  cette  sta- 
tion est  designée  par  S, , on  n’y  a pas  observé  l’angle  d’ ; mais 
on  peut  le  conclure  ici,  avec  une  approximation  suffisante,  des 
observations  faites  à la  station  plus  boréale  S , fi  g.  1 1 , puisque 
l’on  connaît  la  longueur  de  l’arc  méridien  SS,  «pii  l’y  rattache. 
En  effet,  par  une  mesuration  directe,  cette  longueur  a été  trouvée 
égale  à io4988Pd*,4  > ma*s  *1  faut  y ajouter  af**, 2 , partie  propor- 
tionnelle des  10  P*1*, 84  qu’on  doit  ajouter  à l’arc  total  pour  ramener 
le  mesurage  à la  température  de  i6°,25.  Elle  devient  ainsi 
1 04990 p*1* ,6.  Alors  sa  proportion  au  degré  local  approximatif  D(0) 

donnera  sa  valeur  angulaire  égale  à i”  *^499°>fî.  m,  0„  )c." 

300701,81  ‘ 
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dont  la  station  S,  sera  plus  éloignée  du  pôle  que  la  station  S. 
Donc,  la  distance  du  pôle  au  zénith  en  S étant  5o“3'4l,,  par 
observation  , elle  sera , en  S, , plus  grande  de  cette  quantité,  c’est- 
à-dire  égale  à 5o°2t'ow.  Telle  sera  donc  la  valeur  de  d ' dans 
l’expression  de  D' — II'  ou  M,N.  11  est  facile  de  constater  par  le  cal- 
cul arithmétique  qu’une  petite  incertitude  sur  cet  élément  n’au- 
rait ici  qu’une  influence  inappréciable  sur  l’évaluation  deM,N, 
à cause  de  la  petitesse  de  A et  de  sin  i , ce  qui  nous  soustrait  à la 
nécessité  de  connaître  le  rayon  R aussi  rigoureusement  que  cela  est 
nécessaire  en  général  pour  des  conversions  pareilles,  comme  nous 
l’avons  expliqué  plus  haut , page  75. 

7 1 . D’après  cela , dans  l’application  particulière  que  nous  avons 
en  vue , les  données  du  calcul  seront 

A = 434011  p-1»,  6,  «=3°43'3o",  d' — 5o°2i'o"; 

et,  en  se  bornant  au  premier  terme  de  la  formule  qui  est  le  seul 
appréciable , on  trouve 

M,N  = 1 5^,81. 

I je.  terme  en  serait  ici  complètement  insensible.  M,N  étant 

connu , on  le  retranchera  de  NS,  ou  A'  que  nous  avons  calcule 
tout  à l’heure,  ce  qui  donnera  M, S,.  Alors  l’arc  méridien  total, 
MM,Si , fig.  1 1 , compris  entre  les  parallèles  des  stations  ex- 
trêmes S,  S..,  s’obtiendra  definitivement  comme  il  suit  : 


6. . 
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Arc  méridien  compris  entre  la  station  S,, 
et  l’intersection  du  grand  cercle,  mené 

de  S,  perpendiculairement  au  méridien  pjs 

de  S, » . S,  N 433oj)4>Q*» 

Réduction  au  parallèle  de  la  station  S, , ' 
soustractive M,N  = i5,8i 

Portion  de  l’aTc*méridien  compris  entre 

les  parallèles  de  S,  et  de  S, S,W,  433079,  i5 

Première  portion  d’arc  méridien  , mesuré 
directement  de  S*à  S, , transportée  sur 

le  méridien  de  S, NM,  = 104988,40 

Longueur  totale  de  l’arc  méridien  compris 

entre  les  parallèles  de  S et  de  S, MS,  = 5380(17  ,55 

Correction  additive  pour  ramener  le  mesu- 
rage à la  température  de  i6°,25 10, 8q 

Arc  méridien  total  évalué  en  pieds  anglais, 

à la  température  centésimale  de  i6°, 25.  538078,39 


C’est  le  nombre  que  j’ai  rapporté  par  anticipation  dam  la  page  56. 
En  le  combinant  avec  l’amplitude  céleste  in28'45",  comprise  entre 
les  normales  qui  le  limitent , on  en  tire  la  longueur  du  degré  D° 
égale  à 36377  tt"u,3  que  j’ai  restreinte  à 3637711"'*  en  nombrro 
ronds.  La  différence  n’a  aucune  importance,  étant  fort  au-dessous 
des  incertitudes  que  le  mesurage  de  l’arc  total  comportait;  et  je 
n’ai  rappotté  tous  les  details  de  ces  calculs  avec  tant  de  soin,  que 
pour  offrir  l’exemple  des  réductions  que  de  pareilles  opérations 
nécessitent  toujours,  même  dans  un  cas  de  mensuration  directe , 
tel  que  celui-ci. 

72.  Pour  compléter  l’exposé  des  particularités  qui  s’y  ratta- 
chent , il  resterait  à considérer  l’équation 

sin  S ' 

sm»  = — -, 

sin  a 

laquelle  donne  l’angle  au  pôle  P compris  sur  la  sphère  tangente  , 
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cntry  le  méridien  de  S,  et  le  méridien  d’une  autre  station  S,  séparé 
de  celui-là  bar  un  arc  de  grand  cercle  S, N ou  A'  qui  lui  est  per- 
pendiculaire. J’expliquerai  plus  loin  l'usage  général  qu’on  fait  de 
celte  formule  pour  définir  les  positions  relatives  des  points  de 
la  surface  terrestre , par  des  coordonnées  de  ce  genre  A'  et  /<. 
Eu  ce  moment  je  veux  seulement  faire  remarquer  que,  lorsqu’on 
\eut  tirer  d’une  pareille  équation  la  valeur  de  l’angle  />  en  parties 
do  la  graduation  du  cercle,  par  l’emploi  des  Tables  desinus,  il 
faut  y exprimer  les  arcs  tl’  et  5'  de  la  sphère  centrale,  en  parties 
de  cette  même  graduation , et  non  pas  en  parties  du  rayon  de  cette 
. sphère.  Ici  d’ nous  est  déjà  donné  ainsi  par  les  observations  astro- 
nomiques transportées  de  S en  S, , et  nous  venons  de  le  trouver 
ogal  à 5o°  ai'o".  Pour  avoir  3'  sous  la  même  forme  , il  faut  con- 
sidérer qu’il  occupe,  si  u-  la  sphère  centrale,  le  même  arc  de  gra- 
duation que  A',  sur  la  sphère  locale  dont  le  rayon  est  R.  Or,  on 
connaît,  pourrclle-ci,  l’arc  l)i0,qui  occupe  undegréde  la  graduation 
sexagésimale  d’un  de  ses  grands  cercles  ; et  nous  trouvons  sa  lon- 
gueur égale  à 363771  pieds  anglais.  Ayant  donc  aussi  l’arc  A' 
exprimé  dans  la  même  espèce  d’unités  de  longueur,  et  Tayaut 
trouvé  «*gal  à 28i94p,u,7  18,  page  76,  sa  valeur  A",  en  parties  du 
tlegré*'  sexagésimal,  sera  proportionnellement 


1 0 . 28 1 , 7 1 8 

J 363*77 1 


= o°,  0775068  = 4'  o«4  ; 


ce  sera  donc  aussi  la  valeur  de  3'  exprimée  sous  la  même  forme. 
Alors,  eh  la  combinant  avec  celle  de  </',  et  achevant  le  calcul  par  les 
Tables  de  sinus , on  trouvera 


P = 6' 1 ",35g. 

% 

75.  Quoique  cette  évaluation  de  l’angle  j>  ne  nous  fût  pas  ici 
particulièrement  nécessaire,  j’ai  jugé  utile  de  la  donner  comme  un 
exemple  numérique  de  ces  conversions , dont  la  nécessité  se  re- 
produit fréquemment.  Pour  éviter  les  ambiguïtés  qu’elles  pour- 
raient faire  naître,  et  qui  ont  occasionne  plus  d’une  fois  des 
erreurs  numériques,  je  les  caractériserai  désormais  par  l’indice  <0), 
affecté  eif  exposant  à Tare  quelconque  auquel  clics  s'appliquent  ; 
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de  sorte  que  A(0)  représentera  généralement  l'arc  A , transformé 
en  degrés  sexagésimaux  du  cercle  quelconque  auquel  il  appartient. 
Je  ne  ferai  d’exception  à cette  règle  que  pour  l'expression  Di"'  par 
laquelle  je  continuerai  de  désigner  l’arc  qui  occupe  un  degré  de  la 
graduation  sexagésimale  , sur  les  grands  cercles  de  la  sphère  locale- 
ment osculatrice  à la  surface  terrestre,  dans  le  sens  du  méridien  , 
en  chaque  lieu  que  l’on  voudra  considérer.  Alors , si  A est  aussi 


un  arc  de  grand  cercle  appartenant  à cette  même  sphère 


ou  A<oi,  sera  la  valeur  angulaire  de  l’arc  A,  exprimé  en  parties  de 
la  même  graduation. 

74.  Le  calcul  de  l'angle  p que  je  viens  d’exposer,  me  fournit 
l’occasion  de  justifier  une  particularité  que  j’ai  annoncée  plus 
haut  comme  étant , non  pas  indispensable , mais  très-utile  à établir 
dans  la  distribution  définitive  des  centres  de  nossphères  tangentes. 
Pour  la  considérer  dans  les  réalités  auxquelles  elle  se  rattache , 
admettons  d’avance  que  la  surface  générale  de  la  terre  pourra , dans 
ce  qu’elle  a de  régulier,  être  représentée,  avec  toute  l’exactitude  que 
l’on  peut  atteindre,  par  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l’axe  polaire 
coïncide  avec  l’axe  polaire  de  la  sphère  céleste , ce  que  l’on  verra 
plusloinétre  en  effet  le  résultat  final  où  l’on  est  conduit.  Nous  venons 
de  diriger  ici  le  rayon  polaire  CP  de  notre  sphère  tangente  vers  les 
pôles  célestes.  Il  sera  donc  parallèle  à l’axe  polaire  de  l’ellipsoïde 
par  cette  condition.  Mais  si  le  centre  C de  la  sphère  est  placé  en  quel- 
que point  que  ce  soit , hors  de  ce  même  axe , le  pôle  sphérique  P 
lui  sera  aussi  extérieur  ; et  alors  les  méridiens  sphériques  menés  de 
ce  pôle  aux  points  S, , S,  différeront,  comme  plans,  des  méridiens 
elliptiques  menés  à ces  mêmes  points.  Donc , quand  on  aura  calcule 
l’angle  polaire p sur  la  sphère  tangente,  comme  nous  venons  de  le 
faire,  il  faudra,  pour  avoir  l’angle  analogue  compris  entre  les  méri- 
diens elliptiques,  appliquera  p des  réductions  dépendantes  de  l'é- 
cartement des  pôles  des  deux  surfaces,  réductions  qui  devront  varier 
avec  la  position  absolue  de  la  sphère  tangente  que  l’on  considérera 
actuellement.  On  évité  ces  difficultés  en  plaçant  tous  les  centres 
des  sphères  tangentes  sur  l’axe  même  de  l’ellipsoïde,  ce  qui  rend 
leurs  rayons  polaires  physiquement  coïncidents  avec  lui,  puisqu’ils 
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se  dirigent  d'ailleurs  comme  lui  aux  pqjes  de  la  sphère  céleste  situés 
sur  son  prolongement  rectiligne.  Alors  les  méridiens  elliptiques  et 
les  méridiens  sphériques , menés  aux  memes  points  S, , S,  de  la  sur- 
face terrestre,  coïncident  comme  plans , et  comprennent  ainsi  le 
même  angle  dièdre  p ; de  sorte  que  cet  angle  se  trouve  connu  |»oiir 
l’ellipsoïde  , lorsqu’il  a été  déterminé  sur  la  sphère  tangente  par  le 
calcul  que  nous  venons  d’exposer.  Cette  distribution  des  centres  de 
toutes  les  sphères  locales  sur  l’axe  polaire  de  l’ellipsoïde  offre 
plusieurs  autres  avantages  qu’il  est  aisé  de  pressentir,  et  que  nous 
aurons  l'occasion  de  reconnaître.  Il  reste  donc  à examiner  si  ces 
sphères,  ainsi  définies,  peuvent  avoir  avec  la  surface  de  l’ellip- 
soïde des  contacts  assez  intimes,  comme  assez  prolongés,  pour 
s’assimiler  mecessivement  à lui,  avec  une  suffisante  précision,  dans 
une  petite  amplitude  conique  de  1 ou  2 degrés  autour  de  leur  point 
de  tangence.  Or  c’est  ce  que  nous  constaterons  par  des  épreuves  nu-  « 
mériques  indubitables. 


NOTE 

* 

RELATIVE  X LÀ  PAGF.  7Ç).  • 

* » 

Sur  la  résblution  tics  équations  où  le  sinus  et  le  cosinus 
d’une  inconnue  que  l’on  sait  ftre  fort  petite  entrent  l'un 
et  l'autre,  seulement  il  la  première  puissance. 

Soit  x l'inconnue;  IVqualion  proposée  sera  de  eette  forme  : 

(1)  A cos  x 4- B sin  x ï=.  G, 


A , B,  C ctant  trois  cocllicicnts  donnés,  indépendants  dex.  Appliquons-lui 
d'abord  le  mode  de  raisonnement  que  nous  avons  employé  dans  le  texte; 
tdnx  étant  supposé  une  fraction  du  premier  ordre  de  petitesse,  cos  x ne  dit» 
férera  de  1'unilé  que  par  des  termes  de  l'ordre  du  carré  de  cotte  fraction. 
Ainsi  on  obtiendra  une  première  évaluation  approohée  de  sin  x en  faisant, 
dans  notre  équation,  cos  x égal  à i,  ce  qui  donne 

. 

s,nx  = un* 
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i »• 

t-t  par  suit»,  dan»  le  jnème  nrdije  d'approximation , • 

I (C  - A)1  r . 
cusx;=i--  — -j—- 

i < « 

Alors , si  l’on  substitue  cette  valeur  de  cos  x au  lieu  de  l’unité  dans  Pequa- 
tioa  primitive (i),  et  que  l’on  dégage  sin  x,  on  en  obtiendra  une  évaluation 
plus  approchée  qui  sera 


(A  * 


(C  - A)  | A (C  - A}* 

B +a  B* 


Ou  voit  que  la  petitesso  supposée  de  sin  x exige  d’abord  que  le  rapport  — 

suit  une  fraction  moindre  que  l’unité,  et  ensuite  que  le  coefficient  A ne  soit 
pas  très-eonsidérable. 

Four  étendre  indéfiniment  l’approximation,  il  faut  développer  sin  x en  sé- 
rie continue.  On  pont  le  faire  de  deux  manières  que  j’exposerai  successive- 
ment, et  je  montrerai  que  les  expressions  de  sin  x auxquelles  elles  condui- 
sent s’accordent  avec  les  précédentes  dans  les  termes  qui  dépendentdes  deux 
C — A 

premières  puissances  de  - g — • 

/ » * * 

A cet  effet,  je  mets  d’abord  l’équation  (i)  sous  ces  deux  formes 

(i)  B ain  x = C — A cosx,  (4)  A cosx  = C — B sinx. 

« * * • w 

J'élève  les  deux  membres  de  (3)  au  carré,  et  je  remplace,  dans  le  second,  cos’x 
par  son  expression  équivalente  i — sin*  xj  j'ai  ainsi 

(A'-f-  B*)  &in*.ç=.  A’-f-C*  — qAC  cot>», 

* * * 

alors  j’élimine  A cosx  par  sa  valeur  tirée  de  (4),  et,  en  réunissant  les  termes 
semblables,  j’obtiens 

n (A*  -+-  B’)  sin’x  — aBC  sin  x = — (C’  — A1), 

Celte  aquation  résultante,  étant  résolue  relativement  à »on  unique  incon- 

• miax,  donne  , 

• ta-',  » m 

. bc  y 

lin  x = 


A’-i-B’  1 


w 


A’-v-B’HC*-  A’)  V 
B*  C* 


*'aWréa>  ♦ a **  r 1 T » • W r 

Le  signe  négatif  que  j’attribue  au  radical  est  seul  admissible,  parce  que 
la  valeur  de  sin  x,  que  nous  voulons  tirer  du  l'cqualion  primitive  (t),  est 
celle  qui  devient  nulle  quand  C — A est  nul.  j»'.^ 

Si  l’on  voulait  effectuer  numériquement  le  calcul  du  second  membre,  ou 
obtiendrait  la  valeur  exacte  de  sin  x,  pour  chftque  cas  particulier  que  l’on 
considérerait.  Si  l’on  veut  développer  l’expression  générale  de  x sous  forme 
de  série,  il  faut  sc  rappeler  qu’en  désignant  pars  mie  fraction  moindre  que 
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**) 


l 

(A*  + B1)  (C1 A1) 

Mettant  donc  ici  pourr  sa  valeur  — , on  obtiendra 

aUfcldEzAÿ+l  ^ÿKC;-A»r  B*)'  fC*  — A*)‘, 

* bc  • && 

et  le  second  membre  pourra  être  continue  aussi  loin  que  l'on  voudra,  puisque 
la  loi  du  développement  infini  d'un  binôme  est  connue. 

Quoique  cette  série  se  présente  sous  une  forme  différente  de  l’expres- 
sion (a),  elle  s’accorde  cependant  avec  elle  dans  les  termes  qui  contiennent 

^ ^ 

seulement  les  deux  premières  puissances  de  — B — .Pourcn  avoir  la  preuve, 

B 

représentez  isolément  ce  rapport  par  u,  ce  qui  donnera 

• . v»l  «J  » V 

C = A-t-l)«; 

puis,  avec  cette  expression,  éliminez C du  second  membre  do  ln  série,  et 
développez  scs  différents  termes  suivant  les  puissances  de  u , en  negligeaul 
celles  qui  sont  supérieures  à u‘.  Cela  reproduira  exactement  l'expression  (a) 
trouvée  d’abord  pour  sin  r par  une  voie  plus  simple. 

La  seconde  méthode  de  développement  consiste  à remplacer  sin  x cl  cos  r, 
dans  l'équation  primitive,  par  leurs  valeurs  rationnelles  eu  Inngjx,  qui 
sont  -, 

atang  ix  ■ Y — tang'ix 

sin  t — — — - — , cos  x — 

t-+-  tang’la?  i -t- lang’-jx 

* . * iè 

Après  cotte  substitution,  en  ramenant  t-f-lang’ Jx  en  numérateur,  clic 
prend  la  forme  suivante 

» **  „ ntt  * *• 

(C-t- A)  tanqVjyr  — aB  ung  Jjip-JC- 

. • M % ^ •.  \ 

£n  la  rôttoJvnnt,  cl  se  bornaal  à la  «mile  racine  qui  devient  nulle  en  mémo 
temps  que  C - A,  elle  donne 

V"  r *>.«  t • . 


d-wr 


et,  après  avoir  développé  lo  radical  par  la  formule  du  binôme,  il  reste 
on  , si  l’on  veut  effectuer  fa  multiplication  par  le  facteur  commun  extérieur, 

*■•*’-'* **(^  W ' 'J 
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La  première  de  ces  deux  expressions  sera  généralement  la  plus  commode  pour 
le  calcul  numérique.  On  voit  que  la  convergence  plus  ou* moins  rapide  de  la 

série  dépendra  du  degré  de  petitesse  du  rapport  — — — — , suivant  les  puis- 
sances duquel  elle  procède.  Ainsi , on  devra  se  guider  sur  la  petitesse  de  ce 
rapport  pour  la  prolonger  autant  qu'il  sera  nécessaire  dans  chaque  cas  par- 
ticulier. 

Ce  développement  est  tout  à fait  analogue  à notre  première  expres- 
sion (a)  de  sin  x,  et  il  s'accorde  exactement  avec  elle  quand  on  le  restreint 

Ç ^ 

aux  deux  premières  puissances  de  — - — . En  effet,  dans  cette  limite  d'ap- 


proximation, tang  équivaut  à -J  sin  j Si , de  plus,  011  remplace  C par  A 
dans  le  second  terme  de  la  série,  qui  a déjà  pour  facteur  , lo  résul 

tat  devient  identique  à notre  expression  (al. 


Lorsque,  par  l'une  des  deux  séries  précédentes,  on  aura  trouvé  sin  x ou 
tang  ’ x en  nombres,  avec  le  degré  d'approximation  auquel  on  aura  juge 
pouvoir  se  restreindre,  si  l’on  veut  obtenir  l'arc  x en  parties  de  la  graduation 
du  cercle,  on  l’en  déduira  immédiatement  par  les  Tables  logarithmiques  de 
sinus  ou  de  tangentes.  Mais , si  l'on  veut  obtenir  cet  arc  eo  parties  du  ravon 
du  cercle  pris  pour  unité  de  longueur,  il  faudra  formerdirectcraent  sa  valeur 
par  les  séries  de  la  page  60  qui  donneront  : 

En  fonction  de  sinx, 


x — sin  x 

en  fonction  de  tang  |x, 


• . 5 s . ^ 

sin  x - sin  x. 

i 40 


* . i 1 • / » \ ».  s / » \ 

Tx  = tangTx-7Ung  tang 

r , 

D'après  ces  expressions,  lorsque  l'arc  x sera  assez  petit  pourquo  l'on  puisse 
négliger  les  termes  de  l'ordre  sinsx,  tang3  -J x , et , à plus  forte  raison  , ceux 
des  ordres  supérieurs,  il  sullira  de  prendre 

x=sinx,  ou  x=atang7x.  * 

L'arc  x sera  ainsi  connu  dans  le  cercle  dont  lo  rayon  est  1.  Si  l'on  veut 
avoir  son  homologue  X,  qui  soutend  le  même  angle  au  centre  dans  un  cercle 
dont  lo  rayon  serait  exprimé  par  R,  il  faudra  faire 

X = B*V  / , , 

En  résumé,  lorsque,  pour  une  application  spéciale  qui  sera  toujours  très 
rare,  on  voudra  obtenir  une  expression  particulièrement  approchée  de  Pin* 
connue  x dans  une  équation  do  la  forme  que  nous  venons  de  considérer,  on 
emploiera  celle  des  deux  sériés  générales  que  la  forme  des  coefficients  A. 
U,  C fera  reconnaître  comme  la  plus  commode.  Mais,  dans  presque  tontes  le» 
1 éd  uct  ions  que  l'astronomie  nécessite,  notre  expression  (a)  sullira,  cl  alor* 
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il  sera  toujours  très* facile  de  la  former  directement  par  le  raisonnement 
très-simple  dont  nous  avons  fait  usage,  sans  prendre  la  peine  d'identifier  les 
valeurs  des  coefficients  à leurs  expressions  générales  A,  B,  C,  pour  les 
introduire  dans  les  séries  indéfinies  que  nous  venons  de  former. 

Section  II.  — Mensuration  effectuée  par  triangulation . 

Formation  et  calcul  des  triangles  sphériques  établis 

tangenticllement  à une  petite  portion  de  la  surface  ter- 
restre régularisée. 

78.  Je  suis  entré  dans  tous  ces  détails  relativement  à l’opération 
de  Pensylvanie,  parcequelesproblèmesgéométriques  et  analytiques 
qu’elle  nous  a donné  occasion  de  résoudre , pour  des  énoncés  très- 
simples  , se  représentent  dans  toutes  les  mesures  d’arcs  méridiens 
effectuées  par  des  procédés  plus  complexes.  De  sorte  que  les  for- 
mules que  nous  y avons  appliquées  s’adapteront , sous  leur  forme 
littérale  , à toutes  les  opérations  de  ce  genre  que  nous  aurons  ulté- 
rieurement à considérer.  Car  elles  ne  diffèrent  de  celle-là  que  par 
les  difficultés  naturelles  qu’y  ajoutent  les  circonstances  moins  favo- 
rables des  localités.  On  conçoit,  en  effet , qu’un  procédé  de  men- 
suration directe , qui  était  possible  dans  un  pays  inhabité  , comme 
l’était  alors  la  presqu’île  où  Mason  et  Dixon  opéraient , devien- 
drait complètement  inapplicable  dans  notre  Europe,  où  le  sol  est 
couvert  de  villes , de  villages , et  de  constructions  publiques  ou 
particulières.  Les  astronomes  ont  donc  été  obligés  de  parvenir  au 
même  but  par  une  méthode  différente.  Ils  ont  eu  recours  au  pro- 
cédé que  l’on  emploie  dans  le  levé  des  plans , pour  mesurer  la 
distance  des  objets  en  les  observant  des  deux  extrémités  d’une  base 
connue;  et  ils  s’en  sont  servis  pour  étendre,  sur  la  surface  terres- 
tre, de  grandes  triangulations  dirigées  dans  le  sens  d’un  même 
méridien.  Comme  ici  nous  entrons  dans  les  réalités,  il  faut  prendre 
toutes  les  connaissances  antérieures  à l’état  où  elles  existent,  cl 
s’en  aider  au  besoin.  Or,  déjà,  les  cartes  géographiques  indiquent 
très-approxiraativement  la  suite  des  lieux,  des  villes,  des  monta- 
gnes, des  plaines,  qui  se  trouvent  sur  la  direction  du  méridien 
d’un  lieu  donné.  Ayant  donc  adopte  un  point  de  départ,  onehpi- 
Mt , sur  les  cartes  locales,  une  suite  d’autres  points  situés  des  deux 
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cotés  du  méridien  dl'  ixluH.t , à [>eii  de  distance,  tels  que  de 
chacun  d’eux  ou  puisse  voir  un  certain  nombre  des  precedents  et 
des  suivants,  dans  la  chaîne  de  triangles  que  l’on  veut  établir,  sauf 
é rectifier  ces  premiers  aperçus  par  d’autres  choix,  si  un  examen 
plus  immédiat  des  localités  faisait  reconnaître  des  difficultés  ou  des 
impossibilités  qu’on  n’aurait  pas  prévues.  Les  stations,  ainsi  adop- 
tées, seront,  par  leur  destination  même,  des  sommets  de  monta- 
gnes, de  collines,  d’édifices  publics,  élevés  au-dessus  des  obstacles 
qui  pourraient  arrêter  la  vision  intermédiaire.  Il  faut  aussi  que  les 
droites  qui  les  joignent  ne  forment  pas  entre  elles  des  angles  trop 
aigus,  afin  que  les  côtés  des  triangles  qu’elles  sont  destinées  à for- 
mer, et  qu’on  devra  conclure  les  uns  des  autres,  soient  exempts 
des  incertitudes  que  l’acuité  des  angles  y introduirait.  Ce  plan 
arrêté,  l’observateur  se  transporte  successivement  aux  trois  som- 
mets du  premier  triangle,  désignés  par  S , S, , S, , fi g.  1 3.  Il  y éta- 
blit des  signaux  fixes  qui  sont,  par  exemple,  de  grands  disques 
blancs  à centre  noir  5 ou  eucore,  des  lampes  à courant  d’air  abri- 
tées sous  une  tonte,  et  munies  de  réflecteurs  métalliques  posté- 
rieurs, que  l’on  tourna  successivement  vers  les  autres  stations  «foii 
..l’on  veut  les  observer.  Ces  signaux  doivent  être  fixés  invariable- 
ment & des  supports  solides,  et  l’on  détermine  avec  grand  soin  le 
pied  dç  la  verticale  qui  passe  par  leur  centre  de  visibilité.  Cela  s’ef- 
fectue à l'aide  d’un  fil-à-ploinb , que  l’on  fait  descendre  de  ce  cen- 
tre sué  une  plaque  métallique  horizontale,  portée  par  un  pieu  en- 
foncé dans  le  sol  ; et,  sur  cette  plaque,  on  marque  le  point  précis 
auquel  la  verticale  du  centre  du  signal  vient  aboutir.  Ce  point 
s'appelle /c  centre  de  la  station  ; et  l’on  y r.ip|>orte  toutes  les  obser- 
vations des  signaux  comme  étant’ bn  sommet  fixe  dii'  premier 
triangle,  ainsi  que  des  triangles  ultérieurs  auxquels  celte  station 
sera. commime.  Ces  préparations  laites,  l'observateur  s'établit  à la 
première  station  S,  avec  l’instrument  qui  ini  sert  h mesurer  les 
angles  visuels.  Il  place,  s’il  le  peut , le  centre  du  limbe  dans  la  ver- 
ticale SN  qui  passe  par  le  centre  de  cette  station;  ou,  si  des  obsta- 
cles naturels  s'opposent  à cette  coïncidence' précise , ce  qui  est  très- 
orclinahv , il  y suppléé  par  de  petites  réductions  de  calcul  que 
j’expliquerai  en  leué  lieu;  de  sorte  que  les  observations  doivent 
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toujours  cire  sunoÿit'S  laites  ilans  la  verticale  inênie  du  centre  S. 
Lorsque  l'instrument  employé  • est  un  cercle  répétitçur  portatif, 
l’observateur  mesure  d’abord  l’angle  plan  a,  compris  entre  les  si- 
gnaux S„S.,  ou  plutôt  entre  leurs  images  réfractées  S,,  2:,  telles 
qu’il  les  voit  S travers  la  portion  de  l’atmospliére  interposée  ; et, 
immédiatement  après,  ott  dans  des  circonstances  atmosphériques, 
autant  qu’il  le  peut,  semblables,  il  mesure  aussi  les  distances  appa- 
rentes z, , 3,  de  ces  images,  à son  zénith  Z.  Les  droites  S2, , S 2,, 
nienééS  de  S !i  ces  images,  sont  les  dernières  tangentes  des  trajec- 
toires lumineuses  qui , partant  des  points  S, , S;,  sont  amenées  dans 
l’œil  de  l’observateur  en  S par  la  réfraction.  Elles  diffèrent  donc 
des  droites  visuelles  directes  SS, , SS,,  qui  seraient  menées  de  S à 
ces  points  à travers  le  vide.  Elles  sont  généralement  un  peu  plus 
élevées,  parfois  cependant  un  peu  moins  èlevces  que  ces  rayons 
directs.  Mais,  à moins  d’accidents  très-rares,  qui  sont  toujours  in- 
diqués par  une  excessive  deformation  des  images,  et  pendant  les- 
quels on  a soin  de  ne  pas  hasarder  les  observations,  les  deux  tra- 
jectoires lumineuses  parties  de  S,  et  de  S.,  se  forment  dans  les  plans 
ZSS,,  ZSS,  qui  passent  par  ces. points  et  la  verticale  du  pointS;  de 
sorte  que  l’angle  oblique  2,S2„  ou  a,  compris  entre  les  tangentes 
extrêmes  S2, , SI, , est  alors  constamment  limité  par  ces  mêmes 
plans. 

76.  Polir  voir  l'emploi  que  i’on  peut  faire  de  res  résultats,  sup- 
posons d’abord  que  les  distancés  zénithales  3,,  z,  des  deux  tan- 
gentes, et  l’angle  a quelles  comprennent,  aient  etc  mesurés  si- 
multanément , ou  dans  des  états  réguliers  et  rigoureusement 
identiques  de  la  portion  d’atmosphère  interposée,  ce  qui  aura 
les  mêmes  conséquences.  On  en  pourra  conclure  l’angle  dièdre  A 
compris  autour  du  zénith  de  S,  entre  les  deux  plans  S,SZ,  S:SZ, 
menés  par  les  deux  signaux  et  par  la  verticale- de  ce  point.  En 
effet,  du  point  S comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire,  dé- 
crivez idéalement  une  sphère,  qui  coupera  la  verticale  de  S en  Z , 
et  en  a,,  o-, , les  tangentes  finales  des  trajectoires  lumineuses,  sur  la 
direction  desquelles  se  voient  les  images  £,,  2,.  Alors,  dans  le  trian- 
gle sphérique  Z d,ir,,  ou. connaîtra  les  deux  côtés  verticaux  z,,  z,, 
et  le  côté  oblique  a.  On  pourra  donc  en  déduire  l’angle  dièdre  A , 
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forme  en  Z ; car  il  sera  lie  aux  trois  côtes  z, , z, , « du  triangle  par 
l’équation  générale 

(i)  cosa  = sinz,  sinz,  cos  A -+-  cos  z,  cos  z, , 

ou  encore 


cos«  = cos(z, — z,)  — 2 sinz,  sinz,sin’iA. 


Remplacez,  dans  celle-ci,  cos  a et  cos(z,  — z,)  par  leurs  valeurs 
équivalentes  t — 2 sin1  jo,  1 — 2 sin’  ÿ(z,  — z,),  puis  dégagez 
sin ’ j-A,  elle  donnera 


sin’  \ A = 


sin’  \ a — sin  ’ -J-  ( z,  — z,) 
sin  z,  sin  z. 


ou,  en  transformant  le  second  membre  en  produits,  pour  le  rendre 
plus  propre  au  calcul  logarithmique, 

.....  sin -J- (a  -t-  z,  — z,)  sin  7 (a  -4-  z,  — z,) 

sin  r A — : : 

sin  z,  sin  z. 

C'est  la  formule  déjà  rapportée,  tome  II,  page  4ol>  pour  trouver 
directement  les  angles  d’un  triangle  sphérique  dont  on  connaît  les 
trois  côtes.  Mais  cette  manière  d'obtenir  l’angle  A n’est  pas,  à beau- 
coup près , la  plus  commode  pour  l’application  que  nous  avons  en 
vue,  parce  que  le  calcul  absolu  qu’elle  exige  devrait  être  fait  avec 
une  rigueur  qui  deviendrait  fatigante , dans  la  succession  nom- 
breuse d’opéralions  de  ce  genre  qu’exige  une  grande  triangulation. 
Or,  on  peut  arriver  au  même  but , avec  moins  de  soin  et  plus  de 
sûreté,  en  profitant  des  moindres  circonstances  spéciales  dans  les- 
quelles nos  triangles  sont  établis.  En  effet,  les  deux  signaux  S,,  S; 
étant  situés  comme  S,  sur  la  continuité  de  la  surface  terrestre,  à 
des  hauteurs  toujours  très-petites  , comparativement  à leurs  dis- 
tances mutuelles  , ils  sont  toujours  angulairement  très-près  du 
plan  horizontal  géométrique  de  cette  première  station , ce  qui 
rend  leurs  distances  zénithales  z, , s,  très-peu  differentes  de  qo°. 
Ainsi,  l’angle  dièdre  A diffère  toujours  très-peu  de  l'angle  plan  a 
qui  est  immédiatement  donne  par  l’observation.  C’est  pour- 
quoi , au  lieu  de  chercher  la  valeur  absolue  de  A par  la  formule 
directe  que  nous  venons  d'établir,  on  en  déduit  plutôt  la  petite 
différence  A — a,  qui  s’obtient  très-aisément , et  avec  une  exacti- 
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tude  illimitée,  par  un  développement  en  sérié , que  j’expose,  plus 
loin  , dans  une  note  spéciale.  A — a s’appelle  la  réduction  à l’hori- 
zon. Pour  ne  pas  interrompre  la  chaîne  des  idées  que  je  veux  ici 
présenter,  je  me  bornerai  à rapporter  le  premier  terme  de  son  ex- 
pression qui  en  renferme  la  partie  de  beaucoup  la  plus  sensible,  et 
la  seule  presque  dont  il  faille  habituellement  tenir  compte.  Afin 
d’y  mettre  en  évidence  la  petitesse  des  élévations  ou  des  dépres- 
sions occasionnelles  par  lesquelles  les  distances  apparentes  z, , zt 
diffèrent  de  go”,  j’introduis  ces  différences  comme  additives  dans 
le  calcul,  sous  la  dénomination  île  h,  et  h,,  c’est-à-dire  que  je 
fais  généralement 

z,  = 90°  -4-  h,  ; z,  ==  go°  -+-  h,. 

Alors  si  l’on  s’arrête  au  premier  terme  du  développement,  qui 
suffit  lorsque  A,  et  h.  sont  de  très-petits  angles,  comme  cela  a lieu 
presque  toujours,  on  a 

I sin  * 7 a sin-  f>(A,-t-A,)  — cos’^-a  sin’j  (h, — A,)1  R' 

(2)  A = a ■+-  2 ‘ — : : — • 

cos  A,  cos  A,  sin  a 

Le  terme  correctif  de  a est  ici  exprimé  en  secondes  de  degré, 
comme  l’annonce  le  facteur  R".  La  petitesse  des  angles  } (A2-f-  A,), 
|(Aj  — A,)  rendant  les  carrés  de  leurs  sinus  de  très-petites  frac- 
tions, on  voit  que  ce  terme  entier  sera  toujours  de  l’ordre  de  ces 
carrés,  pourvu  que  le  dénominateur  sin <7,  qui  est  aussi  une  frac- 
tion, n’ait  pas  lui-même  des  valeurs  dont  la  faiblesse  leur  soit 
comparable.  Or,  c’est  ce  qu’on  a toujours  soin  île  prévenir  en 
choisissant  les  trois  sommets  de  chaque  triangle,  de  manière  qu’au- 
cun de  leurs  angles  a ne  se  trouve  trop  aigu. 

77.  Lorsque  les  angles  A,,  A,  sont  tellement  petits,  que  l’on 
puisse  négliger  les  quatrièmes  puissances  de  leurs  sinus , dans  l’ex- 
pression du  terme  correctif  de  a , ce  qui  a lieu  presque  toujours, 
elle  se  simplifie  notablement.  Car,  d’abord,  dans  cette  limite  d’ap- 
proximation, les  facteurs  cosA,,  cosA,  du  dénominateur  peuvent 
être  remplacés  par  l’unité.  Puis,  les  sinus  des  arcs  {(A,  -f-  A,)  et 
7 (A,  — A,)  n’entrant  au  numérateur  qu’élevés  à leur  deuxième 
puissance,  ils  peuvent  y être  remplacés  par  les  rapports  de  ces 
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i arcs  memes  au  rayon  réduit  en  secondes,  c est- a -dire  par  T — —3 — 
A[ors  j\"  disparaît  une  fois  des  deux  ternies  de  U 

. R"> 

•1  • 

fraction  comme  facteur  commun  ; et  il  reste 


(3)  \ — a 


ou  encore, 


i f(/< j -t-  Ail’sin’-jfl  — (A, — A,)’  cos ’ 1 a] 


R"  sin  « 


A = « -f-  7 

4 


lanS^'  ~ "taîîg^a''] 


Cette  formule  suffit  dans  la  généralité  des  applications  géodésiques. 
Les  valeurs  des  angles  A,,  A,  qu’on  y introduit  doivent  être  évi* 
demment  exprimées  en  secondes  de  degré.  Indépendamment  de  ses 
usages  pratiques,  elle  est  indispensable  pour  éclairer  plusieurs 
points  importants  de  théorie,  qui  resteraient  obscurs  sans  son 
secours. 

78.  Je  vais,  dès  à présent,  m’en  servir  pour  dissiper  un  soup- 
çon d’incertitude  que  pourrait  faire  naître  le  procédé  par  lequel 
on  détermine  les  éléments  qui  servent  à la  calculer.  J’ai  suppose 
les  observations  effectuées  dans  un  état  atmosphérique  régulier  , 
où  les  réfractions  s’opèrent  sans  déviation  azimutale  sensible. 
C’est  le  cas  le  plus  habituel,  et  il  est  facile  d’éviter  les  circon- 
stances où  l’on  pourrait  soupçonner  qu’il  n’eût  pas  lieu.  Mais  j’ai 
suppose  aussi  que  l’angle  plan  o,  et  les  angles  verticaux  A,,_  A„ 
étaient  mesurés  dans  des  circonstances  atmosphériques  simultanées 
ou  identiques , et  il  est  pratiquement  impossible  de  s’astreindre 
avec  rigueur,  ou  même  avec  certitude,  à cette  condition.  Alors 
on  y supplée  en  réitérant  les  observations  à différents  jours  , sur- 
tout celle  de  l’angle  a;  et  l’on  calcule  l’angle  dièdre  A avec  la 
moyenne  des  éléments  ainsi  obtenus,  ce  qui  les  ramène,  avec  une 
approximation  suffisante,  à la  condition  idéale  de  simultanéité. 
Cela  se  voit  par  la  formule  (2)  elle-même.  Car  la  valeur  de  A,  ainsi 
calculée,  serait  tout  à fait  exacte  si  les  valeurs  moyennes  des 
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angles  A,  , h , répondaient  au  même  état  atmosphérique  que  la 
moyenne  des  angles  a.  Admettons , comme  cela  arrivera  sans 
doute,  que  cette  identité  d’état  nyiycn  ne  soit  pas  tout  à fait  ri- 
goureuse; au  moins,  d'après  le  principe  des  compensations  , elle 
aura  lieu  approximativement.  Alors  les  valeurs  moyennes  de  h, 
et  de  h , ne  difTcreront  que  très-peu  des  véritables;  et  comme 
leur  influence  absolue  snr  le  terme  correctif  est  extrêmement  pe- 
tite, dans  les  conditions  que  nous  avons  supposées,  une  très-fai 
ble  altération  de  leurs  valeurs  ne  pourri  y produire  que  «les  chan- 
gements insensibles.  L’expérience  confirme  cette  induction  ; car 
lorsqu’on  a fait , dans  une  même  station , un  grand  nombre  de 
mesures  des  angles  a,  /«,,  /<-,  avec  les  précautions  prescrites  ei- 
dessus  pour  éviter  les  cas  «le  trop  gran«les  perturbations  de  l’at- 
mosphère, si  l’on  partage  les  résultats  en  plusieurs  moyennes  qui 
se  correspondent , et  qu’on  les  emploie  séparément  au  calcul  de 
l’angle  dièdre  A,  par  la  formule  (2),  on  ne  trouve  entre  ses  va- 
leurs que  des  différences  tellement  petites  et  accidentées,  qu’elles 
rentrent  dans  les  limites  des  erreurs  dont  on  ne  peut  répondre 
«lans  les  observations  faites  avec  le  plus  de  soin. 

79.  La  réduction  à l’horizon  n’a  plus  besoin  d’ètre  calculée 
cjuand  on  observe  l’angle  entre  les  objets  avrc  l’instrument  appelé 
théodolite,  dont  le  type  général  a été  représenté  dans  le  tome  II , 
fig.  81 . Le  plan  de  son  limbe  porte  des  niveaux  croisés  rectangu- 
lairement , dont  les  indications  servent  pour  le  rendre  horizontal. 
Les  deux  lunettes  adaptées  à ce  limbe,  l’une  inférieure,  l’autre 
supérieure , peuvent  parcourir  son  contour  «le  manière  à embras- 
ser tous  les  angles  que  l’on  veut  mesurer  ; et  elles  ont  aussi  cha- 
cune un  mouvement  de  course  peu  étendu  dans  un  plan  perpendi- 
culaire au  limbe,  qui  permet  de  les  pointer  sur  des  objets  situés  à 
peu  de  distance  au-dessus  ou  au-dessous  de  l’horizon  , sans  qu’il 
cesse  lui-méme  d’étre  horizontal.  Quand  on  veut  prendre  l’angle 
compris  entre  deux  signaux  S>,  S„  on  dirige  d’abord  la  lunette  in- 
férieure sur  un  objet  fixe  quelconque  qui  servira  de  point  de  re- 
père , et  on  la  fixe  elle-même  au  limbe  par  ses  pièces  d’attache  ; de 
sortequ’on  prévient  tout  mouvement  horizontal  que  celui-ci  pour- 
rait prendre,  soit  en  constatant  qu’elle  reste  toujours  sur  son 
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point  de  mira,  soit  en  faisant  tourner  horizontalement  le  limbe 
avec  elle  pour  l’y  ramener,  si  l’on  trouvait  que  ce  point  n'est  plus 
sous  le  fil  vertical  de  son  réticulé.  Cette  condition  d'immobilité 
étant  ainsi  toujours  assurée,  on  dirige  la  lunette  supérieure  sur 
l’image  réfractée  d’un  des  deux  signaux , par  exemple  sur  S,,  en 
la  faisant  mouvoir  dans  son  plan  vertical  pour  l’atteindre , et  on 
lit  sur  le  limbe  la  division  à laquelle  le  vernier  de  son  alidade  cor- 
respond alors;  puis  on  la  détourne  vers  l’miage  2, du  signal  S,,  et 
après  l’avoir  pointée  sur  elle  de  la  même  manière,  on  lit  de  nou- 
veau la  division  à laquelle  son  vernier  est  parvenu.  L’arc  parcouru 
ainsi  sur  le  limbe  est  évidemment  l’angle  dièdre  compris  entre  les 
verticaux  des  deux  objets.  C’est  donc  notre  angle  horizontal  A qui 
est  ainsi  obtenu  sans  réduction.  Mais , pour  se  procurer  cet  avan- 
tage, on  se  soumet  à dépendre  de  l’exacte  horizontalité  du  limbe,  et 
aussi  de  l’exacte  perpendicularité  du  mouvement  de  la  lunette  su- 
périeure relativement  à son  plan.  A la  vérité,  l’accomplissement 
de  ces  deux  conditions  peut  être  constaté  par  des  vérifications  fa- 
ciles à imaginer  ; mais  il  ne  faut  pas  se  dispenser  de  les  faire.  Le 
théodolite  portatif,  tel  qu’il  est  représenté  Jig.  81  du  tome  II,  est 
aujourd'hui  fort  employé  en  France  pour  les  triangulations  se- 
condaires; ce  qu’il  doit  à l’exactitude  des  procédés  de  division  et 
de  construction  propres  à notre  excellent  artiste  M.  Gambey.  C’est 
aussi  avec  ce  même  genre  d’instrument  qu’a  été  effectuée  la  trian- 
gulation générale  de  l’Angleterre,  pour  laquelle  Ramsden  en  avait 
construit  un  d’une  grande  dimension,  et  d'une  exécution  admirable. 
Mais  les  opérations  géodésiques  de  France  et  d’Espagne  ont  été 
faites  en  mesurant  les  angles  obliques  a avec  le  cercle  répétiteur, 
et  déterminant  la  réduction  à l’horizon  par  le  calcul,  d’après  les 
distances  zénithales  observées  des  signaux.  Ce  moyen,  plus  pénible, 
était  indispensable  dans  l'etat  d’imperfection  où  se  trouvait  alors 
en  France  la  construction  des  instruments  astronomiques;  et  la 
sûreté  des  résultats  obtenus  malgré  re  desavantage  ne  doit  pas 
faire  regretter  qu’on  y ait  eu  recouis. 

80.  Lorsque  les  opérations  sont  terminées  à la  station  S,  feg.  1 3, 
l’observateur  va  en  faire  d’analogues  aux  deux  autres  stations  Si,  S,, 
qu’il  a choisies  pour  sommets  de  son  premier  triangle  terrestre.  Il 
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mesure  de  même,  en  celles-ci,  les  angles  plans  al}a7,  ainsi  que 
les  distances  zénithales  des  lignes  visuelles  qui  les  limitent,  et  il 
conclut  de  lit,  par  le  calcul,  les  angles  dièdres  A, , A,,  propres  à 

» * v ’ • 

chacun  de  ces  sommets,  cest-;\-dire  compris  comme  A,  entre  les 
plans  visuels  menés  aux  deux  autres  stations  par  les  verticales 
S,  N, , S2Mi  qui  leur  sont  propres.  , 

Pour  voir  l’usage  qu’on  peut  faire  de  ces  résultats,  supposons 
d’abord  que  les  trois  normales  se  coupent  mutuellement  dans  un 
même  point  C,  comme  le  représente  lu  Jîg.  i4;  alors,  de  ce  point 
comme  centre  avec  un  rayon  quelconque  CA,  ou  R , décrivez  une 
surface  sphérique  qui  coupera  les  trois  normales  en  A , A, , A;.  Joi- 
gnez ces  points  deux  à deux  par  des  arcs  de  grands  cercles, 
vous  formerez  un  triangle  sphérique  dont  les  angles  seront  les  an- 
gles dièdres  précédemment  déterminés;  de  sorte  que , si  vous  pou- 
vez connaître,  en  outre,  la  longueur  d’un  de  ses  côtés  C,  C„  C-, 
vous  obtiendrez , par  le  calcul  trigonométrique , les  longueurs  des 
deux  autres. 

Venons  maintenant  au  cas  général,  où  les  trois  normales  pourront 
ne  pas  s’entrecouper,  même  deux  à deux.  Alors,  sur  la  normale  indé- 
finie SIS'  de  la  Jîg.  1 3,  je  prends  un  point  C pour  centre  d’une  sphère 
qui,  dans  cette  localité,  soit  osculatrice  n’importe  dans  quel  sens, 
à la  surface  terrestre  régularisée,  telle  que  la  formerait  le  prolon- 
gement des  mers  environnantes;  et,  de  ce  même  point,  je  mène 
aux  stations  S,,  S,  deux  sécantes  que  je  suppose  seulement  former 
de  très-petits  angles  avec  les  normales  réelles  qui  y correspondent. 
Cette  condition  sera  toujours  réalisable  si  Ton  restreint  suffisamment 
l’étendue  du  triangle  terrestre  SS, S, , et  il  faudra  seulement  lui  as- 
signer des  limites  telles  qu’qlle  soit  certainement  remplie.  En  re- 
portant ceci  à la  fig.  i4»  ou  pourra  encore  former,  sur  la  nor- 
male CS  et  les  deux  sécantes,  un  triangle  sphérique  dont  l’angle 
au  sommet  A Sera  l’angle  dièdre  déterminé  par  l’observation  en  S. 
Mais  les  deux  autres  angles  seront  compris  entre  les  plans  diamé- 
traux menés  par  les  sécantes  CS,,  CS,,  non  par  les  normales.  Or, 
si  l’on  désigne  respectivement  ces  angles  par  (A), , (A),,  je  dis  que, 
dans  les  circonstances  supposées,  on  pourra,  sans  erreur  appré- 

7- 
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ciable , leur  substituer  les  angles  dièdres  A,-,  A,,  observés  en  R,  et  S, 
autour  des  normales  réelles  , comme  précédemment. 

81 . Pour  le  faire  voir,  je  considère  d’abord' le  sommet  S,.  Par 
supposition , la  sécantè  CS,  forme  avec  la  normale  S,  ft,  un  très- petit 
angle  que  je  désigne  par  «.  Je  le  porte,  avec  les  deux  droites  qui 
l’embrassent,  dans  le  plan  delà  fig.  i5.  Le  sommet  S, , ainsi  repro- 
duit , est  commun  à la  sécante  et  à la  normale.  Je  mène  en  S,  un 
plan  perpendictdairc  à cette  dernière;  et  je  désigne  sa  trace  sur 
le  plan  de  la  figure  par  la  droite  indéfinie  S,  X,  qui  formera 
avec  S,  N,  un  angle  droit.  Ce  plan  contiendra  l’angle  dièdre  cal- 
culé A,.  Je  l’y  définis  par  les  deux  droites  S,T,  S, T,,  (pii  le  limi- 
tent dans  sa  position  réelle,  tel  qu’on  la  conclut  des  observations 
faites  en  Si  i-  sue  les  images  des  deux  signaux  S,  S,,  réfractées 
chacune  dans  leur  vertical  propre,  mené  par  la  normale  S,  N,.  Je 
nomme  i l’angle  plan  que  la  première  de  ses  branches  S,  T forme 
avec  la  trace  S,X,  de  sorte  que  la  seconde  S, T,  fermera  avec  cette 
même  trace  l’angle  i -t-  A,.  Maintenant  je  prolonge  CS,  indéfiniment 
dans  le  plan  de  la  ligure,  de  qui  y produira  la  droite  CS,M.  Les 
deux  branches  de  l’angle  A,  sont  obliques  à cette  droite,  par  con- 
séquent lui-même  se  trouve  hors  du  plan  tangent  à la  sphère  dont 
CS,  est  un  rayon.  Donc , si  par  CS,  on  mène  deux  plans  diamétraux 
qui  contiennent  ses  branches  S,T,  S, T,,  ils.  comprendront  un 
angle  dièdre  different  deA,  et  (pic  je  désigne  par  A’, . Je  vaisd’abord 
le  déterminer.  Ce  sera  une  véritable  réduction  A l’horizon , qui  s’ef- 
fectuera facilement  par  la  formule  générale  que  nous  avons  établie; 
et  elle  nous  sera  nécessaire  plus  tard  dans  un  grand  nombre  de  cir- 
constances analogues. 

82.  A cet  effet,  autour  de  S,,  comme  centre,  je  décris  une 

sphère  d’un  rayon  égal  à l’unité  de  longueur  ; et  je  marque  en  .r, 
f,  t,,m  les  points  où  elle  coupe  les  droites  indéfinies S,X,  S,T,  S, T, , 
S,  M.  Considérant  comme  le  zénith  du  sommet  S,,  .t ur  cette 
sphère,  les  angles  /«S,x,  m S,  t,  y seront  respectivement 

les  distances  zénithales  des  points  x,  t,  t-*  Le  premier  /«S, x est 
évidemment  tjo°  -f-  u,  puisque  l’arc  nix  est  dans  le  plan  de  la 
figure.  Ainsi,  la  petitesse  supposée  de  « le  rendra  très-peu  diffe- 
rent de  1)0°  ; les  deux  autres  s’écarteront  aussi  très-peu  de  celte 
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limite  ^ car,  si  w était  nul,  ils  seraient  aussi  égaux  à go°, 
puisque  les  points  x,  t,  tt se  trouveraient  alors  tous  trois  dans  un 
plan  perpendiculaire  à la  droite  CS,  M.  Pour  rappeler  cette  cir- 
constance , je  désigne  ceux-ci  par  des  dénominations  analogues , en 
faisant 

. - - 

mS,x  = 90° -f-w  ; m S,  t = go®  -f-  6 ; mS,t,  = go°-f?6i.> 

6 et  0,  peuvent  aisément  s’évaluer.  En  effet,  les  triangles  sphériques 
mxt , mxt,  sont  évidemment  rectangles  en  x , par  notre  construc- 
tion. Or  on  connaît,  dans  chacun  d’eux , le  côte  commun  mx  ou 
90°  -f-  c.»,  et  le  côté  tx,  ou  t,x,  qui  ont  respectivement  pour  valeurs 
i et  i A,.  On  aura  donc  les  hypoténuses  mt , ml,  par  les  relations 
établies  au  deuxième  cas  des  triangles  sphériques  rectangles  de 
Legendre  , lesquelles  donneront  ici 

* 

cos  mt  — cos  mx  cos  tx , cos  mt,  = cos  mx  cos  f , x , 


et,  en  remplaçant  les  arcs  par  les  angles  au  centre  qu’ils  soutendent, 

r S- 

sin  0 = sin  m cos  i , sin  0,  = sin  wcos  (i  -f-  A,). 

Il  nous  sera  tout  à l’heure  utile  de  connaître  aussi  les  inclinai- 
sons des  mêmes  hypoténuses  sur  le  plan  de  l’angle  A,  fcc  sont  les 
angles  dièdres  mtx,  mt,x,  formés  aux  sommets  t,t,  de  nos  deux 
triangles.  Je  les  désigne  par  ces  lettres  memes,  èt  comme  ils  devront 
pareillement  différer  très-peu  de  90%  Je  fais 

f = 9O0 -f- T,  t,  = 90°-*- Tj.  * * 


Or,  le  même  passage  de  Legendre , appliqué  à ces  angles,  donne 

- - j • 

lanc  mr  tangmx 

tang / =r — — - » * tangr,ï=— .— — -,  - 

sin  tx  . sm  t,x 

de  là  on  tire 

tang  r = tang  u sin  i ; tang  t,  = tang  m sin  (i-f-  A,). 


83.  Nous  supposons  u un  très-petit  angle;  il  peut  être  rendu 
aussi  petit  que  l’on  voudra  en  rapprochant  suffisamment  Jes  trois 
sommets  S , S, , S, , puisqu’il  serait  évidemment  nul  si  on  les  rap- 
prochait jusqu’à  les  mettre  en  coïncidence.  Faisons-le  seulement  tel 
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que  l’on  puisse  négliger  le  cube  de. son  sinus.  Cela  deviendra  éga- 
lement permis  pour  les  angles  0 , 6, , r , rg,  qui  sont  du  même  ordre 
que  lui,  et  dont-les  valeurs  seront  encore  occasionnellement  atté- 
nuées par  les  facteurs  trigonometriques  qui  multiplient  sin  w,  ou 
tang  »,  dans  leurs  expressions.  Alors  les  rapports  des  sinus  et  des 
tangentes  de  ces  petits  angles  pourront  être  remplaces,  dans  les 
équations  précédentes,  par  de  simples  rapports  d’ares,  ce  qui  don- 
nera 

. \ 0 =î  w cos  t,  <t,  ~ ta  eos  (H-Ai), 

t = go°  -t-  w sin  i,  't,  — go°  -f-  w sin  {i  -H  A,). 


514.  Considérons  d’abord  & et  0,.  Ce  sont  les  dépressions  des 
deux  branches  de  l’angle  A,  au-dessous  du  plan  qui  serait  tangent 
en  S,  à notre  sphère  osculatrice.  En  les  mettant  dans  notre  for- 
mule de  réduction  à l’horizon , restreinte  aux  dépressions  très- 
petites,  elle  nous  donnera  l’angle  dièdre  A',  compris  entre  les  deux 
plans  diamétraux  menés  par  ces  branches  et  par  la  sécante  CS,M. 
Nous  aurons  ainsi 


, = A, 


| [cos i -t-  cos(/  -h  A,)]!sin24  A, — [cosi  cos(i  -+-Â,)]2cos24  A,  J 
R"  sin  A,  * . 


Or,  les  formules  trigonométriques  fournissent  les  identités  sui- 
vantes : 

t 

[cos/  -+-  cos  (i  -+-  A,)]*  = 4 cqs  2 (i  -+-  } A,)cos*  jA,; 


[cosi  — cos  (i  A,)]’  = 4 sin2  (i  -f-  4 A,)  sin2 4 A,  ; 


et,  en  outre, 

i 


sin  A,'  = 2 sin  4 Ai  cos  4 A,  ; 


cos 2 (i  — t-  i A,)  — sin2  (i  -h  4 A,)  = cos  (2/  -+-  A,). 


En  substituant  ces  équivalents,  et  faisant  disparaître  les  facteurs 
qui  deviennent  communs  au  numérateur,  ainsi  qu’au  dénomina- 
teur, il  reste  simplement 


tu  . 

A,  H — sin  À,  cos  (?.i  À,).. 

?.R 
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Coci  nous  montre  déjà  que  l’angle  dièdre  A',  ne  différera  de  A,  que 

par  une  quantité  toujours  moindre  que  — =,  puisque  ee  coefficient 
• • * , 
sera  encore  affaibli  par  les  facteurs  trigonométriques  qui  le  mul- 
tiplient , lesquels  sont  essentiellement  fractionnaires.  Si  donc  nous 

restreignons  assqz  le  triangle  terrestre  SS, S,  pour  que  ne  soit 

qu’une  fraction  de  seconde  négligeable , ces  deux  angles  pourront 
être  substitués  l’un  à l’autre  dans  les  applications  où  ils  devront 
entrer.  Afin ’d’apprecicr  les  limites  d’amplitude  de  w qui  satisfe- 
raient à cette  condition,  supposons-le  égal  à : alors  w’  sera 
1600;  et,  d’après  la  valeur  de  log  R"  donnée  plus  haut,  nous 
aurons  » . ( 

log  w1  = 3,2o4  1 200 
log  aR"  = 5,6t  545^1 


log  j = 3,5886649,  ,l’ül1 


2R" 


>38776. 


IJ  ne  fraction  de  seconde  telle  que  cçlle-là  n'est  pas  appréciable 
aux  instruments  les  plus  précis.  Or,  quand  nous  serons  arrivés  à 
déterminer  la  figure  générale  de  la  terre,  nous  aurons  le  moyen  de 
constater  qne , dans  les  amplitudes  superficielles  auxquelles  on 
restreint  les  triangles  géodésiques,  et  inetne  dans  les  pins  grandes 
amplitudes  que  peut  leur  permettra  la  condition  de  visibilité  ré- 
ciproque des  signaux  , les  angles  w sont  toujours  considérable- 
ment moindres  que  4o";  de  sorte  qne,  pour  tous  ces  cas,,  les 
deux  angles  dièdres  A,,  A’,,  quoique  géométriquement  distincts, 
peuvent  être  employés  comme  égaux  entre  eux, 

88.  Mais  cela  ne  suffit  pas  encore  potfr  résoudre  la  question 
pratique  que  nous  nous  sommes  proposée.  Ce  qu’il  nous  importe 
de  connaître,  c’est  l’angle  dièdre  (A),  qui  est  compris  en  S,  entre  les 
deux  plans  diamétraux  menés  par  la  sécante  CS,,  et  par  les  deux 
sommets  S,  S„  vus  directement  de  ce  point,  sansl’intermediairedes 
réfactions.  Heureusement  on  peut  le  déduire  de  ce  qui  précède, 
et  prouver  qu’il  est  encore  sensiblement  égal  à A,  dans  les  condi- 
tions de  restriction  assignées  au  triangle  terrestre  SS,  S,. 
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A cel  effet,  je  suppose  que  les  deux  sommets  S,  S,  puissent  être 
observés  directement  du  poiift  S,,  à travers  le  vide.  Les  droites 
menées  de  S.  à ces  sommets  comprendront  entre  elles  un  certain 
angle  plan  a,,  quelque  peu  différent  du  précédent.  Mais  elles  seront 
situées  dans  les  mêmes  verticaux  rrcfc,  où  l’on  a observé  du  même 
point  S,  leurs  images  réfractées  i,  ï,  à travers  l'atmosphère,  puis- 
queia  réfraction  supposée  régulière  ne  les  fait  point  sensiblement 
sortir  de  ces  plans.  Seulement , les  branches  ale  l’angle  oblique 
vrai  a,  se  trouveront  alors  avoir  des  dislanccs,zéni  thaïes  go°  -+-  A,, 
go"  A„  differentes  de  celles  qu’on  observe  habituellement  aux 
branches  de  l'angle  oblique  réfracté.  Toutefois,  les  dépressions  posi- 
tives ou  négatives  A,  A„  seront  encore  très-petites,  même  généra- 
lement plus  petites  , abstraction  faite  de  leur  signe  propre,  que 
celles  qu’on  observe  à trav  ers  l’air.  Si  l’on  introduit  ces,  nouveaux 
cléments  dans  la  formule  qui  donne  la  réduction  à l’horizon  pour 
des  dépressions  ainsi  restreintes,  elle  devra  évidemment  reproduire 
le  même  angle  dièdre  A„  que  l’on  a conclu  des  images  réfractées 
dans  les  mêmes  verticaux , c’est-à-dire  qu’on  aura  sons  celte  nou- 
velle forme 


, , I (A, -+-  //)’  sin  1 7 a,—  (A,  — A) 1 cos’  | a , 

..A,  =Z  fl,  -+-  7 I — =r« — : ’ * — 

[ R sut  «, 

* • * * • 

A,  étant  ici  le  même  que  précédemment. 

80.  Supposons  maintenant  que  les  deux  mêmes  sommets  S,  S, 
soient  observés  du  sommet  S,  également  à travers  le  vide  , mais  que 
l’on  mesure  leurs  distances  zénithales  à partir  delà  sécante  CS,M  de 
la  Jîg.  i5  , au  lieu  de  les  mesurer,  comme  tout  à l’heure,  en  par- 
tant de  la  normale  réelle.  L’angle  plan  compris  entre  les  droites 
directes  menées  A ces  sommets,  sera  encore  //,,  comme  précédem- 
ment. Mais  les  distances  zénithales  de  ses  deux  branches  que  je  dé- 
signe par  Ç,  Ç,,  différeront  des  distances  zénithales  vraies,  et  au- 
ront, par  exemple,  des  valeurs  de  cette  forme 


r=go" Ç,  = go*-t- A', , 

. . «i  ‘ t 

A'  et  h',  étant- au  très  que  h cl  //,.  Alors  l’angle  dièdre  compris  entre 
les  plans  diamétraux  menés  par  ces  branches  ne  sera  plus  A„  mais 


.* 
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aura  une  certaine  autre  valeur  (A), , dont  l’expression  sera 

/ * \ . , r(A^/0sin4«^(A^A?cosH«,l . 

(Ai-rt'+*L “ — J ’ 

i* 

il  différera  ainsi  seulement  de  A,  par  l’influence  que  la  diversité 
des  dépressions  y exercera.  « 


87.  Pour  en  apprécier  l’effet,  je  reproduis  les  éléments  géné- 
raux de  la  fig.  i5  , dans  la  Jig.  16.  Mais,  afin  de  ne  pas  la  compli- 
quer, j’y  marque  seulement  la  trace  S,  T du  vertical  vrai  qui  con- 
tient la  branche  directe  S, S menée  au  sommet  S,  branche  dont  la 
dépression  TS,S  ou  /i, , dans  ce  même  vertical,  sera  représentée 
par  l’arc  ts  sur  la  sphère  décrite  autour  de  S, , avec  le  rayon  i . 
Alors  l’arc  ms  de  la  même  sphère  ,y  représentera  la  distance  zéni- 
thale Ç de  la  même  branche  S,  S,  mesurée  à partir  de  la  sécante  CS,M. 
Or,  cet  arc  ms  peut  être  évalué , presque  sans  calcul , avec  une 
approximation  parfaitement  suffisante  pour  notre  but.  En  effet , 
l’angle  TS,X  étant  désigné  par  i comme  précédemment,  nous 
avons  trouvé  que  l’arc  ml,  ou  90  + 6 de  la Jig.  i5,  a pour  va- 
leur 90°-+- wcosi;  et  nous  avons  trouvé  que  l’angle  formé  en  t par 
ce  même  arc  avec  le  plan  TS,X,  étant  compte  vers  S,X,  est 
go°H-  a si  ni.  En  lui  ajoutant  90°,  nous  aurons,  dans  notre  Jig.  16, 
l’angle  dièdre  total  formé  au  même  point  f du  triangle  nfts\  de 
sorte  que  la  valeur  de  celui-ci,  comptée  toujours  dans  le  même 
sens , sera  i8o°-f-  usin/.  Ainsi,  dans  la  construction  qui  nous  sert 
de  type,  la  disposition  du  triangle  mtr  serait  telle  que  la  représente 
i*  fis-  «6  bis.  Or,  le  côté  ms  ou  Ç du  triangle  mis,  se  trouvant 
ainsi  opposé  à un  angle  qui  diffère  seulement  de  180°  par  un  terme 
très-petit  de  l’ordre  « , sa  longueur  ne  différera  de  la  somme  des 
deux  autres  côtés  du  triangle  que  par  une  quantité  d'un  ordre  bien 
plus  petit  encore,  puisque  son  expression,  si  l’on  jugeait  néces- 
saire de  la  calculer  jusqu’aux  termes  de  l’ordre  w1 , serait  ici 
— sin  h sin-  i.  Admettant  donc  qu’on  In  néglige,  d’après  cette 
évaluation,  ou  d’après  la  si  nipleévidcnecgéomctrique,  on  en  conclura 

® * 1,  * . • 
* « * . •*  ■ * 0 

h -4-  w cos  i , _ v 
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et , par  une  analogie  évidente, 

Ç,  = go°  Ah-  wcos  (/'  4-  A,)  ; 

car  l’angle  oblique  a,  doit  toujours  avoir  pour  projection  A,,  sur  le 
plan  TS,X  qui  est  perpendiculaire  à la  nofmale  rcelle  S,  A,. 

Les  termes  qui  s’ajoutent  à pon  dans  ccs  deux  expressions,  sont 
ceux  qu’il  faut  substituer  à h'  et  li,  dans  l’expression  de  (A),.  On 
aura  donc 

» 

( i{/<:H-/i-f-<»[cos(H-cos{/-f-A,)]J-sin,-5-</, — j/i, — h — «{cosi — cos(i4-A,)]j,cos 

iH — 3 » .ZT,  : 

I 11  sinn. 


au  lieu  qu’on  avait , dans  les  mêmes  conditions  de  visibilité 
directe , 


A, — 7 


~ {h !■+•!•  )’sin:)  a, — i A, — h)'  cos1)  a, 
R"  sin  a, 


H8.  Ges  deux  expressions  ne  diffèrent  que  par  les  petits  termes 
dépendants  dew  qui  s’ajoutent,  dans  la  première,  aux  dépressions 
vraies  h,  h-..  Si  on  développait  les  carrés  que  contient  relle-ci , la 
différence  se  trouverait  évidemment  composée  de  termes  ayant 
pour  coefficient  ou  les  produits  de  r.>  par  les  dépressions  vraies 
A,  h Or,  ces  dépressions  ne  sont  jamais  que  de  quelques  minutes, 
et  l'angle  &>  ne  dépasse  pas  un  petit  nombre  de  secondes.  Les  termes 
dont  il  s’agit  seront  ainsi  toujours  insensibles  dans  le  peu  d’étendue 
que  l’on  donne  aux  triangles  terrestres.  Ils  se  confondront  avec  les 
erreurs  des  observations.  Leur  effet  sera  pareil  à celui  qui  se  pro- 
duit lorsque,  ayant  mesuré  l’angle  plan  a , , dans  un  certain  état  de 
l’atmosphère , on  calcule  la  réduction  à l’horizon  avec  des  dépres- 
sions observées  dans  un  état  tant  soit  peu  différent  ; or,  cela  n’y 
produit  aucune  altération  de  cjuelque  importance.  D’après  cela , 
nous  pouvons  admettre  qu’en  restreignant,  comme  on  le  fait,  les 
triangles  géodésiques,  les  angles  dièdres  A,  A,,  A,,  mesurés  entre 
les  plans  verticaux  mènes  par  les  normales  réelles  aux  trois  som- 
mets d’un  même  triangle  , peuvent  être  employés  , sans  correction 
aucune,  cormnc  formés  entre  les  plans  diamétraux  d’une  même 
sphère  osenlatriceà  la  surface  terrestre  en  un  quelconque  des  trois 


t 
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sommets.  Quoique  l’excessive  petitesse  des  angles  u,  sur  laquelle 
cette  démonstration  repose , ue  puisse  être  prouvée  que  plus  tard , 
par  des  considérations  d’ensemble,  elle  n’implique  pas  de  cercle 
vicieux , parce  qu’il  suffira  quelle  justifie  alors  ce  caractère  que 
nous  venons  de.  lui  attribuer.  D'ailleurs  nous  en  trouverons  des 
confirmations  de  fait  dans  le  cours  des  opérations  géodésiques 
mêmes. 

1 

89.  Ceci  reconnu,  je  reviens  à la  fig.  i4-  C y désigne,  sur  la 
normale  CS,  le  centre  d’une  sphère  qui,  étant  osculatrice,  dans  cette 
localité,  à la  surface  terrestre  régularisée,  s’assimile  d’assez  près, 
comme  assez  continûment , avec  elle , pour  que  les  sécantes  menées 
de  ce  centre  aux  stations  S,,  S,  ne  forment  que  de  très-petits  angles 
avec  les  normales  réelles.  Si  l’on  coupe  ces  trois  sécantes  par  la  sur- 
face sphérique  décrite  du  centre  C,  avec  le  rayon  osculateur  local  CA 
ou  R,  les  plans  diamétraux  qui  les  contiennent  par  couples  tracent 
sur  la  surface  de  la  sphère  un  triangle  curviligne  formé  par  des  arcs  de 
grands  cercles , ayant  pour  côtés  ces  arcs  mêmes,  AA,,  AA,,  A,  A,; 
et  pour  angles  des  sommets  les  trois  angles  dièdres,  A,  A,,  A,,  qu’on 
a déterminés  par  l’observation  autour  des  normales  menées  à ces 
trois  sommets  respectifs,  la  petitesse  des  angles  u, , ai,  étant  sup- 
posée telle  que  lesangles  dièdres  compris  entre  les  plans  diamétraux 
qui  forment  le  triangle  sphérique  puissent,  sans  aucune  erreur  ap- 
préciable,, être  supposés  égaux  à ceux-là.  Alors,  si  l’on  parvenait  à 
connaître  la  longueur  absolue  d’un  des  arcs  AA, , AA, , A, A,,  par 
une  mensuration  directe , ou  par  une  opération  trigonométrique 
qui  le  rattachât  à quelque  autre  arc  ainsi  mesuré , on  obtiendrait  les 
longueurs  absolues  des  deux  autres  côtés  par  le  théorème  connu 
que,  dans  tout  triangle  sphérique , les  sinus  des  côtés  sont  propor- 
tionnels aux  sinus  des  angles  opposés.  Car,  en  supposant,  par 
exemple,  que  l’on  eût  ainsi  le  cçté  C opposé  à l’angle  A , on  en  dé- 
duirait ...  ' .• 


sinC,=  sinC 


sin  A, 
sinA  ♦ 


et 


„ . sinA, 

s»nC.=smC  -r— -■ 
sinA 


A la  vérité , pour  résoudre  immédiatement  ces  équations  parles 
I ables  de  sinus,  il  faudrait  exprimer  le  côté  C en  parties  de  la  gra- 


Digitized  by  Google 


ASTRONOMIE 


108 

duatiou  de  la  sphère  osculatrice,  les  angles  dièdres  A,  At,  A,  étanl 
déjà  donnés  sous  cette  forme  par  les  instruments  qui  les  mesurent, 
ou  par  la  formule  qui  les  déduit  des  angles  obliques  a,  a,,  a.  et 
des  distances  zénithales  ainsi  exprimées.  Cela  exigerait  donc  que 
l'on  connût  la  longueur  Dt°>  qu’un  degré  de  la  graduation  adoptée 
occupe  sur  le  contour  d’un  des  grands  cercles  de  cette  sphère;  et 
cette  connaissance  serait  nécessaire  encore  pour  obtenir  les  lon- 
gueurs absolues  des  arcs  C, , C3,  d’après  les  valeurs  que  le  calcul, 
fait  avec  les  Tables,  leur  assignera  dans  le  même  mode  de  gra- 
duation. Mais  la  partie  principale  de  ces  conversions  devient  inutile 
si  l’on  suppose , comme  c’est  le  cas  rcel , que  les  arcs  C , C, , C, , ici 
considérés,  ne  dépassent  pas  en  longueur  2 degrés  sexagésimaux  , 
limite  qu'on  ne  leur  laisserait  même  pas  atteindre  dans  ces  opé- 
rations quand  on  pourrait  étendre  aussi  loin  la  vision  réciproque. 
Car  alors,  les  expressions  approximatives  que  nous  avons  établies 
dans  le  § C2,  page  68,  deviennent  applicables  et  suffisantes.  Or, 
si  on  les  emploie  pour  développer  d’abord  l’expression  d’un  des 
côtés  cherchés,  par  exemple  celle  de  C, , en  fonction  de  son 
sinus,  dont  la  valeur  est  ici  donnée;  puis,  que,  dans  ce  dévelop- 
pement , on  remplace  les  puissances  de  sin  C par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  l’arcC,  en  se  bornant  toujours  aux  limites  d’approxi- 
mation que  nos  formules  embrassent,  on  trouve  v 

ç ^sinA,  i sin  A,  sin  (A, -J- A)  sin  (A,  — A)  C1  < 

' sin  A ^ 6 sin1  A R1’ 


cl  semblablement 


..sinAj  i sinAisin(A,4-A)sin(A,  — A)  C1 

sin  A * 6 sin1  A.  R’ 

A 

Si  l’on  effectue  la  même  transformation  par  nos  formules  logarith- 
miques approximatives  , on  trouve  également 


logC,= 

* 

logC,= 


/CsjnAjV-  Xsin(A,-+-  A)sin(A,  — A)C’ 
°k  \ sin  A / B # sin1  A R1’ 

/CsinAA  k sjn(A,  -4-  A)  sin  (A,  — A)  C 
\ sin  A / Z"1  6 • sitj’A  R; 
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X est  le  module  logaritlimique  direct , dont  la  valeur  est 
A 

0,43429  448«9'ct  le  logarithme  tabulaire  1,63778  43 1 1 3.  Ces  va- 
leurs dé  logC,  et  de  logC, , données  par  nos  formules  générales,  s’ac- 
cordent, eneffet,  avec  celles  qu’on  déduirait  directement  des  expres- 
sions precedentes  de  C,  et  de  C2,  en  se  restreignant  aux  mêmes 
limites  d’approximation.  Maintenant  on  voit  que,  dans  ces  expres- 
sions, la  connaissance  du  rayon  R de  la  sphère  osculatrice  locale 
est  seulement  nécessaire  pour  calculer  les  termes  correctifs  qui 
s'ajoutent  à la  partie  principale  du  'côté  cherché;  et  cette  partie 
est  précisément  celle  qii’on  obtiendrait  si  l’on  résolvait  le  triangle 
A A,  A,  comme  rectiligne,  auquel  cas  les  sinus  des  angles 
A,  A„  A,  ne  seraient  pas  proportionnels  aux  sinus  des  côtes  op- 
posés , mais  à ces  côtés  eux-mêmes.  Il  reste  donc  à voir  si  la  va- 
leur locale  de  R peut  être  toujours  connue , assez  approximative- 
ment, pour  servir  à évaluer  ces  termes  correctifs,  qui  sont 
essentiellement  très-petits  , par  le  peu  d’extension  des  triangles  , à 
sommets  réciproquement  visibles,  que  l’on  |>eut  former  sur  la  sur- 
face terrestre. 

OOl  A cet  effet,  j'annoncerai  d’avance  que,  lorsque  l’ensemble 
de  la  surface  terrestre  nous  sera  connu  , par  la  comparaison  des 
mesures'  dc’degrés  du  méridien,  effectuées  en  des  régions  très-dis- 
tantes entre  elles,  et  que  nous  aurons  établi  définitivement,  d'a- 
près cet  ensemble , la  succession  de  nos  sphères  osculatrices  pour 
toute  l'étendue  de  la  surface  , nous  arriverons  reconnaître  que 
les  longueurs  de 'leurs  rayons  R sortt  comprises  entre  les  valeurs 
suivantes,  que  j’exprime  en  toises:  , 

le  plus  grand  aux  pôles  R = 3282.3ooT  logR  = 6,5161783.4 
le  plus  petit  à l’équateur  R = 327 1867  log  R = 6,5i47956. 

Maintenant,  dans  la  formule  qui  exprime  les  longueurs  des  cô- 
tés C,,  C,  en  fonction  du  côté  donné  C,  je  suppose  C égal  à 
1 oooooT,  ce  qui  lui  donne  une  extension  qui  n’a  jamais  été  réa- 
lisée dans  aucune  opération  géodésique , et  qu’il  serait  très-difficile 
d’embrasser  entre  des  signaux  réciproquement  visibles  , si  l’on  en 
avait  l'intention.  Ceci  admis,  je  calcule  successivement  lu  coeffi- 
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cient  du  ternie  correctif  avec  les  valeurs  attribuées  ici  à nos 
OR3 

deux  rayons  extrêmes , et  je  trouve  ; 

• 1m 

C'  t 

par  le  plus  grand  rayon  = 1 5T,47  ? 


par  le  plus  petit. 


^ = i5T,5-j. 


(>R 


Ainsi,  dans  ces  suppositions  exagérées,  tant  pour  LXcessive 
longueur  attribuée  au  côté  C que  pour  la  disproportion  extrême 
des  rayons  R employés  au  calcul  du  coefficient  considéré,  les  deux 
évaluations  qu'on  en  obtiendrait  rie  différeraient  entre  elles  que 
de  oT,i,  quantité  dont  on  ne  pourrait  répondre,  même  sur  la 
mesure  directe  d’un  si  grand  arc  ; de  sorte  que  le  choix  qu’on 
pourrait  faire  entre  ces  deux  valeurs  du  rayon  R serait  tout  à fait 
indifférent.  A la  vérité  ces  évaluations  précises  ne  peuvent  être 
connues  qu’après  qu’on  a définitivement  arrêté  le  sens  d’oscula- 
tion que  l’on  veut  attribuer  à ces  sphères,  d’où  résultent  les  po- 
sitions locales  de  leurs  centres,  et  les  longueurs  de  leurs  ravons 
sur  les  diverses  normales  où  ils  sont  placés.  Mais  on  pourrait , sans 
craindre  une  erreur  plus  sensible,  leur  substituer,  dans  cfc calcul , 
le  rayon  de  toute  autre  sphère  que  l’on  aurait  reconnue  déjà 
comme  approchant  beaucoup  de  s’assimiler  à la  snrface  terrestre 
dans  une  région  quelconque  sur  un  arc  de  petite  étendue.  Par 
exemple,  prenons  pour  le  rayon  R la  valeur  , qui  nous 

a été  donnée  par  l’opération  de  Pensylvanie , comme  appartenant 
à un  cercle  qui  coïnciderait  avec  un  degré  du  méridien  terrestre 
dans  cette  région.  Cette  longueur  sera  moindre  que  la  plus  petite 
que  nous  venons  d’attribuer  à nos  sphères  osculatrices  comme  n’é- 
tant pas  assujettie  aux  mêmes  conditions  de  position  des  centres  d’où 

C3 

on  les  suppose  décrites  (*).  Néanmoins  le  coefficient-^—,  calculé 


(*)  Elle  appartient  au  système  des  plus  petit»  rayons  oscillateurs  de  ta 
surface  terrestre,  et  les  précédents  au  système  de»  plus  grands.  Voyez  cette 
distinetion  dans  le  Ç A8. 
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avec  cette  valeur  de  R pour  l’exemple  que  nous  venons  de  consi- 
dérer, serait 

» . ; 

De  sorte  qu’il  rte  présenterait , avec  les  précédentes  évaluations, 
qu’une  différence  tout  à faif  négligeable.  On  pourrait  donc , jxnir  ex- 
clu re  ici  toute  apparence  de  cercle  vicieux,  concevoir  que  les  ter- 
fiies  correctifs  de  nos  formules  seraient  calculés  avec  ce  rayon , ou 
aveê  tout  antre  qui  aurait  été  obtenu  par  quelque  opération  ana- 
logue , Sans  avoir  besoin  de  lui  attribuer  aucune  relation  avec  le 
système  général  et  définitif  de  nos  sphères  osculatrices  , si  ce 
n’est  qu’il  a , comme  elles , là  propriété  de  suivre  de  très-près  la 
courbure  de  la  surface  terrestre  en  un  certain  sens,  dans  un  de  ses 
points.  Mais,  ceci  étant  constaté  pour  la  légitimité  du  raisonnement, 
lorsqu’on  entreprend , de  nos  jours , une  operation  géodésique 
nouvelle,  on  peut,  sans  aucun  cercle  vicieux,  attribuer,  aux 
sphères  tangentes  , sur  lesquelles  on  suppose  les  triangles  établis  , 
la  distribution  relative  des  centres,  et  les  longueurs  de  rayons 
qui  ont  été  reconnues  être  les  plus  convenables  , d’après  l’ensemble 
des  opérations  antérieures  effectuées  en  diverses  parties  de  la  terre. 
De  sorte  qu’en  opérant  ainsi,  on  obtient,  de  prime  abord,  les 
nombres  définitifs  auxquels  les  approximations  successives  con- 
duiraient. * 

91.  On  parvient  à des  résnltats  équivalents  à ceux  qui  précè- 
dent , et  ayant  un  degré  de  précision  exactement  égal , au  moyen 
d’un  théorème  trouvé  par  Legendre,  qui  en  simplifie  beaucoup  le 
calcul  numérique  ; mais , pour  en  concevoir  l’application , et  même 
pour  l’effectuer  avec  justesse,  il  faut  en  rappeler  le  principe  fon- 
damental. 

Ixs  angles  A , A , , A , d’un  triangle  sphérique  rigoureux  (Jîg.  1 4) 
sont  des  angles  dièdres,  mesurés  au  contre  de  la  sphère  par  les  arcs 
de  grands  cercles  interceptés  entre  les  plans  diamétraux  qui  les  li- 
mitent, et  auxquels  ils  sont  proportionnels.  On  peut  donc  les  ex- 
primer par  ces  arcs  mêmes,  indépendamment  de  toute  graduation  ; 
alors  l’expression  de  l’angle  droit  sera  un  quart  de  circonférence 
que  je  nommerai  D.  Ceci  convenu , soient  s la  superficie  courbe  du 


6RJ 


= i5t,69- 
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triangle  sphérique  ^considéré , et  S la  superficie  totale  de  la  sphère  , 
res  deux  quantités  étant  exprimées  dans  une  même  espère  d'unités 
de  surface  et  de  longueur.  On  démontré , dans  les  Éléments  de 
Géométrie  (Legendre,  livre VII,  prop.  XXIII),  qu’il  existe  tou- 
jours l’égalité  suivante  : * 4 


A -HA,  + A;  — 2P  ___  r „ 

8D  ~ S'  . 

Plus  s est  petit,  comparativement  à S , plus  les  deux  membres  de 
cette  équation  s’affaiblissent.  Enfin  , si  l’on  suppose  que  le  rap- 


port - devienne  insensible  , ce  qiri  identifie  le  triangle  sphérique  à 

S »■  • 


un  triangle  rectiligne  qui  lerait  compris  dans  un  élément  superficiel 
infiniment  petit  du  plan  tangent  à,  la  sphère,  le  numérateur  du 
premier  membre  doit  devenir  aussi  insensible,  comparativement 
ù son  dénominateur  8D.  Donc,  à cette  limite  finale,  la  somme  des 

trois  angles  du  triangle  est  égale  à deux  angles  droits  , puisqu’elle 

* 

ne  diffère  de  deux  droits  que  par  un  arc  8D  - , qui  peut  être  sup- 

posé  moindre  que  toute  quantité  assignable  par  l’atténuation  du 

* * 

facteur  - • . 


92.  Cette  relation  peut  se  mettre  sous  plusieurs  autres  formes, 
selon  les  diverses  expressions  que  l’on  peut  convenir  de  donner  aux 
angles  et  aux  surfaces.  Par  exemplé,  soit  R le  rayon  de  la  sphère, 
exprimé  dans  la  même  espèce  d’unité  de  longueur  qui  est  employée 
pour  la  mesure  de  s , et  des  arcs  A , A, , A, , D.  Alors  le  contour 
d'un  grand  cercle  sera  4D  , sa  surface  -2 DR  ; et , comme  la  surface 
totale  de  la  sphère  est  quadruple  de  celled’un  de  ses  grands  cercles , 
l’expression  de  S sera  8DR.  En  la  substituant , le  dénominateur  8D 
disparaît,  comme  commun  aux  deux  membres  de  l’cquation,  et 
il  reste 


A -t-  A , -t-  A , — 2D 


r' 


L’égalité  qui  avait  lieu  précédemment  entre  des  rapports  abstraits, 
existe  maintenant  entre  des  quantités  linéaires. 
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9.".  Autour  du  centre  C (Jlg.  1 4 ) • décrivez  une  sphère  concen- 
trique à la  première , mais  dont  le  rayon  soit  égal  à l’unité  de  lon- 
gueur, et  marquez  sur  sa  surface  les  trois  points  où  elle  est  percée 
par  les  rayons  R diriges  aux  sommets  A , A , , A,.  Ces  intersections 
formeront,  sur  la  sphère  du  rayon  f,  un  triangle  sphérique  semblable 
au  premier,  et  ayant  les  mêmes  angles  dièdres.  Exprimons-y  en- 
core ces  angles  par  les  arcs  de  grands  cercles  a,  a,,  qui  sont 
compris  sur  la  nouvelle  sphère  entre  les  plans  qui  les  limitent , en 
attribuant  les  lettres  homologues  aux  angles  pareils,  et  concevant 
les  arcs  a,  a,,  »,  exprimés  en  parties  du  rayon  t.  Désignons  au^si 
par  U Taré  de  cetté  même  sphère , qui  est  sou  tendu  par  l’anBle 

1 * ...  1 - t» 

droit;  nous  aurons,  par  une  proportionnalité  évidente, 


»A=R»,i  A , = R» , , A , = R»,',  D = R,/. 

» . *k  » 

Si  l’on  substitue  ces  expressions  dans  notre  dernigré  égalité  il  en 
résulte  * 


* + »!  + «! 


Rv' 


4 


Ici , l’égalité  existe  de  nouveau  entre  des  rapports  abstraits,  puis- 

* if 

que  a,  a,  sont  de  tels  rapports , ainsi  que  —• 


94.  Supposez,  enfin,  qu’on  veuille  exprimera,  a, , a,,  d,  non 
plus  sous  cette  forme,  mais  en  parties  de  la  graduation  numérique 
du  cercle,  par  exemple  eu  secondes  de  la  division  sexagésimale. 
Alors  il  faudra  convertir  le  rayon  i dans  celte  même  cspèeed’unités, 
ce  qui  le  changera  dans  le  nombre  qtic  nous  avons  nounné  R"  ; et, 
en  multipliant  les  deux  membres  do  l’égalité  par  éc  facteur,  on  aura 


»R"  -+■  »,  R"  -4-,  » : R"  — adR"*  = — fl". 

Les  quatre  teripes  du  premier  membre  sont  les  valeurs  dès  arcs 
respectifs  a,  a, , a, , od,  exprimés  en  secondes,  ce  qui  transforme 
le  dernier  en  ?.. C)0 . 3&)o"  ou  i8o°.  Je  les  désignerai  respective- 
ment par  a",  a'  , a*  et  d",  ce  qui  donnera 


«"•  ' 
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Le  premier  membre  de  ces  deux  dernières  égalités  s'appelle  IV.iv 
ccs  sj/hriiffur  du  triangle  sphérique  eonsidé*'' , quelle  que  soit  celle 
ites  deux  formes  qu’on  adopte  pour  l’expression  des  arcs.  Je  le*  dé- 
signerai désormais  par  e dans  le  première,  et  par  t"  dans  la 
deuxième  ; on  aura  ainsi  < 


R 


= R”  R * 


Quelle  que  soit  celle  qu’on  adopte , on  pourra  toujours  l'évaluer 
pour  un  triangle  sphérique  dont  ou  donnera  la  superficie  s,  en 
Ladivisant  par  le  carré  du  rayon  R exprimé  dans  la  même  espèce 
d’unités  de  langueur  qu’on  aura  employée  pour  calculer  s.  On  voit 
donc  qu’iCr  .encore  dévaluation  directe  de  i exige  la  connaissance 
du  rayon  R.  Mais  la  rigueur  .d’appréciation  de  s et  elémen lésera 
d’autant  moins  importante  que  s se  trouvera  moindre  relativement 
à R’,  c’est-à-dire  à mesure  que  l'étendue  superficielle  du  triangle 
considéré  sera  plus  petite  , comparativement  à la  surface  totale 
de  la  sphère  sur  laquelle  il  est  établi. 

-Q1S.  J’arrive  maintenant  au  théorème  de  Legendre.  Considérons 
un  triangle  sphérique  quelconque,  dont  les  angles  soient  A,  A ,,  A ,, 
et  C,  C,,  C,  les  côtes  respectivement  opposés;  on  aura  rigou- 
reusement • , ; . : . 


•*  * . •»  i • « * 

Avec  ces  jnèmes  côtés  C,  C, , C,,  étendus  en  ligne  droite, formez 
un  triangle  plan , Jrgt  i «j , dans  lequel  A',  A', , A',  désignent  les  an- 
gles qui  leur  seront  respectivement  opposés;  pour  celui-ci , on  aura 


sin 'A', 
sin  A' 


Cj 


, sin  A', 
J sin  A' 


On  pourrait  donc  le  résoudre  immédiatement  et  complètement  par 
lés  Tables  de  sinus,' supposant  que  ses  angles  fussent  connus  avec 
le  côté  C.  Il  est  d’ailleurs  évident  que  ces-  angles  doivent  différer 
de  leurs  analogues  dans  le  triangle  curviligne-,  puisque  leurs  sinus 
ont  entre  eux  des  rapports  différents.  Mais  on  peut  prévoir  aussi 
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qu'ils  se  rappnicheront  de  cesauemier»,  à mesure  que  la  surface 
du  triangle  curviligne  sera  moindre,  comparativement  à la  surface 
totale  de  la  sphère,  puisque  la  somme  de  ceux-ci  doit  s’accorder 
avec  eux  pour  former  deux  angtçs  droits  exacts,  à la  limite  finale 
de  petitesse  où  ce  rapport  de  superficie  deviendrait  insensible.  La 
différence  entre  les  angles  homologues  des  dèux  triangles  doit  donc 
pouvoir  se  développer  en  une  série  convergente  formée  avec  les 
éléments  décroissants  de  ce  rapport,  c>st-à-dire  ordonnée  suivant  . 

G C 

les  puissances  de  — j ~ > — , R étant  11-  rilVon  de  la 
- R II  H • »*r'  y 

quelle  lë  triangle  curviligne  est  tracé.  En  effet , lorsqu'on  effectue 

ce  calcuK  en  exprimant  les  angles  par  les  arcs  qui  les  mesurent 

sur  une  sphère  dont  le  rayonnerait  égal  à l'unité  de  longueur,  si 

l’on  borne  les  développements  à leur  premier  terrtie  ,<ce  qui  cji  fait 

seulement  omettre  qui  ont  pour  diviseur  R‘‘ou  d<%  puissances  su- 

|>erienres  de  R,  on  trouve 


sphî-yesur  la- 


A'  = A 


A'  = 


x étant  la  superficie  du  triangle jtphcriquv  exprimée  en  mèmès-uni- 
tés de  surface  que  R’.  Si  s n’est  p.ls  'donné , mais  que  l’on  connaisse 
la  superficie  du  triangle  rcqtiligmx  que  je  désignerai  pars',  on 
pourra  la  substituer  à s , en  conservant  le  même  ordre  d’approxi- 
mation , et  l’on  aura  encore  • *'  , 


A'=A— 


•A’;=A,-i 


h. 

R 


• • H*  . » .* 

D’après  cç  qu’on  a vu  dans  le  paragraphe  précédent , — exprime 

l’excès  sphérique  du  triangle  curviligne,  lorsque  l’on  prciid'les 
ares  qui  mesurent  ses  angles  dièdres  sur  les  grands  cercles  d’qne 
sphère  dont  le  rayoïyest  i , et  qu’on  les  suppose  exprimés  en  par- 
ties de  ce  même. rayon.  S»,  an  contraire,  .on  veut  les  exprimer. en 
parties  de  la  grâdnatiotl  du  cçrcle  , les  mêmes  relations  auront  lieu 
* entre  les  angles  analogues  des  deux  triangles  ainsi  Exprimés, 
pourvu  qu’on  les  associe  à l’excès  sphérique  e"  «exprime  de  la 

8.. 
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inèrfe  manière,  ce  qui  exige  seulement  que  l’on  remplace  — ou  ^ 

nar  R"  ou  — R"  dans  les  écmatUftis  nue»  nous  venons  de 
1 R’  R'  „ , 


former.* 

90.  Puisque  ces  expressions  contiennent  en  dénominateur- le 
c*rré  du  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  oneuppose  le  triangle 
étaWi , nous  avons  ici  à considérer,  comme  dans  nos  formules  pre- 
cedentes, jusqu'à  quel  point  l’évaluation  de  l’excès  sphérique 
exprimé  feh  secondes  de  degré,  comme  il  faut  l avoir  pour  le  ré- 
partir entre  les  trois  angles  A,  A, , A, , serait  affectée  par  les  petites 
incertitudes  où  l’on  pourrait  être  sur  la  valeur  précise  durrayon  R . 
Car,  bien  que,  dans  une  grande  triangulation,  l’on  ait  toujours 
soin  de  se  transporter  successivement  aux  trois  sommets  de  chaque 
triangle , pour  déterminer  par  l’observation  les  angles  qui  y cor- 
respondent, ce  qui  en  donne  l’exccs  sphérique,  sans  calcul,  par 
leur  somme  meme,  on  verra  tout  à l’heure  que,  pour  la  plupart 
des  résultats  qu’on  déduit  d’une  telle  triangulation , l’on  est  oblige 
de  sulüdiviser  ces  triangles  primitifs  en  triangles  partiels,  où  l’un 
des  angles  est  souvent  inconnu  ; de  sorte  que,  pour  le  conclure  <lc  la 
somme  des  deux  autres,  il  faut  d’abord  calculer  théoriquement  la 
valeur  totale  de  l’exccs  sphérique  d’après  le  rapport  de  la  su- 
perficie du  triangle  considéré,  au  carré  R:  de  la  sphère  sur  laquelle 
on  le  suppose  établi. 

A cet  effet,  je  reprends  les  memes  rayons  quinous  onthypothé- 
tiqiiement  servi  dans  l’épreuve  précédente,  p.  109.  Seulement,  poul- 
ies distinguer  les  uns  des  autres,  je  nomme  R,  celui  delà  sphère  os- 
eulatricc  polaire,  R-  celui  de  la  sphère  osculatrice  équatoriale  que 
l'on  déploie  dans  les  réductions  géodésiques,  et  je  désigne  par  R, 
ccltii  qui  nous  a été  donné  par  l’opération  de  Pensylvanie,  comme 
rtant  oscillateur  suivant  le  méridien  même , au  lieu  où  cette  opé- 
ration a été  faite.  Je  suppose  alors  que  pouf  un  certain  triangle 
idéjd , dont  les  côtés  seraient  approximativement  contins  , l'excès 
sphérique  t"  ait  été  trouvé  égal  à /\o",  en 'prenant  pour  dénomi- 
nateur le 'rayon  R,.  Si  ce  même  excès  était  calcifié,  en  prenant 
pour  dénominateur  le  rayon  R:  ou  le  rayon  R,,  on  lui  trouverai  1 
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respectivement  pour  valeur  ou  * ■ Or,  d’après  les  ex 

• ■ “»  • 

pressions  attribuées  plus  liant  aux  logarithmes  de  ces  trois  rayon 
exprimes  en  toises,  on  a . • j. 


k; 


i ,00639, 


-|=  1,01 40». 

R, 

» 


Multipliant  donc  ces  rapports  par  4o",  valeur  supposée  de 
quand  on  le  calcule  sur  la  sphère  du  rayon  R, , on  aurait  pour  sa 
valeur,  dans  la  deuxième  supposition,  4o",a556,  et,  dans  la  troi- 
sième, 4o",5652,  au  lieu  de  4o"  juste.  Ainsi,  dans  la  répartition 
«le  l’excès  par  tiers,  entre  les  trois  angles  sphériques  du  triangle 
considéré,  pour  le  transformer  en  un  triangle  recri  ligne,  l’erreur 
possible  sur  chaque  angle  réduit  serait  le  tijrs  de  l’excès  de  ces 
nombres  sur  \o" , ou  o"  ,o85  dans  le  premier  cas , et  o",  188  dans 
le  second.  Ce  sont  là  des  quantités  à peine  appréciables  aux  obser- 
vations les  plus  précises;  et,  dans  l’état  actuel  de la  géodésie,  on 
11e  sentit  jamais. exposé  à les  avoir  si  grandes,  parce  que  L’on  con- 
naît beaucoup  trop  approximativement  le»  rayons  des  sphères  qs- 
culatriccs  lqrales,  d’après  les  opérations  antérieurement  faites, 
pour  leur  attribuer  îles  valeurs  si  différentes  de  celles  qui  leur  con- 
\ iennent  dans  chaque  cas  donné.  On  n’aura  donc  jamais  à craindre 
des  incertitudes , meme  $i  petites,  sur  l’évaluation  théorique  d’uu 
excès  sphérique  de.  40"-  Or,  aucun  triangle  géodésiqtie  jusqu’ici 
réalisé  n'a  été  assez  étendu  poflr  présenter  un  excès  qussi  consi- 
dérable. .Celui  que  nous  avops  employé,  !\f.  Arago  et  moi , pour 
lier  la  pétite  île.  d’Iviza  à la  rôttf  d’Espagne , a eu  pour  excès  sphé- 
rique 39".  C’est  de  beaucoup' |e  plus  grand  qui  ait  été  jamais  exé- 


cuté, et  la  nécessité  de  cette  jonction  a pu  seule  nous  décider  à 
subir  toutes  les  difficultés  que  présentaient  les  observations  de  si- 
gnaux places  à de  si  grandes  distances.  Aussi  n’en  trouve-t-on 
de  cet  ordre  dans  aucune  aigre  triangulation,  et  fiai* conséquent 
les  excès  sphériques  qui  s’affaiblissent  comme  le  carré  des  dimeh 
sions  du  triangle  y sont  tous  généralement  si  petits,  que  l’on  n'a 
rien  absolument  à craindre  dans  lejir  évaluation  ? par  l'influence 
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dos  faibles  incertitudes  que  pourrait  présenter  l’appropriation  du 
rayon  R employé  pour  lçs  calculer  théoriquement. 

97.  Les  résultat?  précédents  peuvent  se  résumer  dans  un  énonce 
général,  qui  a été  donné  par  Legendre*: 

t°.  Étant  donné  un  triangle  sphérique,  dn’nç  là  surface  est  très- 
petite,  comparativement  à la  surface  totale  de  ta  sphère,  sur  la- 
quelle il  est  établi,  comme  sont  les  triangles  géodésiques  formés 
localement  stfl-  le  sphéromc  terrestre,  si  ks  angles  dièdres  de  ce 
triangle  sont  A,  A,,  Ai,  et  C , C, , C,  les  longueurs  dés  câtés  res- 
pectivement opposés  à ces  angles,,  comme  le  représente  la  fig.  i4  , 
formel  un  triangle  plan  A'À', A',‘,  fig.  17,  dont  les  côtçs  rçcti- 
lignrs  soient  égaux  à C,  C, , C,,  et. dont -les  angles  A',  À’( A’, 
respectivement  opposés  à ces  côtés, aient  pour  valeurs  , , 

* * 4 4 ' . 

A'  = A — -j  t , A',  «=  Ar.—  7 s , A',=A;  — 


'Foutes  Iss  relations  que  la  trigonométrie  rectiligne  établira  entre 
les  côtés  C,  C, , C,  de  ce  triangle  idéal  auront  lieu  aussi  entre  ors 
memes  côtés  dans  le  triangle  sphérique , en  ne  négligeant  que  dis 

• » * A * . 

termes  de  l’ordre  — ? et  d’ordres  supérieurs. 

“ v 

Si  les  trois  angles  A,  A,,  A,  sont  donnés  en  parties-  de  la 

graduation  du  cercle,  ou  sous  toute  autre  forme  convenue,  on  pourra 
aisément  Calculer  la  valeur  de  s sous  la  meme  formé,  puisqu’ il  est 
égal  à l ’ excès  de  leur  somme  sur  deux  angles  droits.  On  pourra 
encore  le  calculer  sans  avoir  ces  afigles,  tf  l’on  connaît  ta  surface,  s 
du  triangle  sphérique  considéré,  puisqu’il  suffira  eje  la  diviser  par 
le  carré  du  rayon  R de  la  sphère , 'exprimé  en  unités  de  surface  de 
meme  natale  que  s.  Enfin , si  l’on  ne  connaît  pas  la  surface  exacte 
s du  triangle  sphérique,  on  . pourra  la  remplacer,  dans  le  même 
ordre  d’approximation , par  la  surface  s'  de  ce  même  triangle  con- 
sitléré  comme  rectiligne , et  formé  par  les  côtés  C , C, , C, , combinés 
avec  ceux  des  angles  sphériques  A , A, , Ai,  qui  seront  donnés.  Le 
‘ J 

rapport  — ; donnera  l’excès  inconnu  1 ou  1"  du  triangle  sphérique 
dans  des  limites  d'approximation  du  même  ordre  que  si  l'on  avait 
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pu  le  calculer  directement  //ar  les  cléments  mentes  tle  ce  triangle, 
combinés  selon  'leurs  rapports  trigono/uétrif/ues  rigoureux. 

98.  A l'aide  de  ces  deux  théorèmes,  ks  triangles  geodésiques, 
quoique  ayant  leurs  côtés  courbes , se  résolvent  immédiatement 
par  les  Tables  logarithçiiqu'ca  ordinaires,  ttenoftdMVs,  de  sinus  et 
de  tangentes,  comme  -si  ces  côtés  étaient  ééctilignes.  ôti  emploie 
donc  immédiatameitt , dans  le  calcul,  leurs. longueurs  absolues  C, 
C, , C, , telles  qu’elles  sont  données  par  la  meiisnfatiou , sans  avoir 
besoin  de  les  diviser  d’abord  par  le  rayon  R pour  les  réduire  en 
parties  de  ce  rayon,  et  de  les  multiplier  ensuite  par  R"  pour  les 
avoir  en  parties  de  la  graduation  du  cercle,  comme  les  IQdiles 
usuelles  supposent  les  arcs  exprimés.  La  connaissance  du  rayon  R 
n’est  indispensable  que  pour  calculer  théoriquemenrTexcès'sphéw 
rique-dn  triangle  d’après  le  rapport  dé  sa  superficie  à celle <Je  la 
sphère,  lorsque  ses  angles  dièdres  A,  A, , A,  n’ont  pas  été  towrtrois 
déterminés  par  l’observation  ; et  son  usage  y est  analogue  à celui 
qu’il  a pour  le  calcul  des  termes  correctifs,  dans  la  résolution  des 
mêmes  triangles  par  les  développements  que  nous  avons  d'abord 
exposés.  C’est  pourquoi  on  n’a  besoin  de  l’y  connaître  aussi  qu’avec 

une  approximation  d’un  ordre  pareil.  • 

» • 

99.  Pour  compléter  ce  rapprochement,  je  vais  montrer  que , 
dans  les  limites  de  petitesse  îles  triangles  auxquels  le*  théorème  de 
Legendre  est  applicable,  il  donne  des  résultats  identiques  avec  les 
développements  que  nous  avons  formés  tout  à l’heure  dans  le 
§ 89,  page  108;  son  unique  avantage,  c’est  de  suppléer  à l’éva- 
luation des  termes  correctifs  de  ces  développements,  par  l’emploi 
de  l’excès  sphérique  du  triangle  considéré. 

Pour  donner  un  exemple  simple  et  convaincant  de  ce  fait,  résol- 
vons ainsi  le  même  problème  que  nous  avons  traitépar  les  dévelop- 
pements (§  89,  page  108).  Connaissant  les  trois  angles  du  triangle 
sphérique  AA, A,,  fig.  1 4 » et  qn  côté  C,  trouver  les  deux  autres 
côtés  C, , C,. 

Puisquç  les  trois  angles  sont  donnes,  et  exprimes,  si  l’on  veut , 

1 11  parties  de  la  graduation  du  cercle,  leur  somme,  diminuée  de 
deux  angles  droits,  donnera  l’excès  sphérique  sous  lu  forme  1".  On 
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aura  donc,  par  le  tbcorcinc. 


c,  =c 


, *V(A  I 


r — c sitt(A»  ~ » «") 

*'n(A  “ i *”)' 


siiii-V  — «") 

* . • m* 

Je  considère  d’abord  la  première  de  ces  relations,  et,  pour  la  rappro- 
cher de  nos  développements,  j’y  décompose;  dans  les  deux  ternies 
du  second  membre,  les  jinus  d’arcs  complexes  eu  sinus  d’arcs  sim* 
pies.  Puis,  comme  «"  est  toujours  un  très-petit  arc,  dont  l’expres- 
sion abstraite  est  de  l'ordre^»  je  remplace  son  sinus  par  cette  ex- 
* ï S 

pression  même  — j ou  t,  qui  le  donne  en  parties  du  rayon  des  Tables 

pr  is  |»our  unité.  Par  un  motif  pareil,  je  remplace  le  cosinus  de  cet  arc 
par  l’unité,  ce  qui  revient  encore  à négliger  les  termes  de  l'ordre 

ou  des  ordres  supérieurs;  j’ai  ainsi  finalement 

cos  A ,N 

/ I — < 

, sin  A, 


i — t*  • 


c _ c (sin  A,  — posA,)  _ ^ sin  A,  / ' * ' sin  A , 


(sin  A — j t cos  A)  sin  A 


cos  A 
sia  A , 


i est^lcjide  l’ordre  — 5 en  conséquence,  si  nous  développons 

• lv 

• . * 

en  série  par  la  division , il  faudra  se  borner  aux  deux 


, cos  A 

t — i.t_ « 

' sin  A • » 

premiers  termes  du  quotient,  et  négliger  tbus  les  ultérieurs  qui, 
étant  d’ordres  plus  élevés,  s'assoient  à des.termes  déjà  supprimés, 
dans  la  formation  du  théorème.  On  aura  ainsi , après  quelques  ré- 
ductions faciles, 

* * 

* 

— C s!n *'  J-  ■ rshHAl  — 
o,  — i.  ’t~K — H ~ — • V7 — *• 

»A  i - sin  A 


Maintenant, «onsidi'ixpisli^Irianglu  rectiligne  idéal 1 7)^  dont 
les  côtés  sont  C,  C,,  C,  de  la  Jig.  1 j.  Si  ,'tlu  sommet  A',  011  mène 
une  perpendiculaire  A'P'  sur  le  côté  opposé  C,  la  longueur  de  cette 
perpendiculaire  sera  C,  sin  A’,;  mais  on  pourra  la  remplacer  par 
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Ci  sin(A',  -4-  A'),  puisque,  le  triangle  étant  plan,  un  quelconque 
rie  ses  angles  est  supplément  de  la  somme  des  deux  autres.  Sa  su- 
perficie sera  donj  -J-  GC,  sin(A’,  -f-  A').  En  la  divisant  par  R3,  on 
aura,  avec  une  approximation  du  mémo  ordre,  conséquemment 
suffisante,  l'excès  sphérique  du  triangle  réel  AA,A,, _/%.  14»  ex- 
primé sous  sa  forme  abstraite,  lequel  sera 

i CC,  sin  (A’,  <4-  A.')  *’ 

* — â rT  * ‘ 

• • 

Or,  les  angles  plans  A',  A',  ne  diffèrent  de  leurs  analogues  du 
triangle  sphérique  que  parce  qu’ils  sont  chacun  plus  petits  .d'tme 

quantité  égale  à je,  qui  est  de  l’ordre  ^y.  Donc  , puisque 


nous 


négligeons  les  termes  de  l’ordre  ÿ- , nous  pouvons  substituer  ces 

R’ 

angles  sphériques  aux  angles  plans  dans  l'expression  de  t même , 
ce  qui  donnera,  dans  le  même  ordre  d’approximation  , , 

• ' * ’ ’ • ' 

__  _i  stSt(A,  -4-  Al)_  1 t 

. * ~ 2 R>  ’’ 

• * 

et,  par  suite,  en  substituant  dans  Cr, 


C,  = 


CsinA,  t C’C,  sin(A, -4- A)„sin(A, — A) 


sin  A 


R-  sin 1 A 


Il  ne  reste  plus  qu’à  ehdsser  C,  du  second  membre  ptiur  l’avoir 
entièrement  dégagé.  Or,  comme  il  n’entre  que  dans  le  terme  divise 
par  R%  il  faut,  ppur  rester  dans  le  même  ordre  d’approximation, 
l'y  remplacer  par  la  portion  de  sa  valeur  qui  n’est  pas  déjà  de  cet 

ordre,  c’est-à-dire  par  On  a ainsi  finalement 

sin  A 

* f * • 

• . 41  . ’ 

j.  sin  A,  i^in  A|  sin  (A,  -4-  A)  sin(A,  —«'A)  (7‘ 

siu  A t>  * sif>  ‘ Â ’ * R ' 


Celle  expression  est  identique  avec  celle  que  nous  avons  trouvée, 
§ 89,  page  108,  par  le  développement  immédiat  de  C,  ; et  la 
connaissance  du  rayon  R n’v  est  non  plus  nécessaire  que  pour  cal 
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ciller  les  teignes  correctifs  qui  rendent  le  triangle  sphérique  diffe- 
rent d’un  triangle  rectiligne  formé  par  des  rôles  d'égale  longueur. 

100.  Legendre  a démontré  que  son  théorème  avait  encore  lieu 
pour  les  très-petits  triangles  formés  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  , 
par  les  lignes  de  plus  courte  distance  qui  joigneut  leurs  sommets  ; 
et  d'autres  géomètres  ont  étendu  la  même  proposition  aux  petits 
triangles  tracés  aussi  par  les. lignes  de  plus  courte  distance  sur  un 
sphéroïde  quelconque.  Ces  démonstrations,  qui  ont  demande  beau- 
coup d’habileté,  me  semblent  n'ètrc  que  des  jeux  d'analyse,  dont  le 
résultat  pouvait  se  prévoir  par  les  simples  considérations  d’oscu- 
lation que  j’ai  exposées.  Quelle  que  Soit  la  forme  du  sphéroïde, 
pourvu  rju’ellc  soit  continue,  si  l’on  conçoit  une  sphère  qui  lui  soit 
osculatrice  en  un  quelconque  de  ses  points,  n’importe  dans  quel 
sens,  il  y aura  toujours,  autour  du  point  de  contact,  une  petite 
amplitude  superficielle  dont  tous  les  points  différeront  aussi  peu 
que  l’on  voudra  de  ceux  de  la  sphère  qui  se  trouvent  sur  les  memes 
sécantes.  Alors,  quand  .on  aura  fixe  les  limites  de  cette  amplitude 
par  les  conditions. d'approximation  auxquelles  on  veut  considérer 
la  distance  mutuelle  de  ees  points  homologues  comme  négligeable, 
les  lignes  de  plus  courte* *  distance,  tracées  sur  le  sphéroïde  dans 
l’amplitude  ainsi  restreinte,  se  confondront,  dans  le  même  ordre 
d'approximation , avec  les  arcs  de  grands  cercles  menés,  sur  la 
sphère  .* osculatrice.  i Ainsi  le  théorème  de  Legendre  aura  lieu 
pour  les’petits  triangles  qui  y seront  compris.  La  forme  particu- 
lière du  sphéroïde  a’inflpe  que  sur  l’extension  pins  ou  moiris 
grande  que  l’on  peut  dônucr  au  théorème  autour  de  iliaque  point 
de  contact , avec  un  degré  d’approximation  égal  lj- 

> : : * >,  V - 

(*)  A l’occasion  du  sujet  qui  est  traité  dans  cctlc  section,  on  pourra  liro 
avec  beaucoup  dé  fruit  un  remarquable  Mémbiro  d»  Lttgrangc  inséré  au 
Journal  de  l’Êcolc'Voljlrehmqur.  tome  II,  pago^ayo,  où  le»  principe»  de  la 
trigoiiOtnétrie^phérique  et  le  théorème  de  Legendre  sont  établis  avec  lino 
extrême  clarté.  Qii  y voit  que.  le  théorème  fondamental  que  j’ai  rapporté 
page  1 13 «été  d’abord  énoncé  comuiQ  induction  par  Albert  Girard  en  iCa>), 
et  démontré  pour  la. première  fuis,  eu  i6!a,  par  Cavalleri. 
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Sur  la  réduction  à l 'horizon  des  tuigles  observés  dans 
. des  plans  ohliques. 

Conservant  toutes -les  déterminations  adopuSei.ilans  la  page  *P>  j® 

reprends  l'équation  transformée  de  la  page  : 

• * i *.  * • 

«inrt.il  — si  À1  j (s, — »,) 


(0 


sin".  A = - 


sin  s,  sin  4,  * 


K11  retfanchanl  de  scs  deut  membres  sin’  J a,  j’ai 

(i  — sin  î.'sin  *.•)  sir.’  j a -^>«in’t  (*,  — *,)  « 

w 4 A - itoM  « = sin  *,  sinTj  i • 

Corn  inc  les  distances  zénithales  c, , a,  sont  toujours  pmi  difieretftes  do  90°, 
il  sera  bon  de  mettre  en  évidhncé-  les -petites  fiautèurs  appilretvies  on  les 
petites  dépressions  accidentelles  qui  complètent  le  quadrant;  les  consi- 
dérant donc  comme  négatives  dans  le  premier  cas,  et’toritme  positives  dans 
le  secônd,  je  fais  généralement 


ce  qui  d.ortno 

# si n* \ A — sin1  \a  = 


sl'=  go°  -+-  hl , s%  = 90° -4-  », , 

* . « h 

, a ■* 

, • . » , 

(1  — cos  fcl  cos  /»,)  sin'ÿâ — sin*  \ {hr  — &») 


cos  A,  cos  ht  . • • 

or,  on  a identiquement 

« sin*!  A — sin*}  a = sin  { (A  H*  ftjtîn  * {A  — à) , 
et  # , 

(tj-  cos  A,  cos  A.V^sirr1  J (At-+-  ht ) -+-  sin*{  [ht *-  ht). 

Ces  cquivalepts  étant  substitué»  dans  l’équation  précédente,  ello  prend  la 

, V » 

forme  qui  suit  : , 


(a)  sin  \ (A  -f-*a)  sin  j (A^j-  a)  =a 


sin*  {a  sin1 1 (A,-t->,)—  cos^p  nin*-ÿ(ft, — A,) 


cos  À,  cnsT,  , * 


On  voit  alors  quo  le  second  membre  sera  toujours-une  quantité  très-petite 
de  l'ordre  du  carré  de  A,  et  do  A,.  En  outre , comme  ot>  prend  toujours  soin 
que  l'angle  a ail  une  notable  grandeur,  sin  { (A-*-  a)  ne  sera  jamais  assez 
petit  |>our  compensor,  comme  dénominateur,  l’atténuation  produite  par  les 
facteurs  sin’A(A,-t-  A,) , ain*  j (A,— A,).  Conséquemment  sin  J (A— a), et  par 
suite  l'arc  A — a , seront  de  mémo  ordre  qu’qui.  O'aprcs  cela , si  l'on  con- 
sentait à -négliger  le  carre  de  A — a,  on  pourrait  supposer  A éjabii  <\  dans 
le  facteur  sin  i (A  -4-  a) , ce  qui  le  transformerait  en  sift  a qurest  connu  , et 
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l'on  aurait,  parcelle  première  approximation  , 


si»  J (A  — a)  = 


sifr-*  a si»'*  * (At  -+-AJ  — cos1 1 a sin1  i>|At  — Ai,)  ^ 
* cos  A,  cos  A,  siii  a 


alors  , en  se  restreignant  à.  ces  termes  , on  devra  considérer  l’arc  { (A  — a) 
coin  me  proportionnel  à son  sinus.  Donc  , si  on  véqt  l'obtenir  en  seconde» 
de  degré  , et  qu'on  représente  par  U"  la  longueur  du  rayon  du  cercle  exprimé 
tic  la  même  manière,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la  note  de  la  page  6»  , 

‘ * (A  — a> 

sin  J (A  — a)  devra  cire  remplacé  par  ~ * — j-„ — • , ce  qui , étant  égalé  à sa  \a 
leur  précédente , donnera , dans  cet  ordre  d'approximation , 

r . a [sirj*  •}  a sin*  *-  (A,  -+-‘A,)  — cos*  J a si  n* } (A, — A,))  H" 

A — a H : : '■  , r — t 

cos  A,  cos  ht  sin  a 

Lu  terme  qui  s'ajoute  a a dans  le  second  membre  se  trouvera  ainsi  exprime 
en  secondes  de  degré,  et,  dans  les  limites  de  l'approximation  à laquelle 
nous  nous  sommes  restreint,  on  pourra,  en  le  calculant,  remplacer  cos  At , 
cos  A,  par  l'imite  à son  dénominateur,  parce  que  les  quantités  qui  complu 
terit  ces  cosinus  étant  de  l'ordre  sin*  A,  , sin*  A,,  si  on  les  concevait  reportée» 
par  développement  au  numérateur,  elles  y formeraient,  avec  les  termes  qui 
le  composent , des  produits  que  nous  avons  supposés  tacitement  négligea- 
bles quand  nous-nou»  sommes  borné  A la  première  puissance  de  sin  } (A— a), 
dans  l'expression  de  l'arc  J (A  — a ) en  fonction  de  ce  sinus. 

Pour  justifier  la  petitesse  supposée  de  l'are  (A  — a)  malgré  la  présence 
de  U*  comme  lecteur  au  numérateur  de  la  quantité  qui  l'exprime,  il  faut 
considérer  que,  les  hauteurs  apparentes  At , A,  étant  admises  comme  très- 
petites  dans  noire  approximation,  les  carrés  sin*  J (At —h /*A ) et  sin*  \ (A,  — AJ 
qui  se  trouvent  au  numérateur  compenseront  cette  influence.  En  cficl , en 
btipposanl  les  arcs  At  et  ht  exprimés  en  secondes  de  degré,  comme  A — a , 

*,)•  •(*.-».) 


ces  carrés  seront  de  l'ordro  7 ^ 1 


01 


- , ce  qui  rétablira  H"  en 


4 K"a 

diviseur  défini  tif.  Ainsi,  quand  on  prendra  lus  valeurs  de»  logarithme»  de 
ce#  sinus  dans  les  Tables,  et  qu'on  effectuera  régulièrement  le  calcul  avec 
leurs  valeurs,  la  compensation  s'établira  toujours,  soit  qu*on  ajoute  au 
résultat  log  R^^u  qu'on  en  retranche  log  sin  1",  ce  qui  ryviendia  au  même 
d'après  la  note  de  la  page  62.  La  correction  qui  complète  a se  trouvera  tou- 
jours exprimée  en  secondas  do  degré, .et  cite,  sera  aussi  toujours  très-petite, 
comme  nous  l'avons  prévu  d'après  la  naluçp  de  la  question. 

f'ptte  expression  approchée  «le  la  réduction  A l'horizon  suffi  ru  dan»  le  très- 
grand  nombre  «les  cas  ; mais,  si  l'on  veut  en  obtenir  une  plus  exacte  , et 
même  d'une  exactitude  théoriquement  indéfinie,  il  faut  résoudre  l'équa- 
tion ^j)  i<hr  le#  série»  relativement  a A — a,  en  fondant  la  légitimité  des 
développements  sur  fa  petitesse  reconnue  du  second  membre.  Pour  cela  je 
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fais , par  abréviation , 


sim1  \ a sin’  { (h.-t-  h.)  — cor*  \ a un*  ! (h.  — h.) 

J Li_: --1  - -?-*■■■ — ~ = csin  a, 

cor  A,  eus  h. 


ï(A-  •)  = », 


d'où 


5 (A  -+-  a)  = a ■+■  *. 


c sera  une  quaiitilc  connue  tfbc  non»  «avons  être  fort  petite , qt  ax  sera  l'in 
connue  ou  la  réduction  à l'horizon  que  noua  voulons  déterminer;  alors  notée 
équation  (a)  deviendra 

, f sin  (a  -t-x)  sin  x = c sin  a, 

■ * * 

ou,  eu  développant  le  premier  facteur, 

sin"  a cosxsin'x  -)-cos  a sin’x  = c sin  a. 

Maintenant  divisez  les  deux  membres  par  cos’x,  et  rcmplacezdans  le  second 

| # ** 

, par  son  expression  équivalente  c-t-tang’ x;  l'équation  ne  contiendra 

plus  d’inconntio  quo  tang  x , et , en  l'ordonnant  par  rapport  à ( eue  quantité, 
elle  deviendra 

tanne  e tango 

tang*  x h = -tangx  

1 — c tanga  I — c tung  a 

^ _ rV  0 

Si  l’on  voulait  considérer  lang’x  compte  négligeable  comparativement  A 
lang  x,  ainsi  que  nous  Pavions  fait  d'abord  , celle  équation  nous  donnerait 
tangx  égal  à c;ct,  par  suite,  cette  tangente  pouvant  être  remplacée  par 
sin  x ma  sin  KA-«)  dans  le  mémo  ordre  d'approximation  , il  viendrait 

sin  { (A  — a)  -=Sct 

résultat  identique  à l'évaluation  que  nous  avions  obtenue  directement  avec 
les  mêmes  restrictions.  Pour  aller  plus  loin  , il  faut  résoudre  notre  équation 
du  second  degré,  en  ne  prenant  Çie celle  des  deux  racines  qui  donne  fc  nul 
quanti  e est  nul  , comme  notre  équation  primitivo  non  divisée.  En  effectuant 
cette  résolntion  , on  trouve,  après  quelques  réductions  faciles  , 


tanga  J 

tang  x = — î 

%Çt — cuiig<i)( 


4c(l  - C tnflg  u)"l' 
tang  a | 


11  ne  resta  plus  qu'à  développer  In  partie  radicalo  du  second  membre  suivant 
les  puissances  do  la  quantité  très-petite  qui  s'y  trouve  associée  à l'unitc.  Cela 
se  fera  au  moyen  de  la  formule  du  binôme 


cl  l'on  aura  fângx  avec  Icllo  approximation  quo  l’on  voudra;  d’où  l'on  dé- 
duira l'angle  x par  les  Tables  logarithmiques  usuelles. 

Je  me  bornerai  , rommo  exemple,  àclfcctuor  ce  développement  jusqu'il  la 
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seconde  puissance  île  c inclupivemen»,  ce  qui  revient  à négliger  feulement  le» 
quantités  de  l’ordre  Ung'x  comparativement  à tang  x;  foblien»,  dan»  ces 
limites , 


tang  x = e - 


ung  a 


Or,  dans  un  cercle  dont  le  rayom  eût  pris  pour-unité,  l’expression  d'un  arc  r 
moindre  que  4’)°’,  eii  fonction  de  sa  tangente,  est 


r = ung  X — J tang"  x -+-  - tang'x. . . ^ 


Ainsi,  quand  on  néglige  le  cube  do  tang  x,  comme  non»  l’avons  fait  iei,  elle 
se  réduit  4 la  tangente  même;  alors,  si  l’on  représente  par  R*  le  rayon  exprime 
en  secondes  de  ■'degré , comme  nous  l'avons  fait  dans  la  note  de  la  page  6a  , 
et  que  l’on  suppose  l’arc  x exprimé  de  la  même  manière , lo  rapport  abstrait  x 

ou  tang  x dêvra. être  remplacé  par  ^ , ce  qui , étant  égalé  à la  valeur  trouv  ce 

ci-dessus  pour  tangx,  donnera 

• * * C«TV 

x = cRir.t — — i 

Ung  a 

• I 

et,  en  tvslituapl,Po«r  x sa  râleur  \ (A  — a) , il  on  résultera 

A = o -t-  acU"  — — • 

& tanga 

• t1  ^ * 

Cette  expression  coineide,  dans  son  premier  terme,  avec  celle  que  nous 
avions  trouvée  d’abord  ; elle  n'^n  diffère  que  dans  le  second,  qui  sera  le  plus 
souvent  insensible  et  négligeable. 


s 

-fc  « 


t 


Digitized  by  Google 


wtvsiQUr. 


,a7 

Section  III . — Mensuration  par  une  triangulation  continue. 
Formation  des  réseaux  des  triangles  sphériques,  établis 
cprisécütivemcnt  sur  la  surface  terrestre , dans  le  sens 
d’un  même  méridien.  Calcul  de  la  longueur  de  l’arc 
méridien qili  les  traverse.  .» 

KH.  Dans  la  section  precedente,  nous  avons  constaté  que  si,  en 
un  point  donrié  de  la  surface  terrestre  régularisée,  c’est-à-dire  ra- 
menée à la  courbure  uniforme  des  mers,  ou  conçoit  une  sphère  qui 
lui  soit  osculatrice,  n’importe  dans  ’qufl  sens,  il  y aura  toujours , 
autour  du  point  de  contact , tin  petit  espace,  dans  lequel  Cette  sur- 
face se  confondra  d’assez  près,  avec. la’  sphère  qui  l’oscule,  pour 
que  les  points  qui  y seront  eompris  ne  diffèrent  de  ceux’  qui  sont 
situés  sur  les  mêmes  sécantes  de  la*sphè_re  que  par  des  quantités 
négligeables.  Alors,  si  l’on  fortne  entre  trois  de  «es  derniers  points 
un  triangle  sphérique  composé  d’aresde  grands  cercles  delà  sphère 
osciiîatrice,  lequel  devra  être  cens»':  commun  aux  deux  surfaces, 
nous  avons  prouvé  que-les  angles  dièdres  de  ce 'triangle  peuvent , 
sans  erreur  appréciable^  être  déterminés  par  des  observations 
faites  auteur  des  normales  réelles  menées  aux  stations  terrestres  qui 
Aboutissent  aux  mêmes  sécantes.  Ensuite,  ces  angles  étant  sup- 
posés ^connus  , nous  avons' établi  les  méthodes  les  plue  convena- 
bles pour  en  déduire  les  rapports  de  longueur  des  côtés  du  trian- 
gle ainsi  constitué.  . . * 

Nous  allons  maintenant  considérer  uu  réseau  de  triangles,  pa- 
reils , formes  consécutivement  dans  le  sens  d’tfh  mémo  méridien 
terrestre , et  s'appuyant , ou  pouvant  ctfé  censés  s’appuyer  les  uns 
sur  les  aptres,  par  dos  côtés  communs,  comme  le  (^présente  la 
JSg.  i8..C$est  ce  qu'on  appelle'  les  triangles  principaux.  d'une  opé- 
ration géodésiqiic.  Je  leur  conserverai  celte  dénomination.  Mais, 
pour  appîjtpçer  légitimement  îyie  telle  construction  , avec  la  con- 
tinuité «^enchaînement  qu’on  lui  attribue,  il  faut  spécifier,  dans 
scs  particularités,  ce  qu’elle  a d’exact  et  ce  qui  n’y  estqu’approxi- 

• .natif»  (/••'*  _ 

• • • 9 • 

(*)  Pour  r*vi|or  tout  malentendu,  jo  crois  devoir  prévenir  que,  dan»  celte 
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102.  A cet  effet , éLablissons-ln  «l’abord  dans  l'l«\ j>« «thèse  simple 
où  la  surface  terrestre  régularisée  serait  yne  splièiv  rigoureuse,  ro 
«pie  notis  savons  déjà  être  très-peu  éloigné  de  la  réalité.  Pour 
abréger  les  énoncés  t désignons  par  la  lettre  O le  centre  de  celte 
sphère,  et  par  S,  ï„  2„...  les  points  de  la  surface  irrégulière  qui 

ont  servi  de  stations  pour  mesurer  les  angles  dièdres  A,  A,,  A„ 

Du  ceptreO,  menez  les  sécantes  02,  02,,  02,,....  Elles  perceront  la 
sphère  en  autant  de  points  S,  S,,  S,,....  Ceux-ci,  étant  joints  entre 
eux  par  des  arcs  de  grands  cercles , formeront  une  suite  continue 
de  triangles'  sphériques  tracés  sur  la  sphère  même  qui  exprime  la 
configuration  générale  de  la  terre,  comme  le  représente  la  fig.  18. 
Alors,  les  triangles  consécutifs  qui  ont  deux  sommets  communs 
ont  aussi  un  côté  commun  formé  par  l’arc  de  grand  cercle  qui 
joint  ces  sommets.  Les  trois  itngles  A , A, , A,  de  chaque  triangle, 
étant  connus  par  observation , leur  somme,  diminuée  de  i8o°, 
exprime  l'excès  sphérique  i"  qui  lui  est  propre.  Le  tiers  de  cet 
ejfcès,  retranché  de  chaque  angle,  donne,  par  le  théorème  de 
Legendre,  les  angles  correspondants  JJ,  A’,,  A',  du  triangle  recti- 
ligne, qui  serait  formé  parles  mêmes  côtés  C,  C,  ,C,,  étendus  en 
ligné  droite.  De  là  on  déduit  les  rapports  de  ces  arcs  entre  eux. 
Donc,  si  l’on  avait  la  longueur  de  l’arc  sphérique  qui  constitue  un 
seul  des r«tés  de  la  chaîne,  par  exemple  SS,  ou  SS,,  on  en  dé- 
duirait , par  des  résolutions  successives , les  longueurs  de  tous  les 
autres  côtés,  le  passage  de  chaque  triangle  au  triangle  consécutif 
s’effectuant  par  l’emploi  «lu  côté  commun.  Ce  calcul  n’exige  point 
que  l’on  connaisse  le  rayon  R de  la.  sphère  sur  laquelle  le  réseau 
est  établi.  La  connaissance  de  l’excès  sphérique  i",  propre  à cha- 
que triangle,  y supplée. 

105.  On  obtiendra  encore  un  résultat  pareil , mais  déjà  seule- 
ment approximatif,  si  la  terre,  n’ctaftl  pas  rigourcuscrticnt  sphéri- 
que, diffère  toutefois  assez  peu  de  ht  spltéricitc,  pour  que  le  réseau 

• + < • 

fig.  i8,  comme  «Ion»  toutes  celles  qui  vont  suivre,  les  lettres  S,  S,,  S,,... 
ne  désignent  plus  tes  stations  mêmes  outra  angles  dièdres  oui  ôtô  mesurés, 
mais  les  points  où  chaque  sphère  oscnlaltice  est  perrés*  par  les  sécante» 
menées  de  son  centre  h res  stations.  ! 
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uiitiet  il  une  même  triangulation,  toujours  très- pou  iienclu  oom- 
parativemcnt  à sa  surface  générale , puisse  être  considéré  avec  une 
exactitude  suffisante,  comine  établi  sur  une  même  sphère,  qui  se- 
rait osctdatrice  à cette  surface,  dans  la  partie  moyenne  de  lalou- 
\ gueur  qu’il  recouvre.  Alors,  les  sommets  S,  S, , S„...  des  triangles, 
formés  sur  la  sphère,  n'appartiendront  plus  rigoureusement  à la 
surface  terrestre.  Ils  seront  situés  à l’extrémité  des  rayons  menés, 
comme  sécantes,  aux  diverses  stations  ï,  2,_,  2„î..,  où  l’on  aine- 
sure  les  angles  dièdres  que  l’on  transporte  à. ces  sommets.  Consé- 
quemment, pour  que  ce  transport  soit  légitime,  il  faudra  d'abord 
que,  dans  toute  l’étendue  de  Itqtwation  , les  normales -réelles  me- 
nées en  2,  2,;,  2,,.^  forment  des  angles  extrêmement  petits  avec 
les  sécantes  correspondantes , et  ce  sera  là  une  condition  indispen- 
sable , pour  que  la  même  sphère  osculatricc-pnissc  y être  partout 
employée.  Les  sommets  S,  Sr,  S,,...  des  triangles  sphériques  ainsi 
formés  différeront  des  points  a,  a,,  où  les  sécantes  percent 

la  surface  terrestre  régularisée.  Mais  J’ecart  sera  d’autant  moindre 
que  cette  surface  approchera  plus  de  la  forme  sphérique,  et  que 
l’étenilue  de  l’opération  sera  plus  restreinte  autour  du  point  où 
l’osculation  a lieu.  Si  donc  les  intervalles  Sa,  S, a,,  S,a„...,  évalués 
sur  tonte  la  longueur  du  réseau,  peuvent  y être  supposes  assez, 
petits,  pour  que  l’arc  de  grand  cercle  SS,  qui  joint  ses  sommets 
extrêmes  sur  la  sphère  osculatrice,  et  l’arc  ‘de  plus  courte  distance 
compris  entré  les  points  correspondants  a,  a„  sur  lu  sphéroïde,  ne 
diffèrent  entre  etix  que  par  une  longueur-négligeable,;  la  chaîne 
de  triangles  sphériques  formés  entre  les  sommets  S,  S,,*...,  S., 
pourra,  «la  ns  le  même  ordre  d’approximation,  être  substituée  à la 
surface  réelle.  Alors,  les  triangles  consécutifs  de  celte  chaîne  se 
lieront  encore  entre  eux  par  les  arcs  sphériques  qui  joignent  leurs 
sommets  communs.  On  pourra  donc  déduii'é'tous  leurs  côtés  d’un 
seul  d’entre  eux,  comme  précédemment.  Cette  évaluation  sera  d’au- 
tant moins  fautive,  que  la  différence  du  sphéroïde  à une  sphère 
rigoureuse  sera  moindre,  et  que  l’étendue  totale  du  réseau  sera  plus 
restreinte.  Ces  deux  circonstances  concourent, si.  heureusement, 
dans  toutes  les  opérationsg«  odésiques  jusqu’ici  effectuées,  que  l’on 
éprouve  à peine  le  besoin,  ou  la  possibilité,  d’appliquer  «les 
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correciioiis^appréciables  aux  longueurs  tpi’on  obtient  en  les  calcu- 
lai^ ainsi. 

103.  Essayons  toutefois  de  nous  approcher  davantage  des  réali- 
tés. Ne  supposons  plus  tout  notre  réseau  appliqué  sunthe  même 
sphère  oserilatrice  ; mais  formons  chaque  triangle  sur  une  sphère 
osrulatricc  qui  lui  soit  propre  , en  y déterminant  toujours  ses  som- 
mets par  l'interatction  des  sécaqtes,  menées  de  chaque  rerttre  aux 
points.  iV'-w  ->■  de  la  surface  terrestre,  qui  o0t««m  de  s ta- 

lions pourmcsiircr  les  angles  dièdres  entre  les  normales,  et  qu’une 
même  sphère  osculatrice  («eut  embrasser.  .Mois  les  triangles  consé- 
cutifs, dont  deux  sécantes  aboutiront  aux  mêmes  stations,  par 
exemple  a Vet  *àJb,  aifront  leurs' sommets  correspondants  Sf,  S., 
physiquement  distincts,  excepté  dansleeas,  iniiniment particulier, 
où  ces  deux  stations  se  trouveraient  à la  fois  sur  l’une* et  l’autre 
sphère,  ce  qu’exclut , en  général,  la  condition  d’osculation  locale 
que  l’on  suppose  remplie  ailleurs  qu’en  ces  points-là.  Les  arcs  qui 
joindront,  sur  clutquetsphère,  ées  sommets  distincts , ne  seront  • 
plus  coïncidents.  Ainsi , les  triangles  auxquels  ils  appartiendront 
n’auront  plus  de  côté  commun  qui  les  rattache  l’uAyl  l’antre, 
et  qui  puisse  servir  d'intermédiaire  rigoureux  pour  passer  du 
premier  au  second,  puis  de  celui-ci  aux  suivants,  par  un  calcul 
continu. 

iOd.  Néanmoins,  dans  ce  cas  encore,  la  jonction  pourra  s<- 
faire,  sinon  rigoureusement,  du  moins  aveé  des  conditions  (IVr 
reurs  ^ortt  les  effets  deviendront  pratiquement  négligeables,  on 
même  insensibles,  quand  l’étendue  individuelle  des  triangles  sera 
extrèmément  petite  comparativement  à la  .convexité  générale  du 
sphéroïdtx,  ainsi  que  edaui  toujours  lieu  dans  nos  o|k-rations  de 
géodésie.-  Poiïr  ne  pas  hous  jeter  dans  des  abstractions  mathéma- 
tiques éloignées  de  notre  bnt,  admettons  que  la  surface  terrestre, 
dansee  qu’elle  a de  régulier,  soit  représentée,  avec  toute  la  préci- 
sion réalisable,  par  un  ellipsoïde  de  révolution,  avant  son  axe 
polaire  dirigé  vers  les  pôles  célestes,  et  à peine  plus  court  que 
l’équatorial;  œ qui  le  rend  très-peu  différent  d’nnc  sphère  rigou- 
reuse. C’est*,  comme  je  l’ai  annoncé,  le  dernier  résultat  auquel  on 
parvient,  et  l’on  y serait  déjà  conduit  par  le»  approximations 
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précédentes.  Dans  irtie  telle  configuration , si  l’on  trace  sur  noire 
fig.  10,  In  courbe  PSM„ , (jour  designer  l'arc  •uiçridien  mené  par. 
le  premier  sommet  S,  îi  travers  le  reseau  des  triangles,  ce  sera  uir 
arc  de  l'ellipse  génératrice.  Toutes  les  normales,  menées  au  sphé- 
roïde) en  divers  points  de  cet  arc,  seront'çom prises  dans  un  meme 
plan  contenant  l’axe  polaire;  ci-toutes  les  sphèrçs,  qui  seront  trans- 
versalement  osculatriccsau  méridien  considéré,  auront  leurs  centres 
répartis,  sur  cet,  axe,  à une  très-petite  distance  autour  du  centre 
du  sphéroïde,  avec  leurs  rayons  R extrêmement  peu  différents 
entre  eux,  comme  on  en  peut  juger  par  leurs  valeurs  extrêmes 
que  j’ai  présentées  paravanee  page-'ioç),  Employons  ce  système  de 
sphères  pour  y placer  les  divers  triangles  discontigus,  dont  se  com- 
pose notre  roseau,  et  considéronS-y  spécialement  les  deux  pre- 
miers désignés  par  les  n°*  i et  2.  Pour  faire  bien  sentir  ce  qu’ils 
ont  de  different  et  de  commun,  je  les  reproduis  séparemcnt_/S£-  19, 
avec- des  conditions  de  discontiguïté  monstrueusement  exagérées. 
Dans  le  n"  y,  je  suppose  que  la  sphère  focale  sera  osculatriee  en  S, 
et  aura  pour  rayon  R.  Ainsi  ce  sommet  sera  tiu.point  de  la- sur- 
face terrestre  régularisée.  2,,  {{  désignent  le*  d eus  autres  points, 
distincts  , mais  toujours  très-peu  distants  de  cette  SHrface,  où  l'on 
a -observé  les*  angles  autour  des  normales  réelles.  La  sphère  s’en 
«■carte,,  et  les  sécantes  menées  de  son  ceafie  à ces  points  vont  per- 
cer sa  superficie  en  S,,  S,,  en  formant , aéèc  ces  normales,  des 
angles  extrémemen.t  petits.  D’après  cela,  on  transporte  aux  points 
S„  Sj  de  la  sphère  les  angles  (licdresobservés  en  2,,  £3,  et  on  les  ap- 
plique au  triangle  sphérique  SS^ainsi  construit.  Passant  ail  triangle 
n“  2,  l’osculation  s’y  fera,  en  un  point  quelconque  de  sa  superficie, 
par  une  autre  sphère  du  rayon  R',  quelque  peu  différente  de  la  pre- 
mière, tant  pour  laépqsitiun  de  son  centre  sur  l’axe  polaire  que 
|KUir  la  longueur,  de  s6d  rayon.  Les  sécantes  menées  de  ce  centre 
aux  memes  points  précédents  2,%  2,  déterminent,  sur  la  deuxième 
sphère,  les  points  S|,*S',  qui,  joints  entre  eux  et  à S,  par  des  arcs 
de  grands  cercles  tracés,  sur  sa  superfyâc  propre,  y forment  le  trian- 
gle sphérique  il®  2r  dont  le  côté  S',  S',  est  nécessairement  disconligu 
gvcc  S, S,.  Cette  discontiguïté  n’est  même  pas  détruilq  par  la  sup- 
posilion  cnjdnmnc  aux  deux  triangles,  «pie  leurs  sommets  propres 

9*  * 


s'éfitcs  no  lussent 


l3a  ASTRttUdrfÎB  A 

s'écartent  à peine  des  pointe  V ï>,  puisque  letfrs’i 
pas,  pdtir  cola , d'ifppài  tenir  ii  des  splièves  distinctes.  i\îî»is,  s^n-* 
qu’elle  cessât  d’cxîsrtr  mathématiquement,  ort  'pourrait  so  dispen- 
ser d'en  tenir  compte,  si  les  étendues  des  deux  triangles  étaient 
tellement  restreintes,  que  la  petitesse  de  l'intervalle  compris  sur 
l’axe  (Milairc  entre,  les  centres  îles  sphères  qui  leur  sont  res- 
pectivement osculatrices,  et  l'égafilé  presque  exacte  des'Vajons 
de  cès  sphères  qui  en  serait  la  conséquence',  rendissent  le  de- 
faut île  coïncidtqjce  des  deux  côtes  S, S,,  S , SV , insensible  aux 
observations;  en  sorte  que  l’on  put,  sans  erreur-  appré- 
ciable, considérer  la  distance  qui  les  sépare  comme  nulle,  et 
attribuer  des  valeurs  communes  aux  angles-,  ainsi  qu’aux  arcs, 
appartenant  à leurs  sommets  distincts.  Alors  le  résultat  apparent 
de  cès  circonstances  serait  Je  même  que  si  les  deux ‘points  S,  et  S’,, 
S,  et  S'.,  auxquels  ces  sommets  distincts  correspondent,  pouvaient 
étrè  censés  compris  sur  une  même  sphère  osculàtricd.  Or,  puis- 
qu’un même  réseau  de  triangles  peut  déjà,  presque  sans  erreur, 
être  calculé,  comme  s’il  était  appliqué  tout  entier  sur  une  sphère 
oseulatrieP unique,  à plus  forte  raison  peut-on , sans  crainte,  né- 
gliger la  différence  première  des  rayons,  et  des  positions  dus  rentres 
de  ces  sphères,  pour  deux  triangles  consecutifs  très-pet  itï,  sauf  à 
reporter  idéalement  Je  côté  de  jonction  de  ces  triangles,  d’abord  sur 
la  sphère  qui  précède,  pms'surla  sphère  qui  suit  immédiatement, 
sans  étendre  l'assimilation  phÜ.  loin.1  Cette  tolérance  étant  admise, 
un  même  réseau,  quoique  compose  de  tridVigles physiquement  dis- 
contigus, pourra  être  calculé  par  les  mêmes  déductions  que  la  conti- 
guïté fournirait,  pourvu  que  l’on  connaisse  par  observation  l’excès 
sphérique  t"  propre  à chaque  triangle;  ou,  si  cet  excès  n’est  pîri 
donné,  pourvu  que  l’on  connaisse  lés  ta  vous  des  sphères  osrula- 
triees  successives  avec,  une  îfpproximafiort-qiii  permette  de  le  cal- 
culer théoriquement,  par  le  ihéottmc  de  Legendre.  Or  nous  avons 
prouvégne toutes  les  opérations  déjà  faites  sur  la'riièsurede  la  terre 
fournissent  des  données'  plus  que  suffisantes  pour  cet  télé  valuation. 

IO(j.  La  continuité- du  réseau  des  triangles  prinri|x»n.\  étant 
ainsi  étahlieisoit  rigoureusement,  soit  avec  une  approximation  qui’ 
rende  leur  discontiguïté  insensible,  il  faut  avoir  la  longueur  d’un 
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quelconque tle  leqrs  côtés.  Mais  la  mensuration  directe  de  ceux-ci 
punirait  être  souvent  rendue  très  difficile  , ou  même  impraticable 
par  des  accidents  Je  localités  auxquels  il  n’èst  jias  nécessaire 
tl  avoir  egard  dans  leur  choix.  On  y supplée  en  Rattachant  un  ou 
plusieurs  d entre  eux  par  des  triangulations  secondaires,  à d'au- 
tres ares  sphériques,  ordinairement  d’une  moindre  longueur,  sur 
lesquels  celte  operation  peut  être  effectuée  exactement.  Pour  celâ", 

' laits  l’etendue  que  l’on  découvre  d’uue  des  stations,  par  exemple 
autour  de  la  premières,  on  choisit  un  terrain  à peu  près  de  niveau, 
et  I on  y mesure,  avec  tous  les  soins  que  nous  avons  décrits,  nitc 
base  rectiligne  horizontale  If  lî, , Jig.  1 8,  contenue  toutentière  dans 
un  même  plan  vertical,  ou  entre  une  suite  de  verticales  qui  s'oc- 
cultent mutuellement  les  unes  les  autres,  ce  qui  la  fait  sensible- 
ment coïncider  avec  un  arc  de  grand  cercle  de  la  sphère  qui  sefait 
oseulatrice  à la  surface  terrestre  régularisée  * au  lien  où  le  trace  est 
ainsi  effectue.  On  réduit  par  le  calcul  cette  base  à la  longueur  qu’elle 
aurait  entre  Ici  mêmes  sécantes  de  la  sphère,  si  elle  s’y  trouvait  pla- 
cée a la  hauteur  de  la  mer  environnante,  et  on  la  rattache  à l’un  des 
côtés  de  la  chaîne  générale,  par  exemple  à SS„  par  de  petits  trian- 
gles s phcriqucs,dont  on  détermine  tous  les  angles  au  moyen  d’ob- 
servations faites  autour  de  chacune  des  normales  menées  à leurs 
divers  sommets.  Ces  angles  étant  ainsi  connus  donnent  l’excès 
sphérique  s propre  a chaque  triangle  de  jonction  : de  là,  par  le 
théorème  de  Legendre,  on  déduit  les  longueurs  rétives 'de  leurs 
côtés,  par  conséquent  celle  de  l’arc  SS,  en  fonction  de  l’arc  Liiîj,  et  cet 
arc  donne  ensuite  tous  les  autres  <;é tes  de  la  chaîne,,  comme  je  l’ai 
expliqué,  soit  qu’on  les  place  en  succession  sur. la  première  sphère 
oseulatrice,. ou  sur  d'autres  ultérieures,  progressivement  différentes 
de  celle-là  par  des  changements  infiniment  petits.  Quandce  calcul 
est  terminé,  si  l’on  mesure  une  seconde  base  bb„  que  l’pn  rat- 
tache de  meme  au  dernier  côté  de  la  chaîne,  elle  devra  se  , déduire 
de  la  première,  sans  erreur  appréciable,  par  l’intermédiaire  des 
triangles  qui  l’en  séparent,  supposé  toutefois  que  les  étendues  su- 
perficielles de  ces  triangles  aient  été  assez,  restreintes  polir  qu’on 
puisse  legitimenjent  leur  appliquer  toutes  les  conditions  d'approxi- 
mation spécifiées  plus  haut,  tant  pour  les  évaluations  de  leurs 
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angles  dièdresjquc  pour  la  continuité  de  leui' connexion,  1.  accord 
que-l’on  trouvera  ainsi  par  déduction,  entre  les  deux  bases  ex- 
trêmes, comme  entre  celles-ci  et  d'antres  rapportées  à «les  côtés  iu- 
terroédiaïres  de  la  chaîne,  prouvera  donc  que  fes  conditions  ont 
été  suffisamment  remplies.  Or  c’est  ee  qui  est  arrive  dans  toutes  les 
grandes  oÆra  lions  géodésîqucs  effectuées  deprtis  ntt  demi-siècle, 
en  diverses  régions  de  la  terre,  avecJes  soins  que  la  perferlion  des 
instruments  et  des  méthodes  d%bservations  a permis  d’v  apporter. 

!07.  Mais  ôn  a encore  line  autre  vérification  de  ce  fait  qui  peut 
Rappliquer  en  particulier  à chaque  triangle.  .le  prends  pour  exem- 
ple le  premier  S S,  S,  de  la_/îgr. , 1.8 , et  je  suppose  que  la  longueur 
de  lion  côté  SS,  «été  conclue  de  la  triangulation  qui  le  rattache  a 
la  base  lt B,.  On  a obtenu,  par  observation,  les  trois  angles  sphéri- 
ques en  S,  S,,  S,  : ils  ont  été  eonçltts,  sans  réductions,  des  mesures 
antrfllâires  faites  autour  desnormales  réelles,  menées  aux  trois  points 
«le  la  surface  terrestre,  situés  sur  le  prolongement  des  sécantes 
mencefr  du  centré  de  la  sphère  oscfcilutrice  locale , jusqu’à  ces 
mêmes  pointé,  .k*  nomme  ces  angles  A*,  A,,  A„  en  leur  donnant 
l’inïirc  du  sommet  auquel  chacun  d’eux  appartient-.  Maintenant 
je  prends  pour  uniques  données  Jes  angles  A,  A,,  et  la  longueur 
connue  du  côté  SS,,  qui  sera  C,.  Si  l’on  considère  le  trian- 
gle SS,  S,  comme  rectiligne  , on  pourra  avec  ces  éléments  calnder 
sa  surface  s'  ;^t,  en  la  divisant  par  lé  carré  du  rayon  H propre  à la 
sphère  osculatricc  locale  , ou  même  à toute  autre  quelconque  de 
êcs  sphères,  telle  que  celle  que  nous  avons  conclue  par  mensura- 
tion directe  de  l'arc  de  Pensvlvanie,  on  obtiendra  le  nombre  de 

jW 

secondes  1'  ou  ^R" dont  la  somme  des  trois  angles  du  triangle, 

considéré  comme  rigoureusement  sphérique,  devra  surpasser  180°; 
de  sorte  que  cette  somme,  A -4-  A,  -t-  A,  aura  pour  valeur 
t8o°-f'i".  Donc,  les  deux  angles  A,  A,  étant  connus,  011  en 
conclura  le  troisième  A,  égal  à 180”  1"  — A — A„  dans  la  même 

^hypothèse  de  'sphéricité.  Or,  entre  les  limités  d’etendue  super- 
ficielle où  l’on  restreint  généralement,  et  • presque  nécessai rement, 
les  triangles  géndésiques , cette  valeur  de  A,,  Ainsi  calculée,  se 
ironvei a toujours,  sans  différence  appréciable,  «-gale  à l’angle  diè- 
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dre  observe  au  sommet  S,  entre  les  plans  verticaux  aliènes  par  les 
lieux  autres  sommets  S,  Sj,  et  la  normalq  réelle  propre  à ce  point. 
Cet  aeeoril  prouvera  de*uc  (ju&ÆtendUe  snperlicieJlc  où  l'on  a 
restreint  ce  premier  triaugle  principal,  satisfait  suffisainmcnl  à la 
enuilition  d’osculation  qu’on  lu!  suppose  j et  huuéuic  épreuve, 
repétçe  sur  tous  les  autres  triangles  de  la  chaîne,  fournira  une  pa- 
reille justification  poun-chaeun  d’eux., 

108.  , Je  considère  maintenant  le  réseau  de  la.ytj».  iS  dans  sou 
ensemble^., et , le  sppposant  établi  dans  le  sens  du  inériJüm,du 
premier  sommet  S,  je  marque. sur  la  surface  commune  la  trace 
SM„do'ce  méridien,  prolonge  ,\  travers  tout  le  systèiucdes  triangles, 
suivant  des  conditions  de  direction  successive  que  nous  ojlons  ulte 

i ieurement  déterminer.  Je  prolonge  aussi  ce  même  méridien,  dans  lé 
sensopposé,  sur  la  surface  terrestre,  jusqu  'au  pôle  le  plus  proche  P, 
que , pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  être  le  boréal.  Si  la  terre  est 
rigoureusement  sphérique,  eo.  sera  son  pôle  boréal  réel. , Si  cHe  ne 
l'est  pas,  ce  sera  le  pôle  de  la  sphère  qui  lui  est  osculatricc  en  S,  et 
sur  laquelle  le  premier  triangles  S,  S,  a été  établi.  » 

109.  On  connaît,  parles  observations  précédentes , les  trois 
angles,  et  lçs  trois  côtés  de  copremier  triangle.  Puisqiubsalisfail 
aux  rnndiiionsHT  osculation , la  portion  du  méridien  qin  le  traverse 
sera  représentée,  sur  la  sphère  osculatricc,  par  un  arc  de  grand 
cercle  S mv  dirige  suivant  la  méridienne  locale  de  S.  Pour  connaître 
cette  direction , on  relèye  astronomiquement  l’angle  dièdre  qu’un 
•fes  côtés  principaux , par  exemple  SS,,  forme  en  S avec  le  méridien 
ce  leste.  J'expliquerai  dans  nn  moment  le  detail  de  cette  opération. 
L'angle  S,  Su;,,  ainsi  obtenu,  est  Y (izinmtdc  ce  côte  su  ri' horizon  de  S: 
je  le  nomme  i.  Alors,  le  triangle  partiel  SS ,///,  étant  ÿuppbsé  sphé- 
rique, qn  y connaît  le  côté  SS,  et  les  deux  angles  adjacents,  A,.  Si 
on  le  traite  d’abord  comme  rectiligne,  on  obtiendra  avec  ces  données 


sa  surface  approximative  x',  et  par  suite  son  excès  sphérique  -j— R' 
A , • lé 

ou  s",  R désignant  le  rayon  de  la  sphère  osculatricc  locale,  ou,  à 
son  defaut,  celui  de  toute  autre  «le  ces  sphères  que  l’on  aura  déter- 
miné antérieurement.  On  aura  ainsi  la  somme  des  trois  angles 
iHo"  e",  d’où  Ion  conclura  le  troisième  S ///,  S„f]ui  aura  pour 
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valeur  l Bo"  «+-  *"  — i — A...  Alors,  avec  le  coté  SS.,  qui  est  connu, 
le  théorème  de*  Legendre  donnera  leS  deux  autres  côtes  de  ce 
triangle  partiel.  L’un,  "Sm, , sera  la  portion  du  méridien  de  S 
qui  est  interceptée  dans  le  premier  triangle  principal  SStSj. 
L’autre,  S?»/,,*scra  un  desVgments  dans  lesquels  il  subdivise  le 
côté  S,  S3  opposé  à S et  l’on  en  conclura  la  longueur  du  segment 
complémentaire  ru.  S,,  puisque  S,  S,  est  connu.  On  aura  aussi  l’angle 
S///,  S,  supplément  de  5 ni,  S,v  et  sa  valeur  sera  / -+-  A,. — ■ 

. HO.  Passons  de  là  au  detfaieine  triangle  principal  Si  S..  S,.  Pour 
avoir  la  portion  dtt  méridien  de  S qui  s’v  trouve  pareillement  inter- 
ceptée, je  considère  d'abord  ce  méridien  comme  plan.  Cette  suppo- 
sition serait  rigoureuse  si  la  terroavait  une  forme  exactement  sphé- 
rique; elle  l’est  encore  si  sa  surface  est  de  révolution  autour  de  l’axe 
polaire  de  la  sphtje  céleste,  ce  qui  se  trouve  être  la  condition  defi- 
nitive delà  forme  à laquelle  on  peut  l’assimiler.  Mais,  sans  admettre 
par  anticipation  ce  dernier  résultat,  il  suffît  qu’elle  soit  incontes- 
tablement très-peu  differente  d’une  sphère  exacte,  pour  que,  dans 
la  petite  étendue  de  longueur  méridienne  qu’un  même:  réseau  tri- 
gonométrique  embrasse,  ses  méridiens puissentétre  supposés  plans, 
avec  une  .approximation  dont  l’erreur  possible  sc  décéléra  par 
les  erreurs  mêmes  que  les  conséquences  de  cette  hypothèse  pour- 
raient présenter  ultérieurement,  lorsqu’on  les  comparera  avec  les 
réalités  aux' deux  extrémités -d’une  très-longue  chaîne,  dont  les 
portions  consécutives,  auront  été  ainsi  évaluées.  Admettant  donc 
que  la  seconde  portion  d’arc  méridien  /;/,  m„  interceptée  ici  dans 
notresecond  triangle,  doit  être  l’intersection  de  celui-ci  par  le  pro- 
longement du  plan  méridirti  qui  contient  Sot,,  l’arc  sphérique m, m, 
ne  pourra  pas  être  le  prolongement  circulaire  de  l’arc  S/n,,  puisqu’il 
est  censé  décrit  sur  une  seconde  sphère  osculatrice  differente  de  la 
première  par  la -position  de  son  centre,  ainsi  que  par  la  longueur  do 
son  rayon,  ces  deux  sphères  ayant  seulement  leurs  plans  méridiens 
coïncidents.  Pour  rendre  l’effet  de  cette  séparation  manifeste,  je  con- 
struis, dans  1 afig.  ?.o,  l’intersection  de  la  surface  reelle,  par  les  plans 
dont  il  s'agit.  La  lettre  c j(_<lesigtic  le  centre  de  la  sphère,  qui  est 
oscillai  rice  transversalement  au  méridien  en  S;  ni,  est  le  .point  où  la 
ligne  incridionnt  de ccttc station,  considérée  comme  circulaire,  va 
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couper  le  côje  S,  S.  du  triangle  n°  j de  la  fig-  18.  De  ce  point  je 
mène  une  nouvelle  normale  ni,cï,  qui  percç  l'ellipsoïde-  au 
poiih  distinct  du  premier,  mais  qui  en  est  assez  peu  (listant  pour 
que  l’on  .puisse  considérer  comme  qui  l'intervalle  qui  les  sépare, 
c,  u,  sera  le  rayon  de  la  seconde  sphère,  transversalement  oseula- 
triceau  méridien  en  p,;  et  l’arc  [t,m„  compris  de  même  dans  le 
plan  de  la.,  (Igure,  représentera  l’élément  de  l’arc  méridien  prolongé 
sur  sa  surface,  élément  dont  nous  voulons  déterminer  la  direction 
dans  le  deuxième  triangle,  de  la  J! g.  18.  Pour  cela , par  les 
points  im,  , jz,  J considères  compte  coïncidents , menez,  deux  droites 
indéfinies," vu,/,,  pfp©,,  l’une  tangente' au  premier  arc-,  l’autre  un 
second.  Le  plan  qui, contiendra  .ces  deux  tangentes  tracera  sur  la 
seconde  sphère  la‘drrection  de  l’arc  ntéridien  y,  w«,  et%  détermi- 
nera l’angle  azinuital  0,y.,  S, , 011 m1in^„  qu’il  doit- former  dans  la 
ftg.  1 8 avec  le  segment  w,  Si,  suppose"  commun  aux  deux  sphèfés 
Or,  les  angles  formés  ainsi  par  les  deux  tangentes  avetfr  ce  serment  , 
commun  ne  différeront  entre  eux  que  par  Itne  réduction  à l’hori- 
zon, qui,  en  restreignant  suflisammeDt  les  triangles,  pourra  être 
rendue  négligeable  ,<  tontine  étant  proportionnelle  au  carré  du 
sinus  de  l'angle  cm,c„  contpris,  dart3  la  fig.  20,  entre  lesdroites  mé-  • 
nées  de  ni,  ou  de  y,  aux  centres  deS  deux  sphères.  Ainsi  oiraitr.Vle 
droit  de  la  supposer  telle,  en  prenant  -les  précautions  necessaires 
pour  que  cette  condition  soit  remplie , et  Constatant  son  accomplis- 
sement par  des  vérifications  ultérieures.  Ceci  admis,  regmiçBS  la 
fig.  18.  La  première  tangente,  menée  extérieurement  en  ni, à l’arc  S»»,, 
forme  avec  le  segment  ntjS,  un  angle-Svii,/,  égal  son  opposéS(w,S„ 
du  premier  triangle.  Donc  la  seconde  tangente  menée  de  ce  même 
point  11»,  à l’arc  m,  ni,,. devra  former  avec»;  niènie  segincnt'im 
angle  sensiblement  égal,  précisément  comme  si  le!  premier  arc^Sm, 
était  prolongé  directement  sur  une  même  sphère.  C*Ue  condition 
d'égalilé  donnera  l’a/.iuiut  m, m,  St,  ou  f,  que  le  segnienr.<s?7i/1 
du  premier  triangle  principal  forme  avec  la  direction  du  m^'is- 
dicn  i(j,(i» „ darfs  le  second  trianglp,  auque^ ce  moine  segment j>eut 
étri^ccnsé  aussi  appartenir,  conimctimis  levons  prouvé.  On  sera 
donc  ici  exacteinpnt  dans  les  mêmes  comlitious  où  l'on  était  pour 
le  premier  triangle  principal  quand  on  a entrepris  de  déterminer 
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la  portion  d’arc  méridien  S ni,  qui  s’v  trouvait  interceptée.  Kn 
opérant  absolument  de  la  même  inanière-.pour  le  ras  acUiel , on 
déterminera  i°  la  portion  d’arc  méridien  m,!n,,  intercepter 
dans  le  triangle*  n 9 2,  êntre  le  premier  point  de  rencontre  ot,  et  le 
second  point  de  rencontre  m„  que  l’on  appelle  des  noeuds;  -2°  on 
aura  par  difft'-rence  les  segments  S*  ni-,  mrS,  ; 3°  enlin  on  obtiendra 
l’angle  sphérique  ot,ot,S,  et  son  supplément  m,m', S,.  Cela  donnera, 
par  égalité  , leurs  opposes  8,  w,OT.tf-S*m,  m„  qui  seront  les  azimuts 
(les deux  segments,  sur l'horimn  de  ni,,  autour  de  ni- ni.,  prolonge- 
lirejnt  du  méridien  primitif  dans  la  partie  ultérieure  du  roseau 
111.  Maintenant  jë  ne  suppose  plus  que  lé  méridien  terrestre 
• |iû  passe  par  le  sommet  S doive  être  plan  ;»et , sans  rien  préjuger 
sur  sa  frWhe M’emploie  la  construction  précédante  pour  tracer  sur 
le  sphéroïde , quel  qu’il  puisse  être,  une'  ligneapii , partant  de  S, 
avec  la  même  direction  méridienne  initiale,  se  prolonge  à travers 
It  reseau  des  tr  iangles  avec  la  même  condition  d’égalité  a/, imutale 
. i^ilre  les  angles  tangefttiêls' opposés  de  chaque  nœud.  Considérant 
" d’abor  d les  deux  premiers  déments  Sot,  , ot,  ot,  , en  leur  seule 
(MialitéAle  grands  cercles  tracés  sur  les  deti\  Sphères  oSculatrices 
. consécutives  , ils  seront  sur  chacune  de  ces  sphères  les  lignes  de 
* plus  coin  te  distance  qui  puissent  être  menées  entre  les  points  qui 
les  terminent;  et,  Si  l’mv suppose  leur  étendue  individuelle  suffi- 
samment restreinte,  la  même  propriété  aura  Heu  sur  le  sphéroïde 
pour  lus  arcs  qui  en  seront  les  projections.  Maintenant,  d’après 
réalité  azimutale  établie  en  ni,,  si  l’on  conçoit  ces  deux  segments 
repliés  dans  le  plan  tangent  à*  ce  jioint , ils  se  trouveront  y consti- 
tuer une  même  ligue  droite,  qui  mesurera,  sur  ce  plan,  la  plus 
courte  distance  des  points-  extrènics'S,  »,  ainsi  repliés.  Donc,  en 
les  replaçant  sur  le  sphéroïde,  avec  la  petitesse  que  nous  leur 
attribuons,  ils  y formeront  unecourbe  qui  jouira  de  la  mênic  pro- 
priété , laquelle  se  transmettra  à tou»  les  démVnts  circulaires  ulté- 
rieurs qu’on  èn  dérivera  suivant  la  même  condition  d'opposition 
a/.imulale.  Ainsi , quelle  que  puisse  être  la  figuredé  la  terre,  la  ligne- 
don  née  parce  tracé  sur  sa  surface  régularisée  sera  définie  par  les 
deux  propriétés  suivantes  : i°  d’avoir  son  premier  élément  tan- 
genfig)  au  m^mliéu  de  S ; a”  d’etrrla  plus  rourte  que  l’on  puisse 
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mener  sur  le  sphéroïde,  entée  deux  points  quelconques  prisii  vo- 
lonté sur  sa  direçtym.  ,*  f 

112.  Ayant  établi  cette  conception  générale,  je  reviens  attiras 
ceel  où  cette  ligne , bornée  à une  (-tendue suffisamment  nfttreintc , 
se  trouve  coïncider,  sans  écart  appréciable,  avec  les  méridiens  ap 
parcnt£-des  points  qui  la  composent,  cë  qui  revient  à supposeï 
les  méridiens  terrestres  sensiblement  plans  sur  la.petite  ampli- 
tude qu’elle  embrasse;  et  je  vais  chercher  à déterminer  trigonomé- 


triquement les  longueurs  de  ses  éléments  successifs;  à travers  le 


reseau  total  des  ' triangles 'qu’elle  doit  traverser. 

La  fit'.  r8  représente  le  triangle  principal  n°  3 , comme  ne  cou- 
pant plus  le  méridien  prolongé  dé  S.  Cela  a etc  fait  à dessein, 
afin  d’en  prendre  occasioh'de  considérer  un. tel  ca».  Suivant  donc- 
lés  particularités  qu’il  jtçrscntey,  je  prolongé' idéalement  l’arc  de- 
grand  cercle  S, S,,  jusqu’à  sa  rencontre  en  ///3  avec-  la  iméridieMNj 
de  w/doYit  nous  venons  de  tracer  le  prolongement.  Alors,  consi- 
dérant le  triangle  sphérique  S./w,/w„  on  y conjiaitrïi,  par  ce’qui 
précède,  le  côté  m, S,  et  l’angle  S On  pourra  avoir  aussi 
l’angle  ni^ia,,  puisqu’il  est  le  supplément  de  S J»  ,S,  daus.le  triangle 
principal  précédent.  On ' en  déduira  donc , i°  la  portion  d 'a rc^ mé- 
ridien /«,///,;  3“  le  segment  Sj//»j  ; 3°  l’angle  S//i,/n,  dont  le'fcup- 
plement  à 1 80  degrés  sera  l'angle  formé  par  ce  même  -seg- 

ment avec  Ha  direction  de  la  méridienne  m,ms , prolongée' snr  la 
sphère  osculatrice  suivante: 

Arrivés  ainsi  au  point  /n:.,  notre  fi  g.  18  nous  présenté  un 
quadrilatère  sphérique  /n,SjSii». , où  nous  connaissons  deux 
côtés  S^m,,  S Ss,  avec  les  trois  angles  en  m,.  S,,  Sl,:que  l’on  peut 
déduire  des  résultats  précédents.  Alors  on  traversertfc-e -quadrila- 
tère par  un  arc  de  grand  cerclé  auxiliaire  Si/n,,  ce 'tpi  i le  partagera 
en  deux  .triangles  sphériques.  Le  premier  «1  ,S  ,Sl  pourra  d’abord 
se  résoudre,  puisqu’on  ÿ connaîtra  les  deux  côtes  S,/h,£S, Si  avec 
l’angle  compris  en  S,.  On  obtiendra  donc  ainsi  le  côté  wi,S4,  a* 
les  deux  angles  adjâcents'inlyieu^s.  Çenx-ei  étaijt  retranchés  des 
angles  S,/«j»»4,  9,Si/«i,  îpii  soht  connus  par  les  calculs  précédents. 


mi  peuvent  s^m<iédtiire,  on  aura^adans  le  second  triangle  //i,S»'"j» 
le  côte  m, Si  avec  les  deux  angles  Ütljacénts.  On  pourra  donc  rflrorc 
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resortdre  ce  triangle,  et  trouver  ses  deux  attires  angles  ainsi  que 
la  portion  de  l’arc  méridien  /«///s,.*ituce  sur  le  prolongement  de 
S»*,.  Par  des  combinaison»»- pareil  les  ou  aTtalogucsî  convenablement 
appropriées  à la  disposition  du  réseau  de  trianglc»tpie  l'on  consi- 
dère, on  obtiendra  finalement  toutes  lès  portions  de  l'arc  méri- 
dien qui  s’étendent  depuis  la  première. station  S,  jusqu'au  point 
m„  où  cet  aro,  est  coupe  par  le  Cote  le  plus  austral  du  dernier  trian- 
gle, que  je  désigne  par  SaS_,  dans  notre  figure,  S.  étant  la  sta- 
tion la  |dus  australe  de  ce  même  côté.  On  pourra  utilement,  dans 
le  cours  de  ce  calcul , varier  les  combinaisons  géométriques- qui 
sont  propres, à donner  diversement  les  portions  successives  de  l’are 
total , ce  qui  servira  pour  vérifier  l’exactitude  de  son  évaluation. 
C’est  ce  que  j’ai  indique  ici , en  formant  le  uœud  intermediaire'  ni. 
par  le  prolongement  Circulaire  du  côté  S(Ss.  Mais  il  faudra  éviter 
cclles  de  ces  combinaisons  (pii,  donneraient  des  triangles  dont  les 
cilés  auraient  des  longueurs  trop  exagérées. 

1 15.  Quand  ou  est  arrivé  au  dernier  sommet  S,,  on  se  place  à 
la  station  située  sur  sa  normale,  et  l’ou  y mesure  astronomique- 
ment la  distance  du  pôle  au  zénith,  comme  on  l’a  déjà  fait 
en  §.  Je  la  de-signe  par  ri' :•  Du  point  S,  on  conçoit  un  are  de 
grand  cercle  S,  N , merté  perpendiculairement  au  méridien  pri- 
mitif. Cela  forme  le  triangle  sphérique  S *m„N,  rectangle  en  N.  On 
cannait  déjà  , par  les  opérations  precedentes,  le  point  d'intersec  - 
lion  m,  du  dernier  côte  avec  la  méridienne  prolongée,  qui 

est  contenue  dans  ce  môme  méridien.  On  a aussi  la  longueur  du 
segment  S.///,  que'je  nommerai  A»-*-’!  > en  otitre,  l’angle  S„w„IN  qu'il 
forme^ayec  le  prolongement  austral  de  la  méridienne , puisque 
cet  angle estégal,  par  opposition,  à l’un  de  ceux  qu’on  a précédem- 
ment obtenus.  Je  le  désignerai  par  /,  comme  dans  le  premier  trian- 
gle , en  atlribnant  ici  à cette  lettre  sa  valeur  locale  propre.  Avec  ces 
données  on  (aïeule,  ,1°  la  portion  de  la  méridienne  mjf  qui  est  un 
pôté  du  triangle  sphérique  ainsi  formé;  a°  la  longueur  de  l’are  per- 
|téndiculaire  quejedesign&parA,ct^piicstun  autre  côte  de  ce 
triangle.  L'drc  N ajoute  aux  portions  de  la  méridienne  détermi- 
nées précédemment  donne  fan  total,  compris  dr|tuis  le  premier 
sommet  S jusqu'au  pied  A de  l’rtrr  perpciidieulairc.  Maintenant, 
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connaissant.  S„N  ou  et  la  di^ancc  du  pôle  ail  zénith  en  S„  que 
j’ai  désignée  par  dé,  on  détermine  l’arc  de  la  méridienne  qui 
est  compris  entre -la  perpendiculaire  S„W  cl  le  parallèle  de  S„.  Ce 
calcul  est  exactement  pareil  iLcelqi  que  nous  avons  fait  page  JSt, 
pour  la  deuxième  portion  de  l’are  méridien  de  Pensvlvanie  \ et  il 
s’effectue  par  ldi  môme»  formules.  Seulement,  dans  la  fig.  iS  que 
nouj&considérom  actuellement,  l’arc  jlM,  devient  additif  à Impar- 
tie de  là  méridienne  déjà  trouvée,  paree  que  notre  dernier  sorn- 
metjg,  est  supposé  iq  plys  distant  qçç  m„  du  pôle  P,  ce  qui  était 
le  contraire. alors,  fig.  Ici  donc  on  ajoute  à sA  déjà 

— ! 4 y J-  wf  ■; > r — ^ - * . 

Cette  roduclidnest  indiipensablo  darUjUfufef  les  opéralUfijs  analogues 
à celle  que  nous  considérons  ici  lorsqu'on  les  calcule  par  la  résolution  suc- 
. ressivc  de»  triangles  sphériques  dont  les  côtés  principaux  ou  partiels  vont 
couper  Dlwoiue  orc  (le  méridien  en  divers  points  de  son  prolongement; 
c’est  pourquoi  je  rappellerai  ferle  raisonnement  qui  la  donne,  cri  l'appli- 
quant, avec  quelques  additions  de  détaili*,  aux  derniers  cléments  do  la 
faj  iî$,  que;  je  reproduis  sur  une  plus  grande  échelle,  figrîi. 

Dans  cet  fe  dernière  liguço,  NM»  éèprésenlele  prolongement  final  du  me* 
ricMcii  primitif  auquel  on  a mené  Tare  de  grand  cercle  perpendiculaire-  S»N , 
dont  la  longueur  S a clé  trouvée  par  la  résolution' du  triangle  sphérique 
S«m„N  de  îh  fig.  18.  t»e  triangle  S»NM«t  formé:  par- cet  orc  A et  par  Pays 
de  parallèle  S»M»,  est  établi  sur  la  sphèrcfqui  est  osculatrice  en  S»  irons  • 
verbalement  ati  méridien  propre  du  sommet  S*  ; ainsi  l'arc  S»  M»  est  un 
petit  cercle  de  cette  sphère.  $1  la  terre  est  exactement  spHoriqnc,  la  sphère 
ainsi  décrite  coïncide  complétaient  actuelle*  L'arc  S,.^,  mené,  sur  sa  sur- 
face, de  S»  au,  pôle  commun  1*,  sera  situé  dans  le  méridien  propre  de  S», 
et  il  soutendrn,  au  centre  commun,  l'angle  «T,  distance  du  pôle  au,  zénith 
qu'on  a observée  à celle  station.  Si  la  terre *est  de  révolution  autour  do 
Pax«  polaire  du  ciel,  et  que  l'on  prenne  pour  sphères  osculatrice»  celles 
qui  ont  leur»  centres  sur  cet  axe,  la  coïncidence  des  plans  méridiens  aura 
lieu  encore,  et  l'arc  S»  P,  mène  du  sommet  S»  à l'axe  polaire  commun,  sur 
la  sphère  osculatrice  en  S»,  soutendra  aussi  à oon  centre  l’angle  d' qui  aura 
été  observé  alors  entre  le  pôle  céleste  et  le  prolongement  zénithal  de  la 
normale  en  S».  Je  m'arrête  à cette  seconde  supposition,  plus  approchée  de 
la  réalité  que  la  première,  et  qui- est  la  dernière  à laquelle  on  est  conduit 
par  l'erttumblo  do  tous  les  résultats  observes.  Ceci  convenu , sciant  D' la  lon- 
gueur do  l'arc  PS*. sur  la  sphère  osculatrice,  et  ÏT  la  longueur  de  l'arc  PN  qui 
est  sa  projection  sur  le  méridien  de  celle  môme  sphère  contenant  Para  NM* 
du  rferidien  primitif  prolongé.  L'nngje  au  pôle  P,  compris  entre  les  plans 
de  ces  d Aux  méridiens,  est  toujours  fort  petit,  h cause  de  la  petites^»  dé  , 
l'art*, A,  corqppralivcmenl  h les apgjjcortort#.  Conséquemment  n'est 
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trouvé,  et  loft  a l are  lolal  Ue  la  nieçidienhe  ()m  est  compris  entre  les 
parallèles  des  deux  sommets  extrêmes  S et  S„.  Une  reste  plus  qu  a 
diviser  cette  longueur  parda  différence  des  distances  du  pôle  au 
zénith  , observées  dans  les  deux  stations  ï,  situées  sur  les  nor- 
males de  ces  sommets,  en  exprimant  cette  différence  en  degrés  et 


moindre  que  D’  et  en  diffère  pon.-Maintenant , parle  sommet  S,,  décrivons, 
toujours  sur  la  sphère  osculnlricc,  le  petit.cerdhr  qui  y forme, -Je  parallèle 
propreté  cet  to  station,  ot  supposons  qu'il  coupc  le  prolongement  du  mé- 
ridien primitif  ç.n  M..  L’arc  PM-  sera  alors  .égal  à PS,,  ou  D',  par  défini- 
tion. Ainsi  l’arc  NM,  que  nous  voulons  évaluer  est  D'—  II'. 

Pour  calculer  cette  diOefcrvc,  je  conçoit , paille  centre  do  la  sphère,  trois 
verticales  menées  respectivement  aux  points  P,  S,,  N;  et,  pais  ce  même 
centre,  je  décris  une  sphère  du  rayon  i gui  coupe  ces  trois  d roites.en  au- 
tant de  points  que  je  joins  par  ties  ares  de  grands  cercles.  Le  triangle  cen- 
tral ainsi  formé  sera  semblable  au  triangle  PS,  N , et  conséquemment  rec- 
tangle comme  lui.  Si  l’on  désigne  par  d',  s',  £ ses  cèles  homologues  à D , 
II',  A,  on  aura  évidemment 

-•  iy=$rf',‘  n'  = Ht',  a = B>j. 

i 

Maintenant,  dans  ce  triangle  rectangle  central , l'hypoténuse  de l le  cdlt*  d' 
seronlliés  à S par  la  relation 

' x 

• eos  d’  — cos  a'  cos  £. 


C'est  précisément  la  même  équation  que  nous  avons  déjà  obtenue  dans  la 
pag0  78,  pour  un  éas  de  réduction  absolument  pareil  ; et  Ici,  de  mèmè,  la  pe- 
titesse de  l’arc  S doit  rendre  à'  - sr'-très- petit  du  même  ordre.  Employant 
donc  le  même  genre  de  raisonnement  que  nous  lui  avons  alors  applique, 
noua  en  tirerons,  comme  dans  la  page  80,  et,  en  Ire  des  limites  d’approxi- 
mation pareilles  : 

t | i \ <?* 

1 tang*  d'J  tang  d' 


d'-  tr'=. 


- rb  - 

i tang  d ' • 4 


Los  arfes  d',  ;r',  £ appartiennent  à la  sphère  centrale;’ si  ois  les  remplace 
par  leurs  valeurs  en  D',  11',  A dans  les  termes  qui  sont  dégagés  de  signes 
triflonométriqnes,  on  aura 


M.N  = D — n'  = 


1-  A1  ^ * 
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L’angle  d',  qui  reste  sous  le  signe  tangente,  est  la  distance  du  pèle  au  ié- 
nith  observée  à la  dernière  station  ï„,  cl  transportée  au  sommet  S,  mr  la 
méjue  normal^.  Ellejasl,  conso<|fccmmont , connue  on  partios  de  la  [fTadua- 
' tiun  du  cercle . et  if  ^aût  l’einjile^eit  jinsi  (lans  le  calcul  du  second  «jéw  - 
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frac  tions  de  ilegte  ,^t  Ja  g^adjiation  du  cercle  .sLe  quêtieqt  sdra 
le  dwgrf  moyeû  D<0)  résultait  de  l’arc  total  ainsi  .mgsn  ré.  Si  eet 
arc  «st  assez,  grand  pour  que  les  variations  de»  degees  terrestres 
puissent  y ètrese  nsi  b lésion  si  l’on,  veut  senlement  y constater- 
leur  caractère , soit  de  constance,  jsqit  de  variabilité,  on  mesurer;» 
la  distance  du  pôle  au  zénith  dans  plusieurs  stations  intermédiaires 
entre  les  extrêmes  ; et  l’on  çomparera  les  valeurs  des  degrés  l)«l> 
qui  correspondent  aux  divqrs'intervalles  de  leurs  parallèles  consé- 
cutifs. C’est  ce  qu’on  a fait  dans  la  grande  opération  de  France  et  .. 
d’Espagne  j et  nous  rapporterons  bientôt  les  résultats  que  celte  sub- 
• division  de  l’arc  total  y fournit.  . _ V 

Hl.  On  peut  faire,  au  dernier  sotuhict  S„  ,-tine  vérification 
très-importante.  ïiti  construction  que  nous  avons  employée  ]>Ôui 
prolonger  la  ligne  méridienne  dtfpremier*  sommet  S,  à travers  le  1 
réseau  des  triangles , supposé  les  méridiens  terrestres  pbun&JIfti^*. 
d’après  la  définition  générale  donnée  page  34,  ils  pourraient  ne 
pas  l’être  J c’est-à-dire  que  les  points  de  la  surface  terrestre  dont  lc% 
méridiens  propres  sont  parallèles  à un  même  méridien  céleste , 
étant  considérés  consecutis  entent,  au  lieu  de  former  sur  la  surface 
du  sphéroïde  une  Mgné  plane , pourraient  y être  répartis  suivant 

■ ; T **»  ; — ~ 

bro.  Le  premier  terme  de  cotle  expression  a cto  jusqu’ici  le  seul  qu'on  ail 
employé  pour  évaluer  l’arc  M„N  ou  la  distance  du'parallèle  à la  perpendicu- 
laire, et  il  u paru  suflire.  Mais  le  second  deviendrai!  peut-être  sensible  dans 
des  réseaux  de  triangles  où  la  station  S.  serait  rapprochée  du  pèle,  ce  qui 
affaiblirait  la  râleur  de  d',  et  par  suite  de  tangd',  qui  entre  ici  en dénomi - ^ 
natcur.  Delumbre , et  après  lut  la  plupart  des  auteurs  qui  ont  rapporté  ou 
employé  cette  formule,  y ont  introduit,  au  lieu  dt^tf',  son  complément 
9°°*-  <* ’>  qui  est  la  taiilude  ;féogra  phique  du  sortmet  S„',  et  ils  l’ont  désignée 
par  L’ ; en  outre,  ils  ont  remplapc  le  rayon  K do  la  spiière  oscaïalriee  par 
la  nortBale  K comprise  entre  le  sommet  S„  cl  l’axe  polaire  réel  dp  la  terre, 
normale  qui,  dans  un  spliérotdq  do  révolution,  est,  en  «(Tel,  la  longuqpr 
du  rayon  des  sphères  osculatriccs  dont  lo  centre  est  situe  sur  l’axe  passant 
par  les  pAlcs.  Alors  l’expression  dUfiV  prend  cette  forme 

* A'  * • ■ -L  ' *1 

Il 'f,==^  taçjtE'-t-  I Pliin  L'.fi-*.  ; tang*  L^)  — - • 

C’est  aibsi ‘mais  en  s8  bornanf  au  premier  terme,  qu’on  l’a  généralement 
appliquée.  Je  rapport»  cette  fojme,  qu’on  lui  donne  habituellement , pour 
faire  sentir  l’identité  réetfp  des  deux  expressions.  ? 
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une  courût  à double  courbure.  Pans  un  panifias,  le  premier  élé- 
ment Sttfa»  tr^péjdans  notre  fig.  18,  sur  le  première-sphère  oscula- 
trice,  v suivrait  encore  la  ligne  méridienne  locale  propre  au  som- 
.qietS,  puisque  sa  direction  a, été  déterminée  astronomiquement  par 
cette  condition.  Mais  son  prolongement  çiànslc  second  triangle,  tel 
que  nous  l’y  avons  introduit  par  notre  construction  fondée  sur 
l’^galite  d’opposition  aziqnitale,  ne  Coïnciderait  pas  avec  la  ligne 
méridienne  propre  de  m,.  Ce  second  élément»  prolonge  delà  même 
, maniéré,  s’écarterait  pareillement  du  méridien  propre  au  nœud 
suivant  ni,-',  et  le  trace  étant  prolonge  jusqu’au  dernier  noeud  /»., 
suivant  la  même  loi , il  pourrait  arriver  que  le  méridien  propre  de 
ce  point  extrême  formât  ayec  le  segment  S„  m„ , un  angle  a/imutnl 
assez  différent  de  celui  Au  i est  donné  par  notre  Construction,  pour 
qu’en  déterminant  sa  valeur  locàle  vraie,  par  des  observations 
astronomiques,  le  défaut  d’identité  devînt  appréciable.  Aja  vérité, 
cette  comparaison  ne  peut  pas  s’effectuer  au  point  mn  même , puis- 
qu’il n’est  pas  marqué  sur  la  surface  terrestre  ; mais  on  peut  attei  ndre 
ie  même  but  par  des  observations  faites  à la  dernière  station  -*i  * 
laquelle  il  est  lié  trigonométriquement.  L’épreuve  ainsi  transpor- 
tée nécessité,  pour  quelquCs-uns  de  ses  détails,  une  connaissance 
déjà  assc4  exacte  de  la  figure  géng-ale  de  la  terre.  Maie  je  puis  ex- 
poser le  principe  de  la  méthode  , en  me  bornant  à signaler,  parmi 
les  éléments  d’application  qu’elle  suppose,  ceux  qui  devront  être 
obtenus  ultérieurement. 

t liî.  On  déterminé  d’abord  avec  toute  la  précision  possible  la 
direction  vraie  du  méridien  un  sommet  S*,/îg-  '8.  Ccla^e  peut  faire 
par  divers  procédés  que  j’expliquerai  plus  tard.  Mais  le  plus  com- 
mode, et  de  beaucoup  le  plus  sur,  est  d'établir  a la  station  £„ , sur 
la  même  normale  , un  instrument  de  passagtÿ  que  l’on  dirige 
dans  ce  méridien  et  que  l’on  y.  fixq.par  les  méthodes  astrono- 
miques indiquées  au  tome  11,  page  34 o.  Dans  une  dissertation 
spéciale  sur  l’emploi  de  cet  instrument  qui  scraiiggace  à la  lin 
du  présent  ouvçigc,  on  verra  que  l’on  peut  obtenir  ainsi  la  di-’ 
reotion  du  méridien  avec  une  précision  à peine  citoyablg,  par  des 
• observations  qui  ne  demandent  qn’un  petit  nombre  de  jours. 
Alors,  ayant  marqué  cette  direction  par  unemire  fixe,  on  mêsure 
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avec  beaucoup  de  soin  l'angle  plan  a,  compris  entre  elle  et  le  signal 
S„_,  ou  2„_,.  On  mesure  aussi  les  distances  /.énithales  des  deux 
branches  de  cet  angle.  De  là,  par  les  formules  de  la  page  9S,  ou 
déduit  l'angle  dièdre  i'  formé  autour  de  la  normale  de  S„,  entre  le 
méridien  propre  à ce  sommet  et  le  plan  central  qui  contient  le 
dernier  côte  S„S_,  de  la  chaîne.  C’est  V azimut  vrai  de  ue  dernier 
côté  snr  l’horizon  de  S„.  L’operatiou  qui  le  donne,  et  que  je  viens 
de  décrire,  est- exactement  pareille  à celle  que  l’on  a dû  faire  au 
premier  sommet  S pour  obtenir  l'azimut  d’un  des  côtés  SS,  du 
premier  triangle  autour  du  méridien  de  ce  sommet. 

Si  l’on  négligeait  l’angle  dièdre  que  le  méridien  de  S„,  fig.  18, 
forme  en  convergeant  vers  le  pôle,  avec  celui  de  S prolonge  à travers 
le  réseau  des  triangles,  angle  qui  est  toujours  fort  petit  dans  les  appli- 
cations, l’azimut  du  côté  S.  S„_, , vu  ainsi  de  S„,  serait  évidemment 
• gai  à l’angle  S„  mn  N , ou  /',  déjà  calcule  d'apres  les  éléments  geode- 
siques.  Mais , à cause  de  cefte  convergence-,  il  doit  différer  quelque 
peu  de  i , même  en  supposant  les  méridiens  plans.  Or,  on  va  voir  tout 
à l’heure  que,  dans  celte  supposition,  sa  valeur  exacte  peut  se  déduire 
Jes  éléments  du  ré-seau  combinés  avec  l’angle  connu  i.  Comparant 
donc  rette  valeur  calculée  avec  celle  que  donnent  les  opérations 
faites  dans  la  verticale  S,,  on  devra  , si  les  méridiens  sont  plans,  les 
trouver  égales  entre  elles,  dans  les  étroites  limites  d’erreur  quoies 
éléments  de  cette  comparaison  peuvent  comporter.  Et  si  leur  iné- 
galité sort  de  ces  limites  supposables,  on  en  devra  conclure  que 
la  forme  des  méridiens  terrestres  diffère  sensiblement  d'un  plan 
parfait,  même  dans  l'étendue,  toujours  très-restreinte,  que  le  ré- 
seau des  triangles  a pu  embrasser. 

116.  Il  reste  à exposer  la  déduction  trigonométrique.  Pofir  en 
développer  le  calcul  avec  netteté,  j’extrais  de  la  Jig.  18  les  éléments 
dont  il  dépend,  et  je  les  représente  à part  dans  la  Jig.  22,  que 
j’établis  tout  entière  sur  la  sphère  locale,  qui  est  osculatrice  en  S,, 
dans  le  sens  transversal  au  méridien  propre  de  ce  sommet.  Sur 
cette  memcSphère,  je  place  le  segment  S„/n„du  derniercôté  de  notre 
resean  , qui  se  termine  en  m„  à la  ligne  méridienne  du  sommet  S, 
prolongée  trigonométriquement  jusque.-  là  , en  supposant  Jes 
méridiens  plans;  et  j’y  trace  le  dernier  élément  ///„M„  de  cettr 
T.  MI. 
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lign»  qui  rejoint  en%  Je  parallèle  propre  «le  S,t,  Tliiftn  , je  dé- 
cris, toujours  sur  la  mèmcj^.ére , HuterscetiAi  du  méridien  plan 
de  S , que*  j*  conduis  jmqnWnjJôle  P,  shqfrsur  le  rayon  rentrai 
pnrallèlê  à l’axe  polaire  céleste*  ’ét  j’y  fais  retrbjR-adèr  1 élément 
métidictf  jusqedà  cé.qième  pôWEfl  considérant  la  terre 

comme  un  sjflwnrtde  réguler,  de  r.Roluüpn  autour  <lo  co«mème  axe 
céleste , ce  qui  est  le  complément  final  de  l l.vpothèse  que  je  veux 
sni’vre,  le  centre  de  notre  sphère  Sera  situe  sur  l’a  je  physique  du 
sphéiHïde,  d’après  le  sens  d’osrulatkm  transversal  que  nous  lui 
avons  attribué;  yt*mT  rayon  polaire  coïncidera  aussi  entièrement 
avec  la  dWtiofWte  cet  axe.  Conséquemment  te  pôle  P s’y  trouvera 
placé-*  et,  par  suite,  les  flans  diamétraux  qui  contiennent,  les  ârcs 
S„P,  ni  P coïncideront  avec  W-plan^  méridtens  <ln  sphéroïde 
menés  par  les  mêmes  points  S«,  rnh-  . *«  . 

» 117.  Cela  posé,  le  calcul  .les  triangles  précalculs  nou#a  déjà  fait 

coi, naître  : r°  la  longnênr  dn  segment  S„  ni*  ) je  la  .désigné  par  A ; 

l'élément  d’arc  méridien  mjMi,\<mmprlfwfré  le  point  et  le 
pimftlilc  dte  S„;  jelefemmen  ;3rfenfin,  l’angle  arimAui 
< ou  i,  quéW-t  élemeut  fornTe  en  m„  , vers  je' sud,  arec  le  segment 
m„  S*  On  a mésuré  astronoiniquetnerK.  en  S,  , ou  sur  la  verticale 
de  S„,  la  distance  angulaire  du  pèle  'au  zénith  ; elfe  est  obtenue  en 
d<ftrés,  miiUiles  et  secondes.  Je  la  représente  par  1 arc//',  qu  elle 
«Æmendrait  au  centfe'Æuu  Cercle  décrit  avec  un  «rayon  égal  à 
■ l’unité  de  longueur.  Cela  nmait-à  diviser  sa  valeur  angulaire  par 
R'\  I^ayhnf  mite  sons  Â-lle'f orme1,*  si  on  la  multiplie  par  le 
rayon  R de  rfUtrc  sphère  osculatricc,  .exprimé  jla/is  la  meme  esjiéce 
d'unités,  le  produit  R./'  ou  D'  exprimera  la  longueur  de  l'arc  méri- 
dien S„P,  mené  de  S„ au’jïôle  P surtstte-sphèrê , êt  re  sera  aq-sî  celle 
dé  l’arr  M„P:  Mots,  sij'oii  désignepâr  D l’arc  analogue  m»P,  raene 
du  point  ni sx n même  pdTé  , sa  longirt-ur  sera  I>'  — Ü,  et  l’on  aura 
ainsi  sa  v^eur.  D’après  ceja  ,*si  l’on  shppose  le  rayon  R donné-  ou 
•dédoit  d’une  discussion  générale  de  la  figuPde  la  terre,  avec  une  ap- 
proximation suffisante  yo^r  les  évaluations  definitives  auxquelles  il 
devra  ici.  servir,  .suffisance  qu’il  faudra  ultérieurement  constaté*, 
on  connaîtra  , dans  le»  trhnglc  sphérique  PS„  m„,  les  trois  cètés,  et 
l’angle  en  w.fqni  est  iSo”  — I.  C’est  pins  d’élemeitts  qu’il  n’est* 
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nécessaire  pour  calculer,  dans  ce  même  triangle,  l’angle  intérieur 
en  S„,  que  je  désigiW  par  i’j  Ceîa  permettra  donc  de  choisir  les 
combinaisons  qui  détermineront  sa  valeur  «je  la  «lanière  ld  plus 
favorable;  après  quoi  il  restera^  examiner  jusqîi’à  quel  point  elle 
peut  être  identifiée  avec  Hpigle  azimutal  correspondant,  bbservé 
en  S„  , sur  le  sphéroïde  réel. 

Pour  effectuer  ce  calcul,  je  rapporte  tons  nos  arcs  terrestres  k 
la  sphère  qui  serait  décrite  du  même  centre,  avec  un  rayon  égal  à 
l’unité  de  lougèteur;  et  désignant  par  d',  a,  u,  d les  arcs  de  cette 
sphère,  .qui  sont  respectivement  homologues  à D',  A,  U,  D,  j’ob- 
tiens évidemment 

D'  ==  R//'  ; A = Ra  ; U = R//  : D =r  R// ; d = d'  — u. 

Le  triangle  sphérique  homologue  à P/n  «S,,,  sur  la  sphère  centrale,'  • 
y sera  ainsi  semblablement  déterminé  par  ses  arcs  correspon- 
dants , associés  aux  mêmes  qngles  dièdres  i8o° — i et  i'.  Pour  y 
calculer  celu^-ci , je  pose  la  condition  générale  qui,  dans  tout 
triangle  sphérique,  rend  les  sinus  des  angles  proportionnels  aux 
sinus  des  côtés  opposés , et  je  pose  aussi  les  équations  qui  donne- 
raient h volonté  les  côtés  d ou  d' en  fonction  des  deux  côtés  oppo- 
sés et  de  l’angle  compris  entre  eux.  J’ai  ainsi  les  trois  relations 
suivantes  : . 

(i)  sin  « ' sin //'  ==  sin  i sin  //  ; 

(aj  • _ cos  d'  — — sin  d sin  a cos/  -f-  cos  d cos  a ; 

(3j  . ' rosi/  = sin//'  sin  a cos/'  -4-  cos//'  cos  a. 

L’arc  a étant  toujours  fort  petit  dans  nos  opérations,  i — 1 ' sera 
toujours  un  très-petit  angle,  et  c’est,  par  conséquent , cette  diffé- 
rence qu’il  faut  chercher  à évaluer.  Pour -cela,  le  premier-moyen 
«jui  se  présente  h l’esprit  serait  de  l’introduire  directement  comme 
inconnue  dans  quelqu’une  de  ces  équations,  et  de  la  dégager  par 
les  séries  générales,  dont  nou$  avons  exposé  lp  formation  dans  la 
note  de  la  page  87.  Mais  on  arrive  ainsi  à Ides  séries  particulières 
dont  le  calcul  numérique  est  fort  pénible , et  qui  même  ne  "Sont 
pas  toujours  convergentes.  Ce  fait  est  facile  à constater,  et  l’on 

lient  voir,  dans  le  tome  III  de  la  Base  du  système  'métrique , que 

« 

I O.  . 
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Dclambre  ne  l’a  éludé  qu’en  limitant  l’approximation  par  des 
restrictions  qui  ne  sont  qu’incbmplctement  justifiables.  .Or,  on 
évite  tous  ces  inconvénients,  par  une  combinaison  de  nos  trois 
‘équations,  qui  donne  directement  sin  (t  — «')  par  une  expres- 
sion finie,  rigoureusement  exacte , et  toujours  très-aisee  à réduire 
en  nombres.  Pour  cela,  je  déduis  d’abord  des  équations  (2)  et  (3) 
«les  deux  suivantes  : 

sin  il  sin  a cos  i = — cosrf'-P  cosrf  — 2 cotd  sin’i  a ; 

Sin  <V  sin  a cos  i'  = -t-  cos  d — cos  d' -+-  2 cos  d'  sin  ’ { a. 

Retranchant  la  première  de  la  seconde,  j obtiens 
(sin  d' cosï  — sin  d cos-i  ) sin  a = ? (cos  d -+-  cos  d')  sin’-ja. 

- Or,  on  a identiquement 


sin  a = 2 sin  } a cos  -j-  a , 


et  s 


cos rf  -t-  cosrf'  = 2 cos \{d'  -+-  d)  COS7  {d1  — il)f. 


Kn  vertu  de  la  première,  2 sin i a disparait  une  fois  des  deux 
membres,  comme  facteur  commun  ; et,  en  divisant  le  résidu  par 
cos-ja  sind'^on^a 

s>n  d fOS _ 2 co»!  {d'  + d)  cos  j {d'  — d)  | a 
cosi  — -T— r,cos  ' — sin<f'  ■»> 


sin  d' 


sin  d 


stn  i 
sin  i 


Or,  en  vertu  de  l’équation  (1),  le  rapport  est  égal  à 

substituant  donc  cette  valeur,  et  multipliant  les  deux  membres 
par  sin  i,  on  a finalement  * 

. . 2 cos^  [d'  + d)  cosi  (d'  — d)  c.n  . tanf>  t a 

[a]  sin'i  - * ) = ^7  b * 


Lorsque  la  différence  i — »'  aura  été  cdfcnlée  par  cette  expres- 
sion , si  on  la  désigne  par  p,  on  en  tirera  évidemment 

. . ’ * i'—  * — P» 

et  puisque  l’angle  i est  connu  par  les  déterminations  irigonometri- 
ques  précédentes,  on  connaîtra  l’angle  cherché  ('.Mais,  pour  faire 
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«m  usage  h'gitime  (W'etUe  valeur,  il  font préalablement  examiner 
le  degré  de  précision  que  pourront  présenter  les  cléments  nutfié- 
riques  d’où  l’on  déduit  la  différence  fi. 

If8.  p est  un  angle  que  notre  formule  donnera  et)  parties  de  la 
graduation  du  cercle.  C’est  la  forme  sous  laquelle  l'angle  /',  qui  en 
résulte, devra  être  comparé  aux  observations  azimutales'faitesen  S„. 
Mais  pour  l’obtenir  ainsi  exprimé,  il  faudra  d’abord  avoir  l’arc  a ex- 
primé de  la  même  manière.  La  valeurdecelui-ci, déduite  de  l’arc  A, est 

A ' ..  . " ’V 

—R".  Cette  conversion  exigera  donc  déjà  que  l’on  connaisse  le  rayon 
R 

R de  la  sphère  qui  est  localement  osculatrice  au  sphéroïde  en  S„ , 
dans  le  sens  transversal  au  méridien , et  qu’on  le  connaisse  avec 
assez  de  précision  pour  que  la  réduction  de  A en  secondes  de  degré’ 
ne  puisse  comporter  que  des  erreurs  négligeables,  ou  au  moins  du 
même  ordre  que  celles  qu’on  est  forcé  de  tolérer  dans  les  mesures 
pratiques  les  plus  précises.  On  ne  saurait  évidemment  obtenir  cette 
certitude  qu'après  une  discussion  générale  de  la  figure  de  la  tenre. 
Ainsi,  par  nécessité,  l’application  de  la  formule  à la  vérification 
délicate  que  nous  nous  sommes  proposée,  devra  être  reculée  jusque-  . 
là.  On  voit  en  outre  qu’on  accroîtra  la  probabilité  de  son  exactitude, 
si  l’on  dispose  les  derniers  triangles  du  réseau  de  manière  que  Té 
segment  'ànmn,fig.  i8,  approche  d’être  perpendiculaire  au  dernier 
élément  ot,M„  du  méridien  primitif.  Car  alors  il  s’en  faudra  de  peu 
qu’il  ne  le  soit  aussi  au  méridien  S„P  de  la  station  S„.  Et  cette  cir- 
constance l’assimilera  de  plusprèsà  la  surface  terrestre, en  l’écartant 
moins  du  sens  d’osculation  transversal  que  nous  avons  a’dopté. 

La  connaissance  du  rayon  R sera  nécessaire  encore  pour  con- 
vertir en  secondes  de  degré  l’élément  de  l’arc  méridien  ou 

U, qui, ainsi  exprimé,  donnera  u égal  à ^ R";*  d’où  l’on  déduira , 

sous  la  même  forme,  l’angle  A,  égal  à A' — u.  Ici  le  sens  d’osculation 
transversal  attribué  à la  sphère  locaTe  semble  avoir  un  inconvénient 
grave,  puisque  l’élément  m„M„  appartiendrait  de  plus  près  à la  sur-^ 
face  réelle,  s’il  était  appliqué  sur  une  sphère  osculatrice  suivant,  le 
méridien  même.  Mais  cet  inconvénient  sera  considérablement  af- 
faibli par  la  précaution  ci-dessus  recommandée , de  rendre  le  seg- 
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mcDt  S„ //»„  presque  perpen&culaiiv  à cette  dernière  direction.  Car 
alors,  U ou  »w„M,  devenant  fort  petit , l’impropriété  do  sens  d’os- 
i cululion  de  la  sphère  stir  laquelle  on  l’appliqué  produira  évidem- 
ment un  effet  absolu  moindre,  dans  la  valeur  totale  de  d que  u 
complète.  Et  comme  les  deux  rayons  d’osculation  ektrcmes,  situés 
sur  une  même  normale  , ont  toujours  des  longueurs  très-peu  diffé- 
rentes dans  l’ellipsoïde  terrestre,  comme  nous  le  constaterons  plus 
tard  , leur  inégalité  pourra  n'avoir  qu’une  influence  insensible  sur 
l’évaluation  angulaire  du  petit  elémetit  /n„M„  ainsi  atténué. 

H 9.  Les  précautions  précédentes  étant  admises,  la  différence 
; — /'  sera  reductible^en  nombres,  puisque  les  autres  éléments 
angulaires  »,  sont  donnes  immédiatement  par  l’observation, 
en  parties  de  la  graduation  du  cercle;  et  la  valeur  de  i'  qyt’on 
* en  déduira,  présentera  toutes  les  chances  présumables  d exacti- 
tude. Mais,  pOuv  la  pouvoir  comparer  au  relèvement  azimutal 
♦ du  segment  S„mu i *il  faut  examiner  si  ces  deux"  angles  »',  l’un 
observé,  l’autre  déduit  des  triangles  sphériques , devront  ici  pré- 
senter des  valeurs  mathématiquement  égales,  ou  ne  différant  de 
l’égalité  que  par  des  quantités  insensibles  dans  l’hypothèse  des 
méridiens  plans  que  nous  considérons.  Or,  d’abord,  la  branche 
xfCci  les  limite  daDs  le  sens  du  méridien  sera  commune,  puisque  la 
spîière,  qui  est  ôscnlatrice  transversalement  à ce  plan  en  S.,  est  • 
tangente  au  sphéroïde' dans  tous  lesjmtres  sens  ; de  sorte  que  la 
droite  qui  touche  la  section  du  méridien  vrai  en  ce  point,  y touche 
aussi  le  cercle  méridien  de  la  sphère.  L’autre  côté  de  l’angle  ob- 
servé i'  se-  trouvera,  sur  le  sphéroïde,  dans  le  plan  vertical  mené 
par  la  normale  en  S„  et  par  le  signal  S„_,,  situé  sur  le  prolongement 
du  segment  S „mn.  Ce  vertical  est  aussi  un  plan  diamétral  de  lasphère, 
qui  est  osculatrice  au  point  S„.  Donc , le  côté  dont  il  s’agit  pourra 
être  assimile  à un  arc  de  grand  cercle  de  cette  même  sphère,  d’autant 
plus  approximativement  que  sa  direction  s’approchera  davantage 
du  sens  d’osculation  transversale  établi  en  S..  Maintenant,  le  côté 
analogue  de  l’angle  calculé  i 'partant  de  S„_, , est  antérieurement 
"établi  sur  une  sphère  osculatrice  différente.  Il  ne  rejoint  donc  pas 
mathématiquement  le  point  S„,  à cause  de  l’écart  progressif  qui 
s'opère  entre  le  sphéroïde  et  rette  sphère,  à mesure  qu’on  s’éloigne 
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du  point  d'osculation.  Mpis  il  c5t  iacifc:_tlc  prévoir  (]up  les  différences 


d’incertitude  « crainOre  dans  la  longueur  âMfihncè  , sur  cçt  arc, 
au  segment  S„  mm  , et  dans  l'évaluation  de  l’angle  azimutal  i,  c^iii 
entrent  totre  deux  dans  lu  calcul  de  l’angle  i'$  çar  ces  deux  éléments 
sont  affectés,  par  les  erreurs  de  toutps  les  osculations  antérieures 
qui  y conduisent.  Mais  l’effet  de  cotl&  transmission  devra  jdcore 
étçc très-faillie  lorsque  , comme  dans  nos  opérations,  le  sphéroïde 
sera  si  peu  différent  d’une  sphère,  et  le  réseau  des. triangles  com- 
parativement si  restreint,  quel’on  puissedéjà,  presque  sans  erreur, 
le  calculer  to.ut  entier  comme  appliqué  sur  une  sphoçe  osculatricc 
commune,  au([uel  cas  toutes  les  coïncidences  supposées  devien- 
draient r jgo  pré  Uses,  ^es  conditions  étant  adiuisés,  les  valcurs^tal- 
culées  et  observées  de  l’angle  azimutal  .«'.devront  se  trouver  égalés 
entre elles,  ouà|*ïnc  différentes  daçs  les  limites  d’eijreurs^ue  lit. 
observations  même; comportent , si  les  méridiens  terrestres  sont  dis 
lignes  exactement  plaues , ou  si  lcilr  double  courbure  est ^mjppre 
ciable  dans  la  portion  de  leur  longueur-que  le  réseau  des  triangles 
a embrasséç;  gt  l’expression  rigoureuse  que  nous  avons  donnée  de 
si;i  (/  — i ' ) sCrvirtt.pour  décider  cette  alternative, 

120.  Dans  le»  applications  l’arc  a on  ^ R"  n’ütteindra  jarffnis 

2"  de  la  graduation  .sexagésimale  du  cercle.  En  epuséqueupc., 
comme  la. comparaison  h laquelle  on  veut  ici  l’employer  doit  Mrè 
très-précis^,  au* lieu  de  le  mettre  sous  cette  dernière  forme,,  pour 
prendre  le  logarithme  de  tangua  dans  les Tables^usuelles,  il  vau- 
dra mieux  calculer  directement  ce  logarithmp  par  les  séries  de  la 
page  Gi,  qui , étant  restreintes  à leurs  deux  premiers  termes,  don 
neront  ici 

logtangi«  = log(^)  + ^.^).V;  ; 

h étant  le  module  direct  des  Tables  logarithmiques  ordinaires  pour 
lequel  on  a . . 

log  h = 1,63778431 13.  * 
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Alors,  quand  ou  aura  obtenu,  par  la  formule,  le  logarithme  de 
. sin  (i  — P),  conuAe  l’arc  i — /'  est  aussi  toujours  très-petit , on  le 
conclura  immédiatement  en  secondes  de  degré  , par  les  mêmes  sé- 
ries, qui  donneront,  «omnte  dans  la  page  64 , 

log (/—/')"  p log  R"  -h  log  sin(/  — i')  -h  jj  sin’  (i  — i ),  * 
où  l’on  a log  R"=;  5,3i442  5i . * , 

•Sr  j.  * » 

On. voit  que  le  rayon  & de  la  sphère  osculatriçe  entre,  par  né- 
cessité, dans  la  première  de  ces  expressions,  et  que  son  influante 
subsiste  tout  entière  dans  l’expression  angulaire  de  (<  — i').  .Mais  on 
constatera  plus  loin  que , dans  l’état  actuel  déjà  géodésie,  ce  rayon 
local  lï  peut  toujours  être  évalué  avec  une  approximation  suffi- 
sante pour  le  calcul  de  i — i'. 

191.  Pour  n’avoir  plus  à revenir  sur  cette  formule,  je  ferai 
remarquer  que  l’expression  de  sin  (i  — i')  ne  contient  les  arcs 
fi-  d),  J-  [d' — d)  que  sous  des  signes  de  cosinus.  Elle  donne 
donc  toujours!  — i' positif,  soit  que  le  sommet  S„,  extérieur  au 
méridien  primitif,  auquel  appartient  l’azimut  se  trouve  plus 
éloigné  du  pôle  que  le  point  m„  auquel  appartient  l’azimut  / , 
comme  le  représente  la  fig.  a?. , qui  nous  a servi  de  type,  soit 
qu’il  s’en  trouve  le  plus  rapproché,  comme lereprésentela  fig.  23. 
Cela  tient  à ce  que,  dans  les  deux  cas,  l’angle  extérieur  i , compte 
à partir  du  prolongement  du  méridien  primitif,  est  toujours  plus 
gf*nd  que  son  opposé  intérieur  i ',  à cause  de  l’angle  également  in- 
térieur p qui  ferme  le  triangle  polaire  auquel  appartiennent  ces 
éléments. 

199.  La  comparaison  des  angles  i',  calculés  et  observés,  u’a 
malheureusement  pas  été  faite  sur  le  grand  arc  méridien  de  France 
et  d’Espagne , avec  toutes  les  précautions  que  je  viens  de  spécifier 
pour  la  rendre  rigoureuse.  Cela  est  venu  probablement  du  peu 
d’usage  qu’on  faisait  alors  de  l’instrument  des  passages  pour  déter- 
miner les  azimuts  successifs , et  des  incertitudes  que  comportaient 
les  autres,  procédés  par  lesquels  on  les  mesurait  habituellement.  On 
y employait,  pour  l’ordinai(e,  des  observations- du  soleil  levant  et 
du  soleil  couchant  qui , dans  un  même  lieu  et  pour  un  même  obser- 
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vatt-ur,  présentaient  des  différences  s'élevant  jttst] u’A  4°  el*5o  secon- 
des de  degré;  de  sorte  qu’une  répétition  excessive  de  résultats  indi- 
viduellement si  imparfaits  pouvait  à peine  faire  espérer  qu’ils  si' 
rectifiassent  suffisamment  par  des  compensations  mutuelles.  Nean- 
moins, les  incertitudes  finales  que  l’on  peut  supposer  dans  les 
déterminations  ainsi  obtenues 'ne  semblent  pas  assez  forlés'pour 
expliquer  les  écarts  d’un  ordre,  parfois  presque.égal,  et  dépourvu 
de  toute  loi , que  l’on  découvre  sur  plusieurs  points  de  ce  grand 
arc  entre  les  azimuts  i'  calculés  et  déduits.  C’est  ce  qti’à  fait  remar- 
quer Delambre,  en  rapportant  les  éléments  de  cette  comparaison 
dans  sou  ouvrage  intitulé:  Bàsc  du  système  métrique  décimal, 
tome  III,  page  85.  Il  est  difficile  de  ne  pas  croire,  avec  lui,  que 
des  discordances,  à la  fois  si  fortes  et  si  capricieuses,  ne  résultent 
pas , au  moins  en  partie , d’irrégularités  locales  réellement  exis- 
tantes dans  la  configuration  du  sphéroïde  terrestre.  Cette  cùttlé- 
quence  a été  confirmée  par  les  écarts  du  même  ordre  que  d’autres 
observateurs  ont  constatés  dans  des  .opérations  geodesiques  faites 
avec  toutes  les  précautions  imaginables,  où  les  azimuts  ont  été  ob- 
serves avec  des  instruments  de  passage  soigneusement  réglés  ; et 
l’on  verra  plus  loin  que  les  longueurs  des  degrés  du  meridicit  pré- 
sentent aussi  des  anomalies  pareilles  dont  la  réalité  ne  saurait  litre 
mise  en  doute. 

1 25.  La  formule  [aj,  que  nous  venons  d’établir  pàge  1 48,  peut  ser- 
virgénéralement  pour  calculer,  par  déduction,  les  azimuts  de  tous 
les  côtés  d’un  réseau  de  triangles,  autour  du  méridien  de  la  station  qui  Ç, 
constitue  cliaque  Sommet.  Et-,  en  la  combinant  avec  celles'qudmous 
avons  formées  dans  la  page  108,  pour  la  résolution  directe  des 
triangles  splieriqttes  par  approximation  ,'  on  peut  en  conclure  Im- 
mcdiaicment  toutes  les  portions  successives  de  l’àrc  méridien  qîii 
traverse  un  même  réseau  de  triafiglcs,  sans  avoir  besoin  de  décom- 
poser ce  «seau  ai  triangles  partiels  , connue  nous  l’avons  jusqu’ici 
supposé.  Avant  d'exposer  cette  impOrt.-fhtc  application,  je  Simpli- 
fierai l’énoncé  de  toutes  les  questions. analogues  que  nous  aurons  à 
résoudre,  par  un  changement  de  dénomination  qne*je  n’ai  pas-trù 
devoir  y introduire  plus  tôt.  En  considérant  les  sommets  S,  S,,v 
S, S.  de  nos  triangles  sphériques  établis  sur  le  spheronle  terrestre 
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régularise  , je  les  ai  toujours  soigneusement  distingues  des  slaliou» 
ï,ïïa2„...,  ï„  situées  sur  le  prolongement  îles  mêmes  normales  ou 
des  mêmes  sécantes  sphériques , dans  lesquelles  l’observateur  a dû 
effectivement  établir,  ses  instruments  pour  mesurer  Tes  angles  diè- 
dres, et  les  distances  du  pôle  au  zénith,  que  Ton  transporte  à ces 
sommets.  Mais  maintenant  que  cette  distinction  doit  être  suffisam- 
ment comprise,  je  me  bornerai  à la  sous-entendre , comme  on  a 
coutume  de  de  faire  dans  tous  les  ouvrages  qui  traitent  des  opéra- 
tions géodésiques  ; et,  conformément  à l’usage,  je  donnerai  indiffé- 
remment aux  sommcls;S,'S',  S",...,  S(,),  le  nom  de  stations,  comme 
si  les  éléments  d'observation  qu’on -y  transporte  y avaient  pie  effec- 
tivement obtenus#  De  sorte  que  Jes  points  ainsi  désignes  devront 
toujours  être  «en  se  s situes  sur  la  surface  régularisée  qui  coïncide 
avec  de  prolongement  continu  des  iners. 

lîbi.  Cette  convention  étant  admise,  je  considère  dans  la  fig.  *4 
deux  stations  pareilles  &,  S',  jointes  par  l’arc  de  grand  cercle  SS', 
appartenant  à une  sphère  du  rayoq  R,  qui  est  osculatrifc  en  S,  dans 
le  sens  transversal  au  méridien  de  ce  point,  lequel  est  représente 
|qir  l’arc  PSM'  de  celte  même  filière.  Le  Centre  de  celle-osist  place 
sur  l’.ixe  même  du  sphéroïde,  que  l’on  suppose  presque  sphérique 
et  de  révolution  autour  de  la  droite  paaslint  par  les  pôles  célestes, 
connue  précédemment.  Alors  le  plan  diamétral  qui  contient  l’arc 
PSM'  coïncide  avec  le  plan  méridien  réel  mené  dans  le  sphéroïde 
par-  le  oiOqie  point  S.  Ou  est  suppose  connaître  la' distance  angu- 
laire. d du  pôle  au  zénitben  S , soit  qu’elle ait  été  obtenue  par  l’ob- 
ft.T vation  immédiate,  ou  par  déduction , cuitmiojc  le  dirai  ulté- 
rieurement. On  connaît  aussi  la  longueur  de  l’arq  SS',  ou  A,  obtomie 
liai*  la  résolution  des  triangles  principaux  rattache»  à tme  ou  plu- 
sieurs bases  mesurées,  et  qui  doit  toujours  occuper,  Çqrla  sphère 
: “ ’ 1 J ' J inné 

du 


été  paa'qilleuiQliL ohscHôc  en  S',  c 
Suites  pour  ta  le  ni  ii'  1 angle  intérieur  <’  du  triangle  polaiie  PSS'  par 
la  f&rraule «que  nous  venons  d’établir;  et  cet  angle,  ou  son  supplé- 
ment à jp6o°  . sciait  l'azimut  du  point  S sur  l'horizon  de  S'.  Or, 
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je  disque,  d’après  la  condition  de  petitesse  attribuée  à l’arc  A, ‘l’ob- 
servation immédiate  deV'  n’est  pas  nécessaire  pour  obtenir  l’angle 
Carmen  restant  d;tns  les  limites  d’approximation  permises  par 
cette  circonstançe , nous  pouvons,  avec  les  seules  données  il,  A,  i, 
calculer  l’kngjçi',  ainsi  que  la  portion  SM'  d’arc  méridien  comprise 
sur  notre  sphère,  entre  le  point  S et  l’aro-de  parallèle  S'M',  mené 
par  la  station  S'. 

424.  A cet  effet,  il  nous  suffira  de  reproduire  un  calcul  que 
nous  avons  déjà  fait  précédemment,  avec  la  seule  précaution  d’en 
rassembler  les  résultats  sous  une  forme  plus  explicite.  Par  la  sta- 
tion S' je  mène  d’abord  un  arc  de  grand  cercle  S' N perpendicu- 
laire au  méridien  primitif.  Je  forme  ainsi  un  triartgle  sphérique 
SS'N,  rectangle  en  N,  dans  lequel  on  connaît  l’hypoténuse  SS' 
ou  A et  l’angle  i.  On  peut  donc  en  conclure,  iu  le  côté  SN,  projec- 
tion de  A sur  la  méridienne  primitive;  -je  Je-  nomme  A'  ; i°  l’arc 
perpendiculaire  S'N;  je  le  nomme  A.  Nous  avons  déjà  fait  un  calcul 
pareil , page  7 1 , à propos  de  l’opération  de  Pensylvania;  et  je 
l’ai  reproduit , , sous  une  forme  '"générale , dans  la  note  de  la 
page  1 4 1 • Transportons  donc  nos-calculs  trigonométriquc.s’Sur  la 
sphère  centrale,  dont  le  rayon  est  1,,  comme  nous  l’avons • fait 
alors,  ftous  y construirons  tin  système- d’arcs,  semblable  à celui 
que  la  yîg.  ?4  nous  représente  sur  la  sphère  transversalement  oscu- 
latrice,  à la  surface  terrestre,  dans  la  région  S'SM';  et,  les  y dési- 
gnant par  des  lettres  analogues,  conformément  à la  notation  dont 
nous  avons  toujours  fait  usagé,  leur  proportionnalité  avec  ceux 

qui  v correspondent  sur  la  sphère  réelle  dont 4e  ravoa  est  don- 

V # 

nera  respectivement 

D = Rr/,  D'=Rrf';  A = Ra;  A'=Ra';  A = R<î. 

« 

Alors  dans  le  triangre  central,  homologue  à S’SN  , on  aura  rigou- 
reusement, comme  dans  la  page  73, 

tanga'=  tanga  cos  /;  sin  3=  sin  a sin  i. 

Ce  sont  les  mêmes  équations  q*ve  nous  avons  déjà  ctnployées 
dans  cette  •premièi'e  application.  En  les  développant  en  séries, 
fondées  suri  la  petitesse  de  l'arc  a , nous  on  tirerons,  comme  nous 
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a!— a.  cysi  -+-  7®'  vos  isin’i  ; ^ = asi ni  — ja’.sin  /cos'/: 

Les  termes  qui  seraient  affectés  par  les  puissances  supérieures  de 
a,  dans  ce  développement,  y seront  toujours  insensibles,  à cause 
de  la  petitesse  supposée  de  cet  arc , comme  nous  l’avons  constaté 
page  6 1 . 

Maintenant,  selon  le  mode  de  notation  employé  page  78, 
nommons  II'  l’arc  PN  compris  entre  le  pôle  et  le  point  N sur  le 
méridien  priiriitif.  Si  l’on  désigne  par  n'  son  homologue  sur  la 
sphère  centrale,  on  aura  par  proportionnalité 

• * ‘ n'=  Rrr'.  • 


Le  triangle  polaire  rentrai , homologue  à PS' N , sera  comme  lui 
rectangle,  et  il  donnera,  comme  dans  la  page  78, 


, cos  ri 

. COS7T  = 

1 m COS  0 

\ M 

Si  l’on  développe  ri’ — ir'  par  les  séries,  comme  nous  l’avons  lait 
alors,  en  négligeant  les  (piatrièmcs  puissances  de  l’are  0 qui,  d’a- 
près son  expression  trouvée  tout  à l’heure,  sont  de  l’ordre  a*  que 
notre  approximation  actuelle  n’embrasse  point,  on  aura,  comme 
dans  les  pages  80  et  i/j?-  (note) , . 


7T,— ” - W 

•/*  2 tangr/' 

Si  l’on  y remplace  If  par  son  expression  trouvée  tout  à l’heure,  il 
faudra  la  borner  à son  premier  terme  a sin»;  car  le  suivant  don- 
nerait dans  des  termes  de  l’ordre  a‘  que  nous  négligeons/  Ainsi , 
en  restant  dans  le  nié  me  ordre  d’approximation  , on  aura 


ri'— T 


sin'i 

2tangrf' 


Par  la  station  S'  de  la  fig.  24  , menons,  sur  la  même  sphère,  Tare 
de  petit  cercle  S'M'  qui  soit  le  parallèle  de  cette  station.  Alors  M'.N 
sera  D' — II',  et  conséquemment  r/'l—  ici  trouvé,  séra  l’arc  ho- 
mologue à M'N  sur  la  sphère  centrale.  Si  on  l’ajoute  à ri,  homologue 
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de  PS,  qui  est  suppose  connu,  et  à a!  homologue  de  SN  ou  A’, 
trouvé  tout  à l’heure,  la  somme  formera  l’arc  total, rf' homologue 
à PS' ou  PM'  que  nous  voulons  obtenir.  On  aura  donc  sur  cette 
sphère 

,,  i . sin’t 

rf  — d + <x  cos f i ad  cos  t sin1*  -t-  - — a1. 

• 1 ftang  d' 

♦ 

A la  vérité  le  second  membre  contient  encore  le  facteur  — * — 

, » tangrf' 

qui  est  inconnu.  Mais,  comme  le  terme  que  ce  facteur  affecte  est 
déjà  multiplié  par  a1,  nous  pouvons  y remplacer  d’ par  sa  valeur 
approchée  rf-t-acos/,  laquelle  diffère  seulemertt  de  la  véritable 
par  des  termes  de  l’ordre  a1  et  a3,  qui  en  donneraient  de  l’ordre  a* 
dans  l’évaluation  de  ce  dernier  terme,  si  on  les  conservait.  Appli- 
quant donc  à cette  expression  approchée  la  formule  qui  développe 
la  tangente  de  la  somme  de  deux  arcs,  en  fonction  de. leurs  tan- 
gentes particulières,  nous  aurons,  avec  le  degré  d’approximation 
nécessaire  pour  notre  but, 


tangrf' 

ou , en  renversant. 


tang  rf  + a eps  i 
i — a cos / tangrf’ 


tangrf'  tangrf 


'i  — a cos  i tangrf' 
a cos / 
tangrf  t 


, r 

En  formant  tangrf',  j’ai  dû  écrire  a cos  i au  lieu  de  tang  (a  cos/) , 
parce  que  la  différence  ne  donnerait  que  des  termes  d’ordres  su- 
périeurs qu’il  faut  ici  négliger.  Il  ne  reste  plus  qu’à  développer, 
par  la  division  , le  facteur  qui  contient  a,  sous  forme  complexe, 
en  sc  bornant  toujours  à la  première  puissance  de  a , comme  précé- 
demment. Cela  donnera 


tang  rf' 


■ r _ 

tang  rf  L 

liï ( 

ta  ngrf  \ 


tang  rf  -+- 


tang 


tarig  rf 

h) 


a cosr 


a COS  / 
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Cette  expression  de  — — — , substituée  dans  le  dernier  terme 
v ' tang/' 

de  d’,  en  produit  un  de  l'ordre  a’  et  un  de  l’ordre  a3.  Ce  dernier 
se  réunit  à celui  du  même  ordre  qui  existait  déjà  parmi  les  précé- 
dents , et,  après  les  àvoir  réduits  entre  eux,  on  trouve  finale 
ment  (*)•.  * ■ - 


[•] 


d ' — d -4-  a cosi sk-  -j-  a ’ 


sin’»' 
tan"  d 


3 

tang'rf 


) 


cos  i sirt  - r. 


» 

123.  Les  arcs  d , d1,  a de  la  sphcre  centrale  , qui  apparaissent 
ici  hors  des  signes  trigonométriqucs,  sont  exprimés  en  parties  du 
rayon  de  cette  sphère  pris  pour  imité  d«  longueur,  SiJ’on  veut  les 
exprimer  en  secondes  de  1«  graduation  sexagésimale  du  cercle , il 
faudra  exprimer  le.  rayon  de  la  sphère  centrale  par  cette  même  es- 
pèce d’unité , en  fonctiôn  desquelles  sa  valeur  sera  R".  On  devra 


(*)  La  formule  [i]  a été  donnée  par  Doiambredans  le  tome  111  delà  Date 
du  système  métrique , pages  ao  et  21  ; mata  il  y est  parvenu  diflérem ment. 
Considérant  le  triangle  PSS'  de  la  fig.  il  pose  d'abord  la  relation  generale 

, cos  d'  = ~ sin  d sin  a cos  i-f-  cos  dcos  a ; 

► 

puis  d ’ devant  être  peu  different  de  4,  il  fait  d'  = d x,  et  il  obtient  z en 
série  ordonner  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a,  par  le  second  mode 
de  développement  que  j’ai  Cf  posé  dans  la  note  de  la  page  87.  La  voie  que  j'ai 
suivie  m’a  semblé  préférable,  d'abord  comme  plus  simple,  puis  comme  mettant 
mieux  en  évidence  le  principe  et  le  degré  d'exactitude  de  l’approximation.  Ln 
effet,  si  i'on  sé  reporte  à la  fig.  a.},  qui  nous  a servi  de  type,  la  première  partie 
de**' — df  qui  est  a',  homologue  & A',  s’obtient  d’abord,  ainsique  £,  arec  U 
môine  approximation  que  si  pgu  résolvait  le  triangle  sphérique  SS'  M parle 
théorème  de  Legendre,  comine  nous  l’avons  établi  généralement,  page  119. 
pour  cette/orme  dé  développement.  Puis,  0 étant  obtenu , Parc  complemen 
taire  m'n  de  la  sphère  centrale,  qui  est  homologue  à M'N  , se  calcule  avec  un 
degré  d’approximation  égal,  dont  la  sûreté  est  évidente.  Le  résultat,  quoique 
le  même,  sc  trouve  donc  bien  plus  clairement  et  plus  rapidement  établi.  Or. 
le  tirerait  cncoro  très-aisément  de  cos  d’  en  réduisant  Pcxpression  d« 
Parc  d1  en  série,  suivant  les  puissances  de  a par  le  théorème  de  Taylor.  Mais, 
outre  que  ce  mode  de ‘déduction  est  moins  élémentaire,  l’emploi  abstrait  qu<? 
l’on  y fait  de  l’analyse  littérale  ue  rend  pas  sensiblejç  peu  d’importance  de* 
quantités  que  Pon  néglige,  a usai  évidemment  que  le  calcul, direct  fonde  sur 
PévaluatiotiJparliclle  des  arcs  qui  composent  le  résultat  cherché. 
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«H — I costsinV. 

tang-r// 


alors  .remplacer  les  expressions  abstraites  des  arcs  par  les  rap- 
Ü d '■  d'  a 

ports  -|pi  |p,  dans  les  ternies  qui  les  contiennent  explici- 
tement. Cela  rendra  la  première  puissance  du  facteur  ~ commune 
. • t • , : " * 

à tous  pés  ternies  , et , après  l’avoir  fait  disparaître  , il  restera 

ri,,,  '.i  </  • ta”1'  sin’t  i a"1  / 

il  [d — r/r=a"cosH : — r-J 

1 J 1 ‘ 2R"tangd  CR"1^ 

• » I . * ^ * 

il  faut  se  rappeler  que,  selon  l’évajuatiôn  rapportée  page  6a, 
on  a , en  se  bornant  à sept  décimales , 

log  R"  — 5,3i4425i  ; conséquemment,  log  — 6,6855749- 

^ t- 

Si,  au  contraire,  on  veut  obtenir  la  relation  semblable  qui  existe 
entre  les  arcs  D,  D',  A de  la  sphère  terrestre,  il  faudra  éliminer  les 
arcs  d , d',  a.  de  la  sphère  centrale  par  leurs  rapports  de  propor- 
tionnalité avec  ceux-là  , c'est-à-dire  les  remplacer  par  leurs  valeurs 
D D'  A ' ' 

équivalentes  -i-i  j-i  dans  les  termes  où  iis  se  trouvent  explici- 
R R R .u 

tement.  Alors  une  des  puissances  de  - disparaît  encore  comme 

*'  R * 

facteur  commun , et  il  reste’  . 


tan- 


y 


cos<  sin- 1. 


r , U*  „ -iA’  sm’/  iA»7 

[i]  D — T)= Acos/ -4- -=r 

. - a , fangi/  6R  \ 

* ’ 7-i  • y • . -T* 

L’arc  terrestre  D'— D , ou  SM  ',  sera  ainsi  CQnnuen  unités 

de  longueur  de  la  même  espèce  que  celles  que  l'on  aura  employées 
pour  exprimer  l’arc  A ; et  le  rayon  local  R , qui  devra  être  exprime 
aussi  flans  cette' même 'espèce  d’unités,  n’entrera  que  dans  l’éva- 
luatîon  Ses  termes  correctifs  associes  à la  partie  principale  A pos  i. 
Ainsi,  enufaison  de"leur  petitesse,  il  n'aura  besoin  d’être  connu 
qu’.ijiproximativHnent,  comme  nous  l’avons  prouvé  page  m o.  Poui 
obtenir  cOfnmodement  et  avec  exactitude  la  valeur  du  pro- 
duit A cos  î , |l  conviendra  de  remplacer  le  second  facteur  par 
soti  expression  équrràlentê*!  — 2sin’-j/*,  ce  qui  le  changera  en 
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A — ?.  A sin : i ; , dont  la  première  partie  sera  toute  donnée  , et  la 
seconde  s’évaluera  facilement,  par  les  Tables  logarithmiques  ordi- 
naires, avec  une  précision  toujours  suffisante. 

I2G.  Dans  la  fig.  24,  qui  nous  a servi  pour  établir  cette  formule , 
fa  station  extra-méridienne  S'  est  représentée  comme  plus  éloignée 
du  pôle  que  la  station  S;  et  l'a/imut  donné  i est  figuré  comme 
moindre  qu’un  angle  droit.  Quand  cette  dernière  circonstance  aura 
lieu  en  effet,  cos  i sera  positif;  et  la  formule  donnera  d' — d po- 
sitif, comme  la  figure  type  le  représente.  Mais  si  l’angle  i se  trou- 
vait obtus,  son  cosinus  deviendrait  négatif;  et  s’il  était  assez  grand 
dans  ce  sens  pour  que  le  produita  cos  /,  devenu  négatif,  l’emportât 

, • . . . .-  , , sin5 i , 

sur  le  terme  toujours  positif  - a1  ^ ^ - 1 et  sur  le  suivant,  ou  seu- 
lement fût  égal  à leur  somme  , la  formule  donnerait  d' — d négatif 
ou  nul , conséquemment  d' moindre  que  d ou  égal  à d.  Cest-à-dire 
que  la  station  S'  se  trouverait  plus  rapprochée  du  pôle  que  la  sta- 
tion S,  ou  s’en  trouverait  à une  même  distance.  Ainsi,  quoique 
établie  sur  un  type  particulier  de  construction , la  formule  [1]  s’ap- 
pliquera également  ü toutes  les  relations  de  distances  polaires  des 
stations  S,  S',  pourvu  que  l’on  donne  fidèlement  â cos  i le  signe  algé- 
brique que  lui  assigne  l’amplitude  de  l’angle  auquel  il  appartient. 

IÏ7.  Lorsqu’on  aura  trouvé  ainsi  la  valeur  de  l’angle  d’’  d’après 
les  données  d , a , i , qui  ont  servi  de  base  à notre  calcul , on  ob- 
tiendra l’azimut  réciproque  »'  de  notre  fig.  2.4,  pat  la  formule 
rigoureuse 


[2]  sin  (/—/') 


_ 2COSj(d'+d]c.os-~(d' — d) 
sin  d' 


sin/tang-!  a. 


Mais  ici  l’application  de  cette  formule  a besoin  d’être  préalable- 
ment légitimée  dans  un  de  scs  détails.  La  sphère,  qui  est  transversa- 
lement osculatrice  en  S,  ne  l’est  plus  en  S';  et  la  sécante,  menée 
de  son  centre  à ce  point  ..diffère  de  la  normale  réelle  qui  lui  est 
propre.  Si  l’intervalle  de  la  surface  sphérique  k la  surface  réelle 
peut  y être  négligé  , à cause  de  la  petitesse  de  l’arc  A , ja  sécante  et 
la  normale  n’en  restent  pas  moins  distinctes  eh  direction  ; ce  qui 
produit  une  différence  du  même  ordre  entre  les  deux  tangentes 
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mentes  de»  ii'l.vcoui-bc  du  méridien  réel,  et  au  cercle  StV  Or, 
les  angle*  formes  par  ces  deux  tangentes  aéce  lare  S' S , supposé 
commun  au  sphéroïde  et  à la  sphère,  constituent  l azimut  mi  et  - 
l'azimut  sphériquej  ' de  cet  arc , lesquels  ont  ainsi  mathématique  - ‘ * 

meut  d’inégales  Valeurs.  Mais,  quand  nous  auronsétudic  IVnsemble  • 
du  sphéroïde  terrestre,  on  verra  qu’en  vertu  de  la  petitesse  des 
arcs  A,  et  de  |a  sphéricité  presque*  xâcte  de  la  terre , l'angle  com- 
pris entre  les  deux  tangente*  que  nous  venons  de  considérer  est 
toujours  restreint  à un  petit  nombre  de  secondes /de  sorte  qiièl’a- 

rirmit  vrai  i'  rapporte  à l’horizon  du  sphéroïde,  et  l'azimut  ana- 
logue du  même  arc  rapporté  à l’horizon  de  la  sphère,  ne  peuvent 
différer  entre  eux  que  par  des  quantités  angulaires  inappréciables  , ** 
en  vertu  de  la  formule  de  reductiondérhôntréepage 06.  On  pourra  ^ 
donc  toujours,  dans  de  telles  circonstances,  employer  "ces  ari-  * 
umts  comme  égaux  entre  eux  sans  aucune  réduction.  . * , 

Ceci  éunt  admis,  l’équation  [a]  se  réduira-,  ai  nAmbrSs,  soi/ 
immédiatement  par  les  Tables  de  sinus,  soit  par  le  détour  arith- 
métique expliqué  dans  la  page  tij  ; ,-e  .pii  exigera  de  meme  la  * 
connaissance  suffisamment  exacte  du  rayon  os.  ulaiem  R p,,ui 


% 


calculer  le  rapport  a ou  — qui  est  an  de  ses  élemeiiis 

ti  i\  v '.  t : * * r* 

t2«.  La  petitesse  habituelle  de  l’angle  i — if.  peut  faite  souvent 
désirer  der -l’obtenir  par  les  sériés.  Gela, sera  très-facile ; .-ai-,  en 
supposant,  par  abréviation  , 


». 


•ÏP 


l fOsj(r/'  +<■/)  1-os  jfré'l-rl) 


I 

sin  {F— 


wilre^L 


ar  t-mg  ^ a. 


.elle  deviendrait 

A - »»  A %SL 

Alors*,  l’a  petitesse  de  l’arc  « pcrniettrait  de  la  traiter  connue  nous 
avons  fait  pour  une  équation  analogue  /-page  ffî  § «c.  Ainsi'', 
*.en  sç.  bornant  aux"  troisièmes  puiss.tncus  de  l’are  a - qui  sont  la  li- 
mite su ffisante  de  toutes  nos  approximations,  on-en  tirerait  d'abord, 
pw  les  développements  de  la  page  fîo, 

jw  ‘ *< , ' Jlr  •» 

— ■ ► ' — ' 

W'  ,u-  9 


A 


, f 

* %ft 

% * 

» 


9 
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Remplaçant  doue , dans  la  première  expression  , tang  j a.  par  la  va- 
leur tirée  de  la  scronde , et  se  restreignant  aux  a’ , il  ch  résultera 

« ■-  • v .•  • *v_,  j 

i — /'  = c<t  + Vi/-  2c\+  l ) oc3. 

. «4  / 

I. es -Arcs  » — /'  et  a sont  censés  ici  exprimés  en  partit»  du  rayon  du 

(trrlè  pris  flour  unité  de  lftngueur.  SiJ’on  veut  les  exprimer  en  sfc- 
enbdes  de  degré,  il  faudra  remplacer  les  lettres  qui  les  désignent 

. * n j'y  a"  . •• J*,  r» 

par  les  rapports'  „ — 1^7,’  R'  étant  lé  nombre  de  secondes  que 

* contient  lejayon  plié  en  are.  Ôn  attira  donc  ainsi 

* r * a»*v'  / ’*# 

*{i  - i 7 = '*+&  *><-+;  « ) pTT,.' 

en  prenant 

* - log R" t=  5,3 1 44 2 5.1 3.  T.  • 

.Nous  apprécierons  plus  loin  le  degré  d’exactitude  de  cette  approxi- 
mation par  un  exemple,  en  la  comparant' h l’évaluation  rigoo- 
*'  rgus%*  • « ' ’ 

* 129.  L’angle/',  ainsi  obtenu , sera,  dans  noire Jig.  24,  l’azimut 
réciproque  de  S vti  de  S',  en  comptant  cet  azimut  à partir  du  pôle 

* vers  S ; au’lieu  que  l’angle  i , azimut  de  S',  vd  de  S,  avait  été  dotine 
minuit'  compté  du  point  sud  vers  S’.  Dans  Une  triangulation  conti- 

♦ , nue,  il  convient  d’exprimertous  les  azimuts  par  un  mode  de  nmné- 

* *\'rhtion  similaire,  qui  procède  toujours,  depuis  0“  jusqu’à  3bo®,  dans 
' un  sens  convenu , par  exemple  en  allant  du  snd  vers  l’est  autour 

du  centre  de  chaque  station.  Tin  appliquant  ceci  à la  fig.  24, 
si  nous  nommons  généralement  Z,  Z’  nos  delix  azimuts  récipro- 
ques ainsi  definis,  et  que  nous  supposions  ta  station  S’  située 
l’est  du  rtjéridieu  primitif  RS,  nous  aurons  évidemment . comme  le 
montre  la  Jig.  a5>,  ’ ! . • 

* t_  » » 

•*.  • Azimut  de  S'  vji  de  S Z ==  i ; , ■ 

1-  Azimu*  de  S vi»*dt?S' . . Z'  ==  180" -t-  é'. 

’ ' * . « . .A  ' •'  ’ ' 

Mais  si  S'  était  situe  à.  l'ouest  du lnéridfen  RS,  romitre  le  représente 

la  fig.  26,  il  faudrait,  pmir  conserver  le  même  mode  de  notatioo, 

• ‘ ’ ,!*»  % * »■ 


i 


’ » 1 ' •*' 

* 

*,r  * a 
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Azimut  de  {>'  vu  de  S.  . . . Z a='36o°  — i; 

Azimut  de  S vu  de  S'. . . . . Z'=r  1 8o*  — 7 


D’après  cela  , quand  l’aziniut  Z sera  'donné  seldn  ces  conventions 
s’il  est  moindre  que  i8o°,  il  faudra  faire,  dans  notre  for- 

• * ♦ * ’ K 1 

mule  [2] , sin  i=  + sinZ,  et  appliquer  la  valeur  résultante  de/* 
à la  première  combinaison  pour  avoir  Z'.  Mais  si  Z surpasse 
i8o°\  il  fou<lra  faire  sini=: — sinZ,  et  appliquer  la  vafé^ir 
de  i’  à^a  seconde  forme  de  Z'.  Dans  tous  les  cas,  ce  serpnt  ces 
valeurs,  ainsi  déduites  du  premier  azimut  de  la  chaîne  des 
triangles,  qu’on  devra  comparer  aux  azimuts  qui  auraient  été  dé-' 

terminés  astronomiquement,  dans  une  ori  plusieurs  des  stations 

. % ' % 

suivantes. 

On  obtiendrait  des  formules  analogues  si  l’on  voulait  compter 
les  azimuts  en  allant  du  sud  vers  l*ouest,  comme  on  le  fait  sou- 
vent. Alors,  en  les  désignant  par  [Z],  [Z]',  on  aurait  généralement 

. -t  [Z]  ==  36o"  — Z,  [Z]'  = 36o°  — Z' ; ’ 

ce  qui  donnerait 

• * - , « 
fie.  z5  : ■ [Z]  = 36o". — /,  [Z]'  = 180°  — 

fis-'  6:*  . P*1~G  V'  [2f=>8o”. 

* « 
130.  Enfin,  après  qu’on  aura  obtenu  ces  résultats,  on  pouirra 

trouver  directement  Tangle  au  pôle p , par  la  proportionnalité  des 
sinus  des  angles  aux  sinus  des  côtés  opposés,  ce  qui,  en  revenant 
à la  donnera,  poui  ..in^,  ces  deux  expressions  équivalentes  : 


t- 


[3] 


Sin  p : 


sintf 


7 sin  a , 


ou  encore , 

i 


, sim  . 

sin  p = ~. ,sina. 

sin  il 


On  réduira  donc  ces  équations  en  nombres,  soit  immédiate- 
ment, par  les  Tables  de  sinus,  soit  en  faisant  usage  de  Ifartificc 
auxiliaire,  dont  j’ai  rappelé  l’application  à l’équation  [2].  On  ob- 
tiendra ainsi  deux  valeurs  de  p qui  devront  se  trouver  identi- 
ques; et  leur  accord  servira  de  preuve  pour  assurer  l’exactitude 
des  calculs  arithmétiques  par  lesquels  on  aura  déterminé  d'et 
L’angle  dièdre  p,  ainsi  calculé,  sera  commun  au  sphéroïde  et  à la 
sphère  osculatrice,  puisque,  par  les  conditions  de  construction  ussi- 

11.. 
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i(>4  , Asun/rxoniir, 

gnées-à  celle  dernière  , Ips  plans  'ries  méridiens,  vrais  et  sphéri- 
ques, menés  par  h*» mêmes  points,  sont  coïncidents.  *■' 

13! . Si  l'on  voulait  obtenir  les  valeurs  de  l'angle  p,  par  les  sé- 
ries, en  se  fondant  sur  la  petitesse  de  l'arcx* , on  y parviendrait 
avec  facilité  par  le;  procède  de  développement  que  j’ai  appliqué 
lotit  à l’heure  à réquation  [?,],  et  l’on  trouvera, 

- „ i » 

/par  la  première  équation , « " , 


p—a. 


sin  d* 


r3 

‘ par  la  deuxième 

sin  i' 

, ’ P—  * ;• — -r 

Sin  il 


i sin /sin (d/-f-/)sin (H'  — i) 

> sin’rf' 

sin  / 'sin(f/4-  /')sin  ( d — i') 


sin1// 


Dans  ces  développements,  les  angles  j> , a sotit  censés  exprimés 
en  ares  de  la  sphère  centrale  dont  le  rayon  est  r.  Sous  cette  forme, 

A ...  * ’• 

m est  égal  à — j A représentant  haro  de  grand  cercle  compris  sur  la 

sphère  terrestre  dont  le  rayon  est  R.  Si  l’on  vent  exprimer  ce 
même  arc  en  secondes  de  la  division  sexagésimale  et  le  désigner 
pçf  a",  on  aura 

à'^R'^aR".  i 
R « 

Alors  il  conviendra  d’exprimer  l’anglcy/  sous  une  forme  semblable , 
et , en  l’y  désignant  par  p",  on  aura  pareillement 

p"  =p  R". 

Tirant  donc  de  ces  relations  a en  a''  et  p en  p"  pour  le  substituer 
dans  nos  développements,  un  des  facteurs  ^disparaîtra  comme 


commun  aux  deux  membres  de  chaque  équation , et  il  restera 

i 


[31 


„_„sin/._  ia"’  sin/ sin  (7/' -M) sin (//'—*■  ij 


ou  encore,  p 


sin  d'  tiR"’  sin’//' 

sin/'  ta"’  sin/'  sin  (rf-f-i')sin  (d — /') 


sin  d ti  R"’  sin’rf 

Quoique  ces  résultats  fussent  faciles  à prévoir,  d’après  toutes 
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lés  transformations  analogues  que  nous  avons  eu  déjà  l’occasîo» 
d’effectuer,  j ai  tint  devoir  les  exposer  en  détail  pour  faire  bien 

sentir  la  double  açception  que  prend  lq  rapport—,  dans  le  second 

membre,  selon  que  l'on  teut  obteriiuï’augle*/»  exprimé  par  un  aré 
de  la  sphère  centrale  dont  le  rayon  est  i , ou  en  secondes  de  la  gra- 
duation sexagésimale  du  cercle.  • 

!52.  Revenant  à la  première  forme , si  l’on  suppose  le  rapport 
a ou  - assez  petit  pour  que  l’on  puisse  négliger  jes  «»,  la  panière 

des  équations  (3)  donnera 

• ' sin  / « 

/>  — a - — -è- 

' sinrr  • » 

Or,  le  développement  qui  donne  i— -T  étant  restreint  de  même, 

se  réduit  à . . ” 

« ,’  1 *1  ♦ 

* •_  cos  !(</'-+•  rf)cos-VfU'  -—  d) . 

. < sin  d' 

...  . . 

i>  » l r . St  Sin  f . . ».  w 

Pienant  le  facteur  ^ ^ dans  la  première,  celle-ci  devient 

• m • 

. •*  ï-  * ✓ 

. ■ ' — ' ' —P  cos  I (d' 4-,f/)  cos  } {d'  — d). 

Multiplie»  le  second  nombre  par  l’unité  mise  sous  la  forme 

Vos  ±(d'-d) 

^■(rfér^j’celadonnera  au  numérateur  le  facteurros1  !(</'—  ,i), 

ou  i — sin1!  {<*'— rf),qui  pourra  être  réduit  à l’unité,  à eau*-  de  la 
petitesse  de  d'—  d qui  rendra  le  produit  p sin1  ! (d'  — d)  toujours 
négligeable,  I angle  y»  étant  déjà  supposé  très- petit  par  liff-inéme. 
Il  en  résu  Itérait- donc 


cos  j ( d ' — d)  , 

Je  rapporte  cette  expression  parce  qu’elle  a été  présentée  dans  des 
ouvrages  très-répandus,  et  qu’elle  a été  aussi  fort  généralement 
«Impliquée.  Mais  elle  ne  me  parait  avoir  aucun  avantage  sur  les  ex- 
pressions plus  directes  qutfj  ai  rapportées;  et  elle  me  semble  même 
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cqnser^r  inutilement , non  dénominateur,  cosj(d^--t/)r  qui  uc 
diffère  de  l’unité  que  par  des  quantités  de  l'ordre  sin'lfri' — d) 
qu’on  a déjà  supposées  négligeables  précédemment. 

ISS.  l.orsqu’on  a trouvé,  comme  nous  venons  de  le  dire,  Pan- 
gle  au  fiole ’/j , coin  pris  entre  les  "méridiens  sphériques  des  deux 
s tâtions, S , S',  ainsi  que  le  distance  polaire  ri' de  cette  dernière,  on 
peut  aisément  calculer  l’arc  de  parallèle  Sri , fig.  a},  qui,  partant 
de  S,  est  compris  entre  ces  memes  méridiens.  Pour  cela,  reportons 
notre  triangle  sphérique  PSS'  sur  !a  sphère, complète  POEE', 
fig.  '.»8,  dont  O est  le  centre,  OP  ou  R le  rayon  polaire,  Et’  le 
grand  cercle- équStoriaFdéèrit  du  même  ccDtre,  avec  le  même 
rayon  U , dans  un  plan  perpendiculaire  à OP.  Si,  par  la  station  S, s 
on  conçoijmi  plan  .S(T I)  ; êgàleméht  perpendiculaire  à OP,  la  sec- 
tion sera  un  cercle  parallèle  au  cercle  équatorial,  mais  décrit  du 
centre  O'avec  un  rayon  r moindre  que  R, et  dont  la  longucursera 
R sin  ri,  ri  étant  la  distance  polaire  POS  de  la  station  S.  La  portion 
SU  de  ce  cercle  compriseentre  les  deux  méridiens  PS,  PS',  est  l’arc 
de  parallèle  que  nous  voulons  évaluer,  et  il  soutend  au  centre  O7 
le  méinfe  angle  dièdre  p que  nous  venons  d’obtenir.  Or,  cet  .angle 
exprimé  en  à représente  l’arc  équatorial  ee'  de  la  sphère  centrale 
décrite  du  rayon  1,  qui  est  intercepté  entre  les  plans  méridiens 
PSE,  PS'E'  de  nos  deux  stations.  Ainsi  l’are  SIT  qui  soutend  le 
inêmaf  angle  à l’extrémité  du  rayon  r aura  proportionnellement 
pourloÉgheur pr  ou  />R  sin  ri.-  Prenant  donc  la  première  expression 
de  p en  a , qui  est 


sine  , sin  / sin  (ri'-+-  V ) sin  (ri' — 1) 

nr  ot— — - — — . . — S-. 


,, 

sin  ri 


sin'ri' 


et  nous  rappelant  que  o y représente  le  rapport  — » qpas  aurons  , 

R 

en  la  multipliant  par  R sin  ri, 


»•  A sin'/ sin  rf  , sini  sin  ri  sin  (ri'  +/)sin  (ri' — i)  A 1 
" n~  sin  ri'  7 sin’ ri'  R* 

a.  ‘ , 

Si  l’on  voulait  obtenir  l’arc  de  parallèle  compris  entre  les  mêmes 
méridiens  sphériques  PS,  PS',  à toiite  autre  distance  polaire  ri,,  dif- 
férente de  ri,  sur  la  même  sphère,  ee  qui  est  souvent  nécessaire  , 
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.ŸTfiçjîre,  on  le  dcduifîiit'  aisément  de  rv  ■* 

évidemment  de  lc'imfttîplier  par  le  rapport*’* 

rayon  r,  conséquemment  p!tr  le  rapport 

■BHuW..  i>  . ..U 

■ , ■ *»  , » . ~ . . 
p paires  qui  .correspondent  respectivement  a r. 

, 4b  désignant  généralement  par  SH*  la  longueur  rj 


* *1  - 

**  .s, 

s. . 


* ' 


du  nouvel  are  de  pardllèle  ainsi  défhii,  on  aurait 


i f 


» -W 


*• 


[4J  su. 


^ Asin  / sinrf.  , sin/ sin>/„sin  (ri‘- 


i * . * .* 

. « *•  4 * 

7)sip(//*— / A' 


.*•  ?f 

4 V 
% 


sii  \ri' 


sin-1  ri' 


expression  dans  laquelle  il  faudrait  toujours  conserver  aaix  elo-%, 
ments  i , ri’,  A,  les  Valeurs  propres  aux  deux  stations  primitives 
S,  S',  ainsi  qu’à  Parc  intercepte.  entre  elles. sur  la  sphère  d ijj 
rayon  R.  ' . . , 

■ “ *.*  ** 

*34.  On  emploie  celte  formule  (unir  tracer  sur  le  sphéroïde 

terrestre  de  grands  airs  de  parallèles  situés  à une  mèjjie  dis 
tance  polaire  d ^ comme  on  y trace  des  arcs.de  méridiens.  Ijnui 
cela  on  établit  une  'triangulation  générait»-,  dirigée  approximative- 
ment dans  le  §cns  du  parallèle  de  la  première  station.  On  détermine, 
par  l'observation , tous  les  angles  sphériques  des  triangles  qui  la 
composent,  et  onia  lie  trigononiétriquenient  à une  <m  plusieuiK* 
bases  mesurées,  d oiil’un  déduit  la  longueur  du  côté  qui  s’y*  rat 
tache,  puis Successivement  tous  les  autres,  par  l’intermediaire  des 
côtés  communs  aux  triangles  consécutifs.  Pour  tout  cela,  les  mé- 
thodes d’observation  et  les  procédés  de  calcul  sont  les  mêmes  que 
dans  les  triangulations  méridiennes.  De  même  encore,  à læ. pre- 
mière station,  supposée  S , fg.  27,  on  détermine  astronomique- 
• ment  la  distance  angulaire  ri,  du  pôle  an-zénith,  et  l’azimut  1 
que  le  côté  SS'  ou  A du  premier  triangle/orrne  avec  la  direction  de 
son  .méridien  PS/n.  Considérant  alors  le  triangle  polaire  ,PSS' 
comme  é&Üffour  la  sphère  qui  est  osculatrice  en  S,  transversale- 
ment au  méridien  PS,  orteil  conclut,  comme  nous  l’avons  expFi-< 
que  tout  à l’heure,  i°la  longueur  de  l’arc  SU,  compris,  sur  le  • 
pa  allèle  deS,  entre  les  deux  plans  méridiens  PS,  PS’;  V l'azi- 
mut 7 ' du  côté  A sur  l’horizon  sphérique  de  S’  ; 3"  la  dislanc.»  ri 
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lii  |»ùlcr.m'Vi7îiiUi  tlti  S'f  cohqitpJ  à partir  dit  i.iVoq  mcur 
centre  <!<■  la  tyliwv  Si.  la  it-ftjp  «.tait  exactement  sphérique,  ou 
ççulcttieui  sLellé  pouvait  être  suppçSeo  telle  darts  unp  petite  éten- 
due d'un  même  para  11  oie , le  même  ealcul  pournût  se'eontintier 
ultérienrenient  sans  modiücalion  ; et  les  résultats  obtenus  dans  le 
prcnper  triangle  polaire.,  étant  successivement  transportés  à la 
station'  S',  puis  aux  suivantes,  suffiraient  pour  obtenir  fontes  les 
portions  de  parallèles  comprises  en  U*  leurs  méridiens  propret, 
t lesquelles,  transportée*  par  reductiou  surie  parallèle  de  S et  ajou- 
tées les-  unes  aux  autres,  composeraient  l’arc  total.  Kn  effet,  si 
Jl’on  désigne  par  S"  la  station  qui  suit  immédiatement  S',  elle  s’v 
int tacheté  pail’arc‘5phcrique  S'S"  ou  A'  qtti  esl  connu  par  la  réso- 
lution des  triangles  principaux.  En  outre,  l’angle  S"S'S , ayant  etc 
préalablement  détermine  dans  ces  mêmes  triangles,  on  en  retran- 
.^•Ifrra  i'  qui  vient  detre  obtenu  ,.ct  l’on  aura  rtuigic  R'S'l»,  dont 
le,  supplément  S"S'/«'  sera  la/ainut  du  côté  A'  sur  llibrizon  sphe- 
riqne  de  S',  compté  dans  le  mélnc  sens  que  /.  Enfin  on  connaîtra 
aussi  la  distance  angulaire  du  pôle  an  zénith  en  S',  qui  sera  d'. 
On  se  trouvera  donc  dans,  les  thèmes  conditions  qu’en  S , avec  des 
données  pareilles  , d’où  l’on  dodu  ira -des  résultats  analogues  pro- 
pres à la  station  S';  et  de  celle-ci  ou  passera  de  même  à S",  puis 
«-è  toutes  les  autres  progressivement.  Mais  la  Surface  terrestre  nV- 
tant  pas  exactement  sphérique,-  ce  transport  ne  peut  plus  s'effec- 
tuer avec  tant  de  simplicité.  Pour  faire  neltemeDt  comprendre  les 
modifications  qu’il  exige,  je  nie  borne-,  comme  précédemment, 
au  cas  rcel  où  la  terre  est  assimilable  à un  sphéroïde  très-peu  diffé- 
rent d’une  sphère  et  de  révolution  autour  de  l’axe  qui  passe  par 
les  pôles  célestes.  Alors  la  sphère , qui  est  transversalement  oscii- 
latrice  en  S , s’écartera  en  S' de  la  surface  réelle  régularisée.  Si  l’on  ■ 
désigné  par  2.9,  le  point  decette  surface  qui  constitue  le  vrai 

sommet  correspondant  du  premier  triangle  que  l’on  a formé,  le 
point  S'  se  trouvera  à l’extrémité  du  rîfyon  mené  du  centre  C de 
: la  sp.here  par  le  point  ï'.  L’intervalle  S'ï'  décroîtra  avec  la  dis- 
tance mutuelle  des  deux  stations  S,  ï.',  proportionnellement  au 
carre  de  cette  distance,  et,  en  les  supposant  suffisamment  rappro- 
.<■  liées,  sa  dimension  linéaire  pourra  devenir  négligeable,  comme 
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on  verra  qujelle  l{fst  effectivement  dans  110s  triangulations.  Alors 
il  n'eu  résultera  pas  d’inegalilé  sensible  entre  les  longueu rs  de  l'are 
. firruliiirc  SS’  -et  «le  l’açc  Si'  qui  en  .est  la  projection  verticale  sur 
le  sphéroïde  ; et.  cette  circonstance,  jointe  à la  coïncidence  de  nos 
méridiens  sphériques  avec  les  méridiens  vrais  menés  par  les  mêmes 
points,  rendra  aussi  l’angle  azimutal  calcule.#',  sensiblement  égal 
à « valeur  vraif,  comme, nous  l'avons  déjà  remarqué  page  i5o. 
Mais,  pour  transporter  à la  station  S'  de  la  £g-  27  le  calcul 
qu'on  a fait  à la  station  S,  il  faut  d'abord  y concevoir  une  nou- 
velle sphère  transversalement  osculatrice  au  méridien  PS’,  laquelle 
devra  généralement  différer  de  la  première,  par  la  situation  de 
%>n  centre  sur  l’axe  polaire,  par  l'inclinaison  «le  son  rayon  R'  sur 
cet  axe et  par  la  longueur  de  ce  rayon.  Car  ces  trois  éléments  ne 
pourraient  rester  constants,  sur  tonte  la  ligne  de  l’opération  rque 
dans  le  cas  infiniment  particulier,  et  jamais  prattquementréalisuble, 
où  tontes  les  stations  seraient  situées  exactement  Sur*  le  parallèle 
•„de  la  première  station  S.  Il  faudra,  en  outre,  connaître  la  dis- 
tance angulaire  du  pôle  au  zénith  vrai  de  S',  laquelle  devant  être 
.comptée  à partir  de  la  normale  locale .ji'  N',  fig.  29,  diffijiyra 
généralement  la  distance  d' calculée  dans  le  premier  Iriangje 
polaire,  puisque  cdlc-oi.est  évaluée  à partir  du  rayon  CS'  ou  Cï'. 
•Cela  exigera  donc  une  petite  correction. .dépendante  dtf’runglo 
Çi'N'  compris  entre  ces  deux  .droites ; et  l’on  ne  pourra  l’obtenir 
qu’après  avoir  déterminé  la  con  figuration,  générale  du  sphéroïde 
avec  assez  d'approximation  .pour  pouvoir  l’évaluer.  Cette  dot  él- 
iminât ton  sera  également  necessaire  pour  donner  aux  rayons  suc- 
cessifs R/R',^.  des  sphères  osrnlairices  leurs  véritables  valeurs. 
Enfin  elle  lt1,  deviendra  encore  pour  réduire  à une  même  distance 
polaire  vraie,  sur  te  tpltçrqide,  tou  tes  les  portions  d’arcs  de  paral- 
lèle, |épqrcrucnt  évalués  entre  les  piéridiens  des  stations  consécu- 
tives. Nous  rtablirons  plus  loin  les  focfnujes  analytiqucs.de  toutes 
ces  correction».  Mais.il  ütail  lisent  tel  d’etpfaire  pressentir,  ifèsï» 
présent,  la  nature  et'  l'emploi  indispensable  pour  obtenir  des 


résultats  définilivenient  exacts. 
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lôÿ.  Un  raisonnement  exactement  pareil  va  nous  luoatrcr  com- 
nicnl  , ail  moyen  de  corrections  analogues,' les  f^inulcsjTi  Jet 

S • 


Digiti 


\STHONOMl* 


ci-dessus  établies,  peuvent  servir  ^calculer,  la  longueur  tqla^ 
d’un  ar<*  méridien, compris  entre  deux  stations  S,  S,,  liées  entré 
elles  par  un  reseau  de  triangle»  sphériques',  sans  patoir  besoin  de 
subdiviser  ce  réseau  en  triangles  partiels  appuyés  sur  la  méri- 
dienne prolopgee.de  S, .comme  nous  l’avons  (ait  précédemment. 
Pour  cela  je  reproduis,  dans  la  fig.  3o,  le  même  réseau  que. nous 
avions  déjà  considère  fig.  18.  On  suppose  de  même  que.J’on 
connaît  les  angles  sphériques  de  tous  les  triangles,  les  longueurs 
absolues  de  tous  leurs  rotes  * l’angle  a zi  mutai  Z que  l’un  de  «es 
eûtes,  par  exemple  SS',  forme,  en  S,- avec  la  direction  de  la  mé- 
ridienne locale,  enfin  les  distances  angulaires  d,  rf,^lu ’pûle  au 
zcnitli  vrai  des  detix  stations  extrêmes  S , S„.  .Pour  simplifier  la 
première  expoSitiop  du  raisonnement,  supposons  d’abord  toute 
la  chaîne  des  triangles  çfablie  sur  ime  nièinç  sphère  dont  P soif 
le  pôle  et  R le  rayon,  exprime  dans  [espèce  d’unité  de  longueur 
qu'on  aura  choisie,,  par  exemple  en  toises.  Il  n’y  aura  plus  au- 
cune construction  à faire.  Car,  connaissant  la  longueur  de  l'arc^S,. 
l’angle  azimutal  Z,  et -la  distance  rf-..chi  pôle  au  zénith  observée 
err,&,  la  formule  f t|,  page  1 5p,  donnera  immédiatement  lu  longueur 
de  l’are  SM,  ^compris  sur  le  méridien  de  S entre  les  parallèles  des 
deux  stations  S,  8f.‘ Soit  (D),  la  longueur  de  cet.arc  , exprime^çn 
unités  de  même  nature»  <pie  R.;  sa  valeur  angulaire,  en  "Secondes" 

de  degré,  sera  En  rajoutant  à d oui  est  conuu  , fa 

somme  d,  sera  la  distance  angulaire  du  pô!e*i?  au  zénith  de. la  sta-  , 
tion  S,;  Avér  ces  deux  angles , et  l’âre  SS,  ou  A qui , réduit  aussi  et» 

secondes,  vaudra  -R"  ou  a",  la  formule*??.],  pagè  t(io,  fera  con- 
R » u . . . 

naître  l’aziinut  Z'  de  la  stations  sur  llioritou de  S',  compté  autour 
du  méridien  de  celle-ci,  dont  leèercle  aboutit  aussi  au'pôlcP*Aloi$,  • 
en  ajoutant  à Z'  les  arides  formes  autour  <le  cette' Jt  a tion  par  dés 
, 'sommets  des  triangles  qui  s v j'*ig  nent , on  obtfcndra  l'azimut 
du  côte  S, S,  ou  S.S.'suiisoh  horizon .4’jfcons-nous  à cette  dernière 
f'vntialinn.rLa  longueur  du  cède  S, S,  est  déjà  connue  par  le  calcul 
d<^  triaiijfies.SDu  se1  /rootivera  donc  dans  les  mêmes  conditions 
qnen  S,  système  dé  données  pareilles.  Ainsi , en  leur 
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appliquant  les  mêmes  formules^  on  en  conclura  (le  même  l'arc 
S,f*v  compris  sur  le  méridien  de  S,  entre  les  parallèles  des  sta- 
tions S,,  S,,  plus  l'a/imut  de  Si-  vu  de  celle-ci.  Or,  ce  parallèle  çst 
ici  supposé  trace  autour  du  même, pôle  commun  P.  Donc,  si  on 
le-proloitge  idéalement  jusqu’au  méridien  primitif  PS/h , qu’il  ren- 
contrera en  M, , . l’arc  M,M,  sera  égal  à S,p, , puisque  tous  les  mé- 
ridiens sont  pareils  et  partent  du  même  pê»èe  ; de  sorte  que  l’on 
connaîtra  ainsi  tare  total  SM,  compris  entrç  les  parallèles  de  S 
et  de  S,  sur  ce  premier  méridien.  On  voit  même,  par  la  figure  , 
qu’on  aurait  pu  l'évaluer  d’une  autre  manière,  en  prenant  pour 
intermédiaire  la  station  S,,  ce, qui  fournira  une  vérification  des 
calculs  par  lesquels  cet  intervalle  aura  été  conclu.  Arrive  ainsi  à 
la  station  S, , on  passera  aux  suivantes  de  la  même  mariiè+e,  en 
calculant  les  différences  d'arcs  méridiens  compris  entre  leurs  pa- 
rallèles successifs  jusqu’à  ce  que  l’on  parvienne  à la  plus  aus- 
trale S„.  Le  parallèle  de  celle-ci,  conduit  jusqu’au  méridien  pri- 
mitif PS/n,  donnera  la  dernière  portion  d'arc  méridien  compris 
entre  elle  et  la  précédente.  La  somme  de  tous  ces  intervalles  con- 
sécutifs composera  Paré  total  du  méridien  primitif  SM„,  compris 
entre  les  parallèles  extrêmes  du  É£Seau  total.  On  pourra,  en  uiitnj',  . 
déterminer,  parla  formule  {3 j.  les  angles  polaires  compris  entre 
les  méridiens  de  toutes  les  stations  uue  l’on  aura  accouplées  suc- 
cessivement; et  la  foruftile  [41  donnera  encore, -si  f on  veut,  leS 
longueurs  des  arcs  de  parallèles (que  CpS  méridiens  interceptent  à 
partir  de  chacune  des  mêmes  stations. 

150.  Dans  la' série  des  opérations  que  je  vieos.de  décrire , le 
rayon  R de  la  sphère  qui  porte  les  triangles  sert  d’abord  pour  ré- 
duire en  secondes  les  portions  successives^des  intervalles  méridiens/ 
donnes  parla  formule  (a) , afin  d’obtenir  lu  distance  angulaire  du- 
pôle  au  zénith  dans  la  statjpn  suivante;  et  il  sert  encore  pour  opé- 
rer une  conversjon.pareille  sur  les  côtés  mêmes  des  triangles,  afin 
d’obterihr  les  azimuts  de  ces  côtés  «ur  les  horizons  successifs  des 
diverses  Stations.  Mais  il  importo-de  remarque^  que,  si  l’orna  porfr 
but  unique  ou  principal  d’obtenir  la  longueur  de  l’arc  méridien 
compris  entre  les  (larallèles des  stations  extrêmes  £,  S„  , la  longueur 
absoluesiu  rayon  lt  ri  a pas  besoin  d’être  connue  avec  la  dernier»' 
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ligueur.  Car,  si  l’on  examine  la  formule  [ i j",  nui  donne  les  por- 
tions (D)  d’arc  méridien  comprises  entre,  les  parallèles  des  stations 
cprisécutives , on  verra  d’abord  que  les  distances  angulaires  d du 
pôle  an  Zenith  n’y  entrent  quedans  les  tennis  correctifs  toujours 
très-petits,  do  sorte  qu’une  légère  erreur  suroet  élément  n’aurait 
qu’une  très-faible  influence  sur  les  valeurs  totale^  de  ( D).  La  même 
considération  s’apjdtque  aux  valeurs  des  azimuts  / qui  entrent 
dans  ces  mêmes  termes.  Quant  au  terme  principal  de  ( D)f  qui  est 
A<»os/,sion  le  décompose  en  A — 2Asin2£i,  les  petites  erreurs 
qui  pourraient  affecter  l'évaluation  de  / n’y  auront  qu’une  influence 
très-atténuée.  Donc,  lorsqne  le  rayon  R sera  seulement  connu  avec 
une  approximation  qui  ne  laisse  que  très-peu  d’incertitude  sur  les 

rapports  ^ et  , les  portions  de  l’arc  méridien  comprises  entre 

les  parallèles  des  stations  consécutives  devront  s’obtenir,  ainsi  très- 
exactement.  * ...»  > A »i*« 

137.  Maintenant,  si  nous  supposons  le  réseau  des  triangles  éta- 
bli sur  un  sphéroïde  presque  sphérique  et  de  révolution  autour  de 
Uaxe  polaire  céleste , il  faudra  placer  les  stations  sïiccessives  sur 
> autant  do  sphères  différentes,  transversalement  osculatrices  à leurs 
méridiens  propres,  ayant  ainsi  toutes  leurs  centres  placés  sur  ce 
même  axe,  et  leurs  rayons  polaires  coïncidents  avec  lui  en  direc- 
tion. Commençant  alors  par  la  station  S , où  la  distance  vraie  d du 
pôle  au  zénith  a été  observée,  on  la  concevra  établie  sur  une 
sphère  pareille  ayant  pour  rayon  R , dont  la  valeur  approximative 
devra  être  supposée  connue.  Alors,  ayant  aussi , comme  précédem- 
ment, la  longueur  du  côté  SS,  ou  A,  avec  l’azimut  Z de  ce  côté 
sur  la  méridienne  de  S,  on  en  déduira  de  même,  par- les  for- 
mules [i  jet  [?.]«  i°  la  portion  d’arc  méridien  SM, , comprise  entre 
les  parallèles  des  deux  stations  ; au  la  distance  angulaire  du  pôle 
au  zénith  sphérique  de  Si  ; 3°  l’azimut  i'  de  S sur  l’horizon  sphé- 
rique de  S,.  Passant  à cette  deuxième  station,  il  faudra  la  conce- 
voir établie  Sur  la  Sphère  transversalement  osculatrice  qui  lui  est 
* propre,  et  dont  le  centre  sera  situe  sur  sa  normale  réelle.  L’azimut 
précédemment  calculé  i'  s’y  transportera  sans  avoir  besoin  de  cor- 
rection, et  l’on  en  conclura  relui  du  côté  S, S,,  comme  procédcm- 
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ment.  Mais  la  distance  angulaire  d' du  pôle  au  zénith,  qui  a été 
donnée  par  le  calcul  à partir  du  rayon  CS,  de  la  sphère  prcéé- 
derite  , devra  subir  une  petite  correction  pour  être  rapportée  à la 
normale  vraie  de  S, , laquelle  formera  généralement  avéc  ce  rayon 
un  petit  angle  qu’on  devra  évaluer  d'après  la  connaissance  géné- 
rale du  sphéroïde.  Cette  réduction  étant  supposée  faite , on  se  re- 
trouvera en  S, , dans  lés  mêmes  conditions  où  l’en  était  en  S,  avec 
des  données  pareilles.  On  y évaluera  donc  de  la  même  manière 
1 intervalle  méridien  S.  p* , qui-se  transportera  encore  sur  le  méri- 
dien primitif  de  S et  s’y  appliquera  à la  suite  de  SM,,  avec  sa  vraie 
valeur,  puisque  tous  les  méridiens  sont  pareils , le  sphéroïde  étant 
supposé  de  révolution.  En  continuant  ainsi  progressivement  jus- 
qu  à la  dernière  station  S„,  on  connaîtra  la  longueur  totale  de  l’arc 
méridien  compris  entre  son  parallèle  et  celui  de  la  première  sta- 
tion S d’où  l’on  est  parti. 

158.  Les  mêmes  considérations  que  nous  avons  appliquées  tout 
à I heure  an  cas  d’une  sphère  unique  montreront  ici  encore  que  les 
rayons  oscillateurs  successifs  R,  R„...  n’ont  besoin  d’être  connus 
qu  approximativement,  pour  l’évaluation  des  termes  correctifs  où 
ils  entrent  comme  dénominateurs,  biais  ils  seront  nécessaires , en 
outre,  pour  calculer,  par  déduction,  les  azimuts  successifs i',  dont 
1 angle  calculé  d est  aussi  un  clément.  Heureusement,-  dans  ces 
applications,  les  rayons  successifs  R,  R,,...  ne  varient  que  par  des 
différences  très-petites , que  l’on  peut  toujours  évaluer  avec  une 
approximation  suffisante,  d après  la  connaissance  generale  de  la 
forme  d»  sphéroïde  obtenue  antérieurement. 

. 158.  Delambre  considérait  lamelhode  precedente  comme  la  plus 
simple  et  lu  plus  directûque  1 on  pût  employer  pour  trouver  l’arc 
total  SM„,  fig.  3 o,  et  il  la  preférait,  à cause  de  la  régularité  de  sonap- 
pli«ation,à  celle  qui  fait  obtenir  les  mêmes  résultats  eu  proton-,  ,m 
les  côtés  des  triangles  successifs  jusqu’au  méridien  primitif  PS/»  , 
comme  je  l'ai  expose  d’abord  sur  la  fig.  t8.  En  supposant  que  l’on 
calcule  les  azimuts  succeajifcet  les  angles  polaires  par  les  formules  ( t] 
eLia],  il  est  évident  que  les  deux  méthodes  doivent  conduire  à (b*s 
résultats  identiques  si  on  les  applique  exactement.  Car  les  distances 
successives  du  pôle  au  zénith  , dont  on  fait  usagç  dans  la  dernière 
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méthode  que  je  viens  d’exposer,  s'obtiennent  avec  un  «lÿgré  d'ap- 
proximation exactement  égal  à celui  que  donne  lafféglede  Legendre 
pour  résoudre  les  triangles  sphériques  primitifs  on  auxiliaires  que 
l’on  emploie  dans  la  première;  et  tous  les  autres  éléments  des  cal- 
culs successifsrésultcnt  rigoureusement  des  formules[2]et[3], d'après 
cette  uûique  évaluation.  Chacun  pourra  donc  employer  celui  des 
deux  procédés  qui  Ini  paraîtra  le  plus  commode;  et,  en  "effet , 
l’application  qui  en  a été  souvent  faite  à un  même  réseau  de  trian- 
gles a donné  des  résultats -Complètement  pareils  quand  les  calculs 
ont  été  exactement  effectués. 

140.  M.  Largeteau  a judicieusement  combiné  l'emploi  des  «leux 
méthode»  pour  calculer  le  plus  simplement  possible  l’arc  de  mori- 
dien  compris,  dans  la  triangulation  d’Espagne  , entre  les  parallèles 
de  Montjouy  et  de  Formentera.  Le  réseau  qui  lie  ses  stations 
extrêmes  est  représenté  fig.  5o  et  5i,  avec  deux  systèmes  differents 
de  constructions  géométriques,  par  lesquelles  M.  Largeteau  a dé- 
terminé concurremment  l’arc  méridien  intercepté.  Ces  deux  sys- 
tèmes partent  d’une  origine  commune  que  j’indiquerai  d’abord. 
En  jetant  les  yeux  sur  ces  figures,  on  voit  que  les  deux  stations 
extrêmes,  Montjouy  et  Formentera,  sont  situées  sur  des  méridiens 
peu  différents.  Mais  la  nécessité  de  traverser  la  mer  qui  les  sépare 
a forcé  de  rejeter  d’abord  le  réseau  «les  triangles  vers  l'ouest , puis 
de  le  ramener  vers  l’est  sur  cette  «lernière  station , par  des  côtés 
d’une  étendue  considérable.  C’est  pourquoi , si  l’on  voulait  déter- 
miner les  intervalle  méridiens  «les  stations  les  plus  écartées  vers 
l'ouest,  par  la  première  méthode  , en  prolongeant  les  constructions 
géométriqu«*sauxiliaires  jusqu’au  méridien  «leMontjouy,  on  aurait  à 
évaluer  des  côtés  bien  plus  longs  encore,  cequi  exigerait  des  préran- 
tionsde  calcul  particulières  pourobtenir  l«*s  dernîcrsclnffres  de  leurs 
expressions.  Afin  d’éviter  cette  difficulté,  M.  Largeteau  prend  pour 
méridien  primitif  une  des  stations  intermédiaires,  située  vers  l’ori- 
gine boréale  du  réseau  , mais  déjà  notablement  rejetée  vers  l’ouest, 
U-lle  que  celle  de  Saint-Jean.  Au  moyen  Ut's  triangles,  qui  la  lient 
ii  Montjou/,  oùTohn  déterminé  astronomiquement  la  distante  et 
du  pôle  au  zénith,  ainsi  que  l’azimut  i d'un  des  côtés  du  rés«?an, 
Montjouy-Watas  , il  détenifbie-  : i°  l’arc  méridien  compris  entre 
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le,  paialMes  de  Montjouy  et  de  Saint-Jean  ; a-  la  distance  du  pôle 
au  iynUi  dans  cette  dernière  staüon  ; 3“  enfin , l'azimut  d’un 
des  cote,  du  reseau  , par  exemple  du  côté  Saint-Jean-Montagut  sur 
son  horizon.  Il  a donc  ainsi  toutes  les  données  nécessaires  pour 
calculer  trigonométriquement  l’arc  méridien  compris  entre  Saim- 
■iean,  comme  point  de  départ,  et  Formentera  , en  conduisant  seule- 
ment les  arcs  des  triangles  auxiliaires  Jusqu’au  méridien  de  cette 

première  station, ce  qu’il  fait  de  deux  manières  differentes  renré- 
senteesdan,  les  fig.  5o  et  5i . Ayant  obtenu  ainsi  des  résultats  qui 
concordait,  ,1  ajoute  à cet  intervalle  la  première  portion  d’arc  me- 
rKlien  intercepté  entre  les  parallèles  de  Saint-Jean  et  de  Monliouv 
ce  qu,  hn  donne  l’interéalle  compris  entre  ceux  de  Montjouy  et  de 
Formentera.  Jerapporteen.notecedoublecalc.il  à la  suite  du  pré- 
sent chapitre , ne  pouvant  offrir  une  application  plus  complète 
ou  plus  probante,  des  procèdes  employés  pour  ce  genrede déter- 
mmaüon.  Mais  je  le  renvoie  jusque-là  pour  y introduire  les  petites 
corrections  qu’il  faut  y faire  lorsqu’on  veut  assimiler  la  surface 
terrestre  a un  ellipsoïde  de  révolution  légèrement  aplati  à ses  pôles 
< c qm  est  plus  exact  que  de  la  -Supposer  tout  à fait  sphérique 
quoique  cette  hypothèse  plus  complet  ne  la  représente  pas  encore 
avec  une  complété  rigueur,  ainsi  qu’on  le  verra  bientôt 

Hl  Po,lr  I,rolncr  'exactitude  des  formules , tant  rigoureuses 
qu  approximatives,  que  je  vîéus  d’établir  dans  la  présenté  section, 
je  les  appliquerai  a un  cas  numérique  que  Delambrc  a aussi  choisi 
comme  exemple,  pour  le  même  but,  dans  le  tome  III  de  sou  ou- 
vrage intitulée  Musc  du  sjrstri/ie  metm/uc,  page  34.  j* 

Reprenant  le  triangle  spherique  P8S',>*.  4,  on  ^ donne  lé, 
trois  cotes  du  triangle  homologue  de  la  sphère  centrale,  et  l’on 
p l'end , pour  leurs  valeurs  angulaires, 

* - 45-  10',  45“  3o',  « ±=' 

conséquemment 

d'  — : Q°2o'o/',o. 


, 1,1  * f*r  leS  Annules  finies^'  la  U-igonometrie  spherique,  ou  l,r, 

les  valeurs  Pactes  des  trois  atigfcs  de  ce  triaigle , et  l’on  prend  le 
supplément  de  l'angle  S pour  exprimer  I angle,  employa  dans 


notre 

••à 
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notation.  En  faisant  ce  calcul  avec  les  Tables  ordinaires  de  sinus  à 
sept  décimales,  et  bornant  les  évaluations  aux  centièmes  de  se- 
conde , on  trouve 

1 = 7 o059'45",o7,  i'^70"  3'5o",o7,  />  = 3a",39; 

• * 

consequemment 

i — i ' o”55'55",oo. 


Maintenant,  de  ces  résultats  extrayons  seulement  d,  qui  sont 
les  données  admises  dans  nos  formules,  et  cherchons  les  valeurs 
que  celles-ci  assignent , en  conséquence , aux  trois  antres  éléments 
d\  i',  p. 

Je  calcule  d’abord  la  différence  d'  — d par  son  expression  ap- 
proximative [i]de  la  page  1 5g  qui,  en  supposant  l’arc  a exprimé 
en  secondes,  est 


, ,,  f as  *in!J  la*/  3‘‘  \ 

\d-d)  =«cosr+ijF— 

K 

où  il  faut  mettre  pour  données 


cos  i siiv  », 


..a  = f°  = 36oo",  ’ » = 76° 59' 45", 07,  d 3=  45*’  10', 

çt  ' logR"  a*  5,3»442  5t-.f 

Et,  en  me  bornant,  comme  ci-dessus,  aux  centièmes  de  seconde, 
limite  que  nous  avons  adoptée  dans  les  évaluations  rigoureuses,  je 
trouve , par  les  différents  termes  de  cette  expression , 

, ’ ' - • , ’ 

\d' — d)"=  1 172'', 29-4-  27", 92  — o",2l  = I200",00=  2o'o",00. 

Cè  résultat  coïncide  jusque  dans  les  centièmes  de  seconde  avec  l’é- 
valuation exacte  ; les  valeurs  Calculées  de  » — ï ' et  p coïncideront  par 
conséquent  aussi  avec  leurs  analogues  dans  les  mêmes  limites, 
puisque  nos  formules  [2]  et  [3]  Tes  dérivent  en  tonte  rigueur  du 
résultat  précédent,  combiné  avec  les  valeurs  données  de  a,  j,  d. 
C’est  en  effet  ce  que  le  calcul  confirme , et  je  ne  rapporte  point  ici 
ces  déductions,  en  raison  de  leur  identité  absolue  avec  les  valeurs 
rigoureuses.  Je  vais  seulement  soumettre  à cetteopreuve  les  expres- 
sions approchées  de  » — »'  et  de  p que  nous  avons  développées  en 
puissances  de  l’arc  a dans  les  pages  i 62  et  164.  r 'r  ' 

Je  commence  parcelle  vie  i — i'\  qn»y  énoncée  en  secorsdçs  de 


degré,  est 
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en  faisant 


cos-  (d' ■+■  d ) cos-j  (d'  — d)  sin  i 
sin  d' 


Réduite  en  nombres  avec  les  éléments  ici  adoptés  , elle  donne 
(i  — «')"•=  o"  55'  54", 76  4-  o",23  = o"  55' 54", 99. 


Elle  diffère  donc  seulement  de  o",o  i de  la  valeur  exacte  que  donne 
notre  formule  rigoureuse,  dont  le  calcul  est  tout  aussi  facile.  On 
voit  que  les  termes  en  a'  ne  peuvent  pas  y être  négligés. 

Je  passe  aux  deux  expressions  analogues  de  l’angle p qui,  expri- 
mées aussi  en  secondes , sont 


p — a. 


sin  < 
sin  d' 


1 a 
6 R" 


"J  . sin  [d'  1 ) sin  (d'  — i) 

sin  1 


sin1  d' 


p =< 


sin  d 


1a"1  . ; sin-W-M'lsin  (rf — i') 
6 R"1  S‘n' 


Elles  s’accordent  toutes  deux  h donner 

p"  = i»i9'32",2I2-4-o",i83=  i°19'32",395; 

elles  reproduisent  donc  la  valeur  exacte  de  p",  et  l’on  voit  encore 
que  les  ternies  en  a5  n’y  sont  pas  négligeables. 

D’après  cela,  on  doit  s’attendre  à obtenir  moins  de  précision  pâl- 
ies formules  plus  restreintes  que  l’on  a introduites  dans  l’usage 
habituel , et  qui  sont 


„ a"  sin  i „ a"  sin  i'  _ 

^ sin  </'  ’ ^ sin  d 

En  effet , celles-ci  donnent 


cos  7 (</'•+•  d) 
cos  : \d'—  d) 


p"=  I"r9'32",2.2;  / — <')"  = o"55'54",79. 

L’évaluation  de  p"  présente  une  erreur  égale  à o",i83;  relie  de 
(1  — /')"  est  en  erreur  de  o",2i,  c’est  l’effet  des  ternies  qu’on  y a 
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négligés.  Ces  expressions  nedevraient  donc  pas  être  employées  pour 
calculer  des  opérations  d'où  l’on  veut  déduire  des  résultats  précis  , 
surtout  si  les  valeurs  qu’on  en  lire  se  transportent  successivement 
à de  longues  chaînes  de  triangles.  Car  l’erreur  des  azimuts  calcu- 
les tend  alors  à s'accroître  progressivement  par  son  accumulation. 
Il  me  semblerait  donc  préférable  de  calculer  seulement  les  valeurs 
Je  d' d par  la  formule  approximative  dont  l’exactitude  est  assu- 

rée jusque  dans  les  termes  en  a3  qu’elle  renferme,  et  d’en  conclure 
l’angle  polaire  p,  ainsi  que  la  différence  /'  — i'  par  les  formules 
rigoureuses  dont  l’emploi  est  presque  aussi  simple  que  celui  des 
approximations  imparfaites  qu’on  leur  a substituées. 

Section  IV.  — Preuves  de  la  non-sphéricité  de  In  terre.  Sa 
forme  s'assimile  à celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
légèrement  renflé  à l’équateur  et  aplati  aux  pôles. 

142.  La  non-sphéricité  de  la  terre  se  manifeste  par  l’inégale 
longueur  des  degrés  du  méridien,  mesurés  à differentes  distances 
angulaires  du  même  pôle  céleste.  Sur  une  sphère,  ces  longueurs 
devraient  être  égales  , tandis  qu’en  réalité  on  trouve  qu’elles  dé- 
croissent en  allant  des  pôles  vers  l’équateur,  suivant  une  propor- 
tion peu  différente  de  celle  du  carré  dn  cosinus  de  la  distance 
polaire  C’est  ce  que  prouveront  les  mesures  que  nous  allons 
rapporter. 

Le  plus  grand  arc  d’un  même  méridien  que  l’on  ait  jamais  me- 
suré, est  celui  qui,  parlant  du  parallèle  de  l’observatoire  de  Green- 
wich, traverse  la  France,  l’est  de  l’Espagne,  et  se  termine  dans  la 
petite  île  de  Fermentera,  l’une  des  Pylhiuses.  Les  distances  du 
pôle  au  zénith  ont  été  astronomiquement  observées,  non  pas  seu- 
lement aux  extrémités  boréale  et  australe  de  cet  arc,  mais  encore 
dans  cinq  stations  intermédiaires,  ce  qui  a fourni  six  mesures 
distinctes  du  degré  terrestre  dans  les  diverses  parties  de  son  am- 
plitude. Tous  les  résultats  de  cette  grande  opération  se  trouvent 
rassemblés  dans  le  tableau  placé  ici  en  regard  de  la  page  suivante. 
Je  l'extrais  de  l’ouvrage  deDelambre,  intitulé  : I)nse  du  Système 

• ••  tiijrff*  * 

» 
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, page  179. 


Digitized  by  Google 


MIYStQlIE, 


*79 

métrique , tome  ITT,  page  549,  en  )'  faisant  quelques  rectifications 
de  détail  devenues  nécessaires , par  un  calcul  plus  exact  de  l’arc 
d’Espagne,  et  par  une  nouvelle  détermination  de  la  distance  du  pôle 
au  zénith  Formentera,  plus  sûre  que  celle  qu'on  avait  faite  pri- 
mitivement. Toutes  les  longueurs  sont  exprimées  en  toises  de  l’an- 
cien étalon  de  l’Académie  des  Sciences,  qui  avait  servi  aux  pre- 
mières opérations  des  académiciens  français  au  Pérou,  et  auquel 
on  avait  soigneusement  comparé  les  règles  de  platine  employées 
dans  l’opération  nouvelle.  Cet  étalon,  qui  est  en  fer,  est  suppose 
représenter  exactement  2 toises,  à la  température  centésimale  de 
i6°|.  C’était  la  véritable  unité  scientifique  de  longueur  adoptée 
en  France  avant  qu’on  y eût  substitué  le  mètre  dont  nous  parle-' 
rons  plus  loin  (*).  " 4 

145.  Ce  tableau  suggère  plusieurs  réflexions.  D’abord  on  y 
voit  qu’en  effet  les  longueurs  des  degrés  partiels  y vont  .toutes 
en  croissant , à mesure  que  le  pôle  céleste  se  rapproche  da- 
vantage du  zénith  des  lieux  où  ils  sont  mesurés.  Mais  si  l’on 
compare  les  différences  successives  de  ces  longueurs  aux  diffé- 
rences des  distances  polaires  moyeunes  qui  y correspondent,  et  ^ 
que  l’on  peut  tirer  de  la  troisième  colonne , on  reconnaîtra  aisé- 
ment que  la  diminution  ne  suit  pas  une  marche  exactement  régu- 
lière. Car,  j>ar  exemple,  entre  les  deux  premiers,  elle  est  de 
ioT  pour  une  variation  de  distance  polaire  moyenne  égale  à 
i°  19',  tandis  qu’entre  les  deux  derniers,  elle  n’est  que  de 
5T  pour  une  différence  de  2ui6'3o"  en  nombres  ronds.  Cela 
provient  très- vraisemblablement  de  deux  causes:  d’abord  d’ir- 
regularités  réelles,  existantes  sur  les  diverses  parties  de  cet  arc 
terrestre,  comme  il  s’en  manifeste  entre  les  longrteurs  du  pen- 
dule (ju’on  y a mesurées,  ainsi  que  cela  a été  établi,  tome  II, 
pages  472  et  suivantes;  puis  des' légères  inexactitudes  qui  ont  pu 
être  commises  dans  l’évaluation  trigonométrique  des  longueurs, 
et  dans  les  déterminations  des  distances  polaires  <7,  la  dernière 
colonne  du  tableau  montrant  qu’une  erreur  de  1"  sur  cette  der- 

(*)  Le  détail  de  ces  comparaisons  est  consigné  dans  le  tome  lit  de  la  Date 
du  tystinu  métrique , page  401;  et  leur  résultat  final  est  exprimé  tri  que  je 
viens  de  te  dire,  ï la  page  6i3. 

12.  . 
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nière  détermination  équivaut  à une  erreur  de  i5T,8  sur  la  lon- 
gueur de  l'arc  d’où  chaque  degré  partiel  est  conclu.  Or,  à l'é- 
poque où  l’opération  fut  faite,  les  cercles  répétiteurs  français 
présentaient  des  imperfections  qui  permettaient  difficilement  de 
repondre  de  quantités  angulaires  aussi  petites;  et  la  distance  po- 
laire du  zénith  à Fermentera,  qui  a été  reprise  en  i8a5,  est  peut- 
être  la  seule  où  l'on  puisse  espérer  d’avoir  obtenu  la  précision 
de  i".  Le  moven  le  plus  naturel  de  compenser  ces  incertitudes 
consiste  à prendre  une  évaluation  moyenne  du  degré  terrestre 
entre  toutes  eellos-l.V  Mais,  pour  le  faire  judicieusement,  il  faut 
employer  ici  un  artifice  pareil  à celui  que  nous  avons  applique 
au*  mesures  du  pendule,  tome  Tl,  page  47  * - Car  sachant,  comme 
cela  sera  prouvé  plus  tard,  que  l’expression  générale  d'un  degré 
terrestre  D(°>  est  trés-apprnximativemcnt  de  la  forme 

D(”i  = A B cos’rf,  • 

* ‘ ê * 

A et  B étant  deux  coefficients  sensiblement  constants  pour  une  série 
de  degrés  qui  se  suivent  sur  une  même  portion  de  méridien  de 
peu  d’étendue,  on  en  conclura,  par  le  raisonnement  dont  nous 
avons  fait  alors  usage,  que  la  moyenne  arithmétique  entre  les  lon- 
gueurs de  ces  degrés  devra,  abstraction  faite  de  leurs  irrégulari- 
tés, répondre.!  une  distance  moyenne  D du  pôle  au  zénith,  telle 
qu’on  ait 

cos’  D — - I cos V/, 
n 

ri  étant  le  nombre  total  des  degres  dont  on  fait  la  somme.  J'ai 
rapporté  le  résultat  de  ce  calcul  dans  les  deux  dernières  lignes 
placées  au  bas  du  tableau,  et  je  le  prendrai  comme  un  élément 
unique,  déduit  de  toute  l'opération. 

HA.  Maintenant,  pour  en  tirer  parti , je  l’associerai  à diverses 
autres  mesures  de  degrés  de  méridiens  qui  ont  été  effectuées  avec 
le  plus  de  soin  , en  des  lieux  de  la  terre  où  les  distances  du  même 
pôle  céleste  au  zénith  sont  très-différentes.  Pour  que  cette  associa- 
tion fût  complètement  rigoureuse,  il  faudrait  que  ces  degrés  appar- 
tinssent tous  à un  même  méridien.  Mais,  quoique  les  operations 
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effectuées  jusqu'ici  n offrent  pas  uu  pareil  caractère  d’identité  , 
cela  n’aura  qu’une  influence  très-secondaire  sur  les  résultats  gé- 
néraux que  nous  en  pourrons  déduire,  parce  qu’à  des  distances 
égales  du  pôle  céleste  au  zénith , les  longueurs  des  degrés  mesurées 
sur  des  méridiens  divers  approchent  tellement  de  l’égalité,  qu’on 
n’a  pu  encore  y constater  de  différences  générales.  De  sorte  que  la 
forme  de  la  surface  terrestre , dans  ce  qu’elle  a de  régulier, 
parait  être,  sinon  rigoureusement,  du  moins  très-approximative- 
ment  assimilable  à un  sphéroïde  de  révolution,  dont  l’axe  coïncide 
en  direction  avec  l’axe  polaire  céleste,  et  dont  tous  les  méridiens 
sont  sensiblement  pareils.  Cette  hypothèse  est  donc,  du  moins,  la 
première  qu’il  faille  essayer  de  lui  adapter  , et  le  tableau  sui- 
vant nous  fournira  les  éléments  nécessaires  pour  en  faire 
l’épreuve  : 


LltlK 

ou  le*  defrét  ont  été 
mesurés. 

DISTASCKS 

moyenne* 
du  xénitb 
*u  pôle  boréal 
observée*. 

d .** 

LOKVIVRS 

corresp. 
du  degré 
terrestre 
en  toises 
de  l'étalon 
de  l'Acad. 

u<«>. 

Le»  Andes  du  Pérou. 

Wttrv 

T 

56?  36, 81 

Inde 

7*  -39 

France  et  Espagne. . 

43. 5i .54 

57024,64 

Angleterre 

37.57  40 

57066,06 

Laponie 

a3.3g.5o 

57196,16 

Ici , nous  voyons 

sc  réalise 

r avec  t 

obsehvatki.vs 


Opération  de  Bougucr  et  la 
Condainine,  recalculée  par 
Delambre,  Il  aie  du  système 
métrique , tome  lit. 

Opérât,  du  colonel  Lamblon. 

Opération  française. 
(Opération  du  général  Madge, 
recalculée,  pour  L’amplitude 
terrestre,  par  Rodriguès,  l’h. 
Trans.,  181a,  part.  II,  p.  33x 
^Opération  de  Clairaut , Ou- 
tiller e!  Manpertuis.  effec- 
tuée de  nouveau  et  rectiliéc 
par  Swanberg. 
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mode  de  variation  ijue  l'arc  de  France  et  d’Espagne  nous  avait  déjà 
présenté.  Les  longueurs  des  degrés  vont  en  croissant  à mesure  que 
la  distance  du  pôle  céleste  au  zénith  du  lieu  devient  moindre,  par 
conséquent  à mesure  que  les  normales  de  la  surface  sphéroïdale  se 
rapprochent  de  son  axe  de  révolution.  Les  incertitudes  que  l’on 
peut  supposer  dans  les  déterminations  de  ces  longueurs  seraient 
tout  à fait  insuffisantes  pour  y produire  des  différences  si  grandes , 
et  si  continûment  progressives.  La  surface  terrestre,  corrigée  de 
ses  inégalités  locales,  et  ramenée  au  niveau  régulier  des  mers,  n’est 
donc  pas  exactement  sphérique.  Scs  méridiens,  supposés  pareils, 
ne  sont  pas  des  cprcles  parfaits.  Mais  la  différence  est  petite,  à en 
juger  par  le  peu  de  variation  totale  des  degrés  comparativement  à 
leur  longueur  absolue.  Le  sphéroïde  doit  donc  être,  relativement, 
un  peu  aplati  à ses  pôles  où  les  degrés  sont  les  plus  longs , et  légè- 
rement renflé  à son  équateur  où  ils  sont  les  plus  courts.  La  courbe 
génératrice  qui  représente  les  méridiens  doit  ainsi  différer  très- 
lieu  d’un  cercle,  et  reproduire  ces  inégalités  relatives  de  configu- 
ration , dans  les  points  correspondants  de  son  contour.  L’idée  la 
plus  naturelle,  et  qui  devra  déjà  en  fournir  une  représentation, 
au  moins  très-approchée,  c’est  de  l’assimiler  à une  ellipse,  ayant 
son  axe  polaire  PP,  un  peu  plus  court  que  l’équatorial  AA, , comme 
le  représente  la  fig.  3i.  Mais,  pour  réaliser  cette  assimilation,  et 
même  pour  savoir  si  elle  est  admissible , il  faut  d’abord  assigner 
généralement  les  lois  suivant  lesquelles  les  longueurs  des  degrés 
varient  sur  le  contour  d’une  ellipse  en  raison  de  l'inégalité  de  ses 
axes,  puis  chercher  par  le  calcul,  jusqu'à  quel  point  d’exactitude 
on  peut  représenter  ainsi  les  variations  îles  longueurs  exprimées 
dans  le  tableau  précédent.  L'établissement  des  lois  mathémati- 
ques doit  donc  nécessairement  précéder  ici  toute  application. 

I AS.  Afin  de  rendre  bien  sensibles  les  conséquences  qui  résul- 
tent de  l’inégalité  des  axes,  je  prends  pour  type  la  Jig.  32,  où  elle 
est  représentée  comme  très-considérable,  comparativement  à leur 
longueur  absolue.  O est  lccentrc  de  l’ellipse;  OA,  ou  OA,,  son  demi- 
axe  équatorial,  que  je  désigne  para;  OP,  ou  OP,,  son  demi-axe  po- 
laire, que  je  nomme  b.  Nous  savons  déjà  que  celui-ci  devra  être  plus 


VHVSUjUI  . 


1 83 


court  que  l’autre.  Faisons  généralement 

t = - ->  ce  qui  donnera  6 = a(i- — *)• 

La  lettre  i représente  ce  que  l’on  appelle  d’ordinaire  V aplatis- 
sement de  l’ellipse  , par  conséquent  aussi  celui  de  l'ellipsoïde 
qu’elle  devra  engendrer  en  tournant  autour  de  son  axe  polaire 
PP,  (*}• 

. a1  — b 1 

raisons  encore  = 

a ’ 

Le  radical  :fc  y/  a1  — b 1 est  l’excentricité  OF  ou  OF,  de  l’ellipse. 
La  lettre  e représente  donc  ici  le  rapport  de  cette  excentricité  au 
demi-grand  axe  a. 

Si  l'on  prend  la  valeur  de  b en  a et  t,  puisqu’on  la  substitue 


(*)  C’est  la  définition  établie  par  Delambre,  Base  du  système  métrique , 
tome  II , page  66a,  et  il  s'y  est  conformé  dans  tous  les  calculs  de  ce  même 
ouvrage.  Il  l’a  reproduite  dans  son  Traité  d' Astronomie,  tome  III,  page  555. 
Elle  a été  adoptée  par  les  auteurs  qui  ont  écrit  apres  lui  sur  la  Géodésie; 
en  conséquence,  j’ai  cru  devoir  m'y  assujeltir  dans  un  ouvrage  destiné  aux 
applications  pratiques.  Mais  je  dois  cependant  avertir  que  cette  définition 
tle  l’aplatissement  n'est  pas  celle  qu'ont  employée  les  géomètres  théoriciens, 
par  exemple  Laplacc  et  Legendre.  Lo  premier  dans  YExpusilion  du  f\ystèmc 
du  monde,  cliap.  XIV,  le  second  dans  ses  recherches  sur  la  Trigonométrie 
sphéroîdique,  Mémoires  de  l'Institut  pour  1806,  page  i.ju,  appellent  aplati&ae- 

— ■ — . Si  l’on  désigne  celni-ci  par  en  continuant  de  re- 


tnent  le  rapport 
a — b 


présenter par  t,  la  condition  d’égalité  des  valeurs  de  a et  de  t,  tirées 

le  ccs  deux  notations,  donnera 


conséquemment 


On  voit  ainsi  que  «'  surpasse  «,  et  que  la  différence  est  de  l’ordre  r‘.  Or,  les 
termes  de  cet  ordre,  quoique  très -fui blés,  ne  sont  pas  toujours  négligeables 
dans  les  opérations  geodésiques,  de  sorte  qu’il  est  bien  essentiel  d’y  distin- 
guer celle  des  deux  définitions  de  l'aplatissement  que  l’on  veut  adopter  pour 
l’énonce  des  résultats. 
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dans  l’expression  de  e7,  a disparait,  et  il  reste 

* ' 

e‘  ■=.  2 1 — t1  i 

les  deux  quantités  e,  t sont  donc  toujours  liées  l'une  à l’autre 
par  cette  relation. 

Pour  rendre  sensibles  les  détails  de  notre  figure  type,  j’y  ai 
représenté  le  demi-axe  a comme  beaucoup  plus  long  que  le 
demi- axe  polaire  b.  Mais,  dans  l'ellipse  que  nous  voulons  adapter 
aux  méridiens  terrestres,  ces  deux  axes  différeront  très-peu  l’un  de 
l’autre,  relativement  à leur  valeur  totale,  ce  qui  fait  que  les  rap- 
ports s,  e 1 y seront  exprimés  par  de  très-petites  fractions.  Cela 
permet  de  calculer  très-exactement  et  très-simplement  e,  quand  on 
connaît  c1  qui,  ainsi  qu’on  le  verra  tout  à l’heure,  est  donné  im- 
médiatement par  la  comparaison  des  différents  degrés.  En  effet, 
si  l’on  tire  s de  la  relation  précédente,  en  ne  prenant  que  celle  des 
deux  racines  qui  lui  donne  une  valeur  très-petite  de  l’ordre  c%  on  a 

* = i — ( i — e’)T; 

la  petitesse  de  e’,  relativement  à l’unité,  permet  de  développer 
l’expression  radicale  en  une  série  très-convergente,  par  la  formule 
du  binôme;  et  comme  on  a,  en  général , 

('  — «)T=  i — i«  — l"1  — tî"1  — rfr"'---, 

en  remplaçant  a par  il  en  résultera 

* = T^  + ic‘-t-Tîc*-i-Tfrc*- 

Ou  pourrait  prolonger  le  second  membre  indéfiniment.  Mais,  dans 
aucune  application  à la  figure  de  la  terre,  on  n’a  besoin  de  dé- 
passer les  e";  et,  en  particulier,  pour  obtenir  e dans  les  limites 
d’exactitude  dont  les  observations  permettent  de  répondre,  il  n’est 
pas  besoin  d’aller  jusque-là. 

140.  Prenons  maintenant  sur  ün  même  quadrant  de  notre  el- 
lipse un  nombre  quelconque  de  points  M„  M„  M,,...,  et  menons, 
par  chacun  d’eux,  autant  de  normales  à cette  courbe,  que  nous 
prolongerons  dans  son  plan,  jusqu’à  ce  qu’elles  coupent  le  petit 
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axe  aux  points  N,,  N„  N,,....  Je  désignerai  généralement  par  N les 
longueurs  M,N,,  M,N„  M,N5,...  des  portions  de  chaque  normale 
ainsi  limitées.  Tout  cercle,  qui  a son  centre  sur  ces  normales,  et 
qui  aboutit  à leur  point  de  départ,  est  tangent  à la  courbe  en  ce 
point-là.  Mais,  pour  chaque  normale,  il  y en  a un  dans  le  nom- 
bre, dont  le  contact  avec  la  courbe  est  plus  spécialement  intime  , 
parce  qu’il  s’y  prolonge  jusque  sur  les  deux  éléments  infiniment 
petits,  situés  immédiatement  de  part  et  d’autre  du  point  de  tan- 
gence. Celui-là  se  caractérise,  en  géométrie , par  la  dénomination 
trés-expressive  de  cercle  oscillateur  île  la  courbe,  au  point  consi- 
déré. L’intimité  particulière  de  son  contact  donne  lien  au  résultat 
suivant  qui  la  rend  sensible,  et  qui  est  représenté  graphiquement, 
fig.  33.  Soient  LML  une  courbe  plane  quelconque,  et,  dans  son 
plan,  la  droite  TMT  qui  la  touche  en  M.  Par  ce  point,  perpendi- 
culairement à la  tangente,  menons  dans  le  même  plau  la  normale 
indéfinie  MN,  et  plaçons  sur  elle  , en  C , le  centre  du  cercle  qui 
est  oscillateur  en  M.  Si,  par  tout  autre  point  C.,  C,,  pris  sur  la 
même  normale,  on  décrit  des  cercles  dont  les  rayons  soient  C,M, 
ou  CiH,  ces  cercles  toucheront  encore  la  courbe  en  M.  Mais  tous 
ceux  dont  le  centre  C,  sera  situé  entre  le  point  C et  le  point  M, 
seront  intérieurs  à la  courbe  autour  du  point  de  tangence  comme 
AMA  ; et  tous  ceux  dont  le  centre  C,  sera  situé  au  delà  du  point 
C relativement  à M,  lui  seront  extérieurs  comme  B.MB.  Ceux-ci , 
dans  le  voisinage  du  point  M,  passeront  toujours  entre  la  courbe 
LML  et  sa  tangente  rectiligne,  dont  ils  se  rapprocheront  sans 
cesse  à mesure  que  leur  rayon  s’allongera  ; de  sorte  qu  elle  sera 
leur  limite  extrême.  Le  cercle  oscillateur,  décrit  du  point  C,  se 
maintiendra  pins  près  de  la  courbe  et  la  suivra  plus  longtemps 
qu'aucun  de  ceux-là. 

1 W.  Revenantu  notre  ellipse,  représentée  fig.  3?.,  j’y  définirai  la 
direction  de  chaque  normale,  par  l’angle  M,N,P,  M.-NjP,  M,iN,P,..V 
qu’elles  forment  avec  l’axe  polaire  OP,  et  je  nommerai  générale- 
ment cet  angle  il,  en  le  comptant,  comme  je  viens  de  le  dire  , vers 
le  pèle  P,  que  je  désignerai  comme  boréal.  On  verra  tout  à l’heure 
que  cet  angle  il  est  réellement  la  distance  angulaire  du  pôle  au 
zénith,  telle  qu'on  l’observerait  sur  l'ellipsoïde  à partir  du  pib- 
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longeaient  extérieur  (Je  la  normale  de  l'ellipse,  laquelle  devient 
aussi  la  normale  de  la  surface  en  chaque  point.  Mais  je  me  borne 
à faire  pressentir  cette  application  ; et , considérant  seulement  ici 
les  particularités  propres  à l’ellipse  génératrice,  j’y  désignerai  gé- 
néralement par  7 la  longueur  du  rayon  osculatcur  pour  la  dis- 
tance angulaire  d.  J’appellerai  aussi  N la  longueur  de  la  normale 
correspondante,  limitée  à la  rencontre  de  l’axe  polaire.  On  dé- 
montre, dans  les  Traités  de  calcul  différentiel,  que  N et  7 ont  les 
expressions  suivantes  (*)  : 


(1— e’cos  'd)' 

De  là,  on  tire  généralement 


_ <1(1— g») 

— JL* 

(1  — c’ cos  V/)1 


(t  — e3  cos3  fl)  f r3  1 

N = 7 - - = 7 1 H stn3  d • 

1 — c1  L x — c‘ 


148.  Dans  toutes  les  ellipses  que  nous  voulons  considérer,  a 
est  plus  grand  que  b,  et  le  carré  c3  est  une  quantité  positive  très- 
petite  comparativement  à l’unité.  Ainsi,  dans  ces  ellipses,  la  nor- 
male N terminée  au  petit  axe,  comme  nous  l’avons  admis,  est 
toujours  un  peu  plus  grande  que  le  rayon  osculatcur  7 qui  y cor- 
respond. C’est  aussi  ce  que  représente  notre  figure  type,  où  les 
centres  d’osculation  propres  à chaque  normale  sont  désignés  par 
C,,  C„  C,,....  Seulement,  la  nécessité  où  l’on  s’est  trouvé  d’y  mettre 
une  grande  disproportion  entre  les  deux  axes  pour  rendre  ses  dé- 
tails perceptibles,  fait  que  l’excès  de  N sur  7 y est  plus  grand  qu’il 
ne  le  serait  dans  une  ellipse  où  e'  serait  moindre;  mais  cet  excès 
est  toujours  de  l’ordre  de  c3,  d’après  l’expression  que  je  viens 
d’en  donner. 


140.  Le  plus  grand  de  tous  les  rayons  oscillateurs  d’une  pareille 
ellipse  est  celui  qui  coïncide  avec  la  direction  du  petit  axe  polaire 
pour  lequel  on  a d = o,  et  sa  longueur  est  représentée  par  PC,, 


(*)  Os  expressions  seront  rappelées  dans  une  Note  analytique  placée  à la 
tin  de  In  présente  section,  où  j’expose  plusieurs  applications  qui  en  dépen- 
dent. . - 
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dans  la  ligure.  Le  plus  petit  est  celui  qui  coïncide  avec  la  direc- 
tion du  grand  axe , |x>ur  lequel  d — yo°;  et  sa  longueur  est  re- 
présentée par  AC».  En  donnant  successivement  à d ce s deux  va- 
leurs dans  les  expressions  précédentes,  on  trouve: 

Pour  le  premier  cas, 

rf  = o,  N = 7 ; 
pour  le  deuxième , 

d — go",  N = « ; 7 = a(i  — c’)=  — • 

Dans  les  ellipses  que  nous  considérons,  le  demi-axe  équatorial  a 
est  plus  grand  que  le  demi-axe  polaire  b ; ainsi  le  plus  grand  rayon 
osculateur  qui  correspond  à d = o est  plus  long  que  b , et  le  plus 
|>etit  correspondant  à d — go"  est  moindre  que  a.  On  a marqué 
ces  deux  centres  de  courbures  extrêmes,  aux  points  C,,  et  C«  de 
la  figure , d’après  les  valeurs  des  deux  rayons  qui  convenaient  à 
ses  dimensions. 

IlîO.  Si , dans  un  même  quadrant  PA  de  l’ellipse , on  conçoit,  à 
partir  du  pôle  P,  une  série  de  normales  infiniment  voisines,  elles 
se  couperont  successivement,  puisqu’elles  auront  des  directions 
différentes  et  qu’elles  sont  dans  un  meme  plan.  Leurs  points  d'in- 
tersection, supposés  ainsi  infiniment  proches,  seront  les  centres 
d’osculation  successifs  ; et  la  série  de  cescentres  formera  une  courbe 
continue  C^,  Ci  C,  C,C„  que  l’on  appelle  la  développée  du  quadrant 
considéré. Ce tt£  dénomination  est  fondée  surce  que,  si  l’on  conçoit  un 
fil  parfaitement  flexible  et  inextensible,  qui,  partant  du  sommet 
équatorial  A,  s’enroule  sur  cette  courbe  et  se  termine  en  C,,,  puis, 
que  L’on  développe  graduellement  ce  fil  en  le  tenant  toujours  tendu 
sur  la  courbe,  son  extrémité  A décrirait  le  quadrant  AP  de  l’ellipse, 
«•n  lui  restant  toujours  normal.  Une  conséquence  évidente  de 
cette  génération,  c’est  que  toutes  les  normales  menées  dans  un 
même  quadrant  de  l’ellipse  sont  successivement  tangentes  à sa 
développée  dans  les  centres  d’osculation  propre  à chaque  normale. 

T, a grande  différence  de  longueur  relative  que  l’on  a donnée 
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aux  axes  a et  b tic  notre  ligure  type,  fait  c|ue  la  développée  dtr 
quadrant  PA  a une  étendue  considérable  et  s’éloigne  beaucoup 
du  centre  O.  Cela  était  nécessaire  pour  rendre  ces  deuils  sen- 
sibles. Mais,  dans  les  ellipses  des  méridiens  terrestres,  où  b diffère 
très-peu  de  « , l’étendue  de  la  développée  est  relativement  beau- 
coup moindre  et  se  rapproche  beaucoup  plus  du  centre  O,  dans 
lequel  elle  se  rassemblerait  tout  entière  si  l’on  faisait  b — a , 
c’est-à-dire  si  l’ellipse  devenait  un  cercle.  En  ce  sens,  on  peut 
donc  dire  que  la  développée  du  cercle  se  réduit  à un  point  unique 
qui  est  le  centre  même  O (*). 

loi.  Ceci  va  nous  servir  pour  éclaircir  une  difficulté  qui  se 
présenté  continuellement  dans  le  calcul  des  arcs  méridiens,  et  à 
laquelle,  je  crois,  on  n'avait  jamais  fait  attention.  Soit  M,  M un 
très-petit  arc  de  méridien  , dont  M,  N, , M.,  N,  représentent  les  nor- 
males extrêmes , et  M,TV,  la  normale  au  point  moyen.  Supposons 
cet  arc  assez  restreint  pour  qu’on  puisse  le  considérer  comme  se 
confondant  sensiblement  avec  le  contour  du  cercle  qui  serait  oscu- 
lateur  en  M»,  ce  qui  sera  l’assimilation  la  plus  exacte  qu'on  en 
puisse  faire.  C’eât  aussi  celle  que  l’on  emploie  généralement  |>our 
évaluer  les  amplitudes  angulaires  des  petits  arcs  de  méridien, 
mesurés  sur  la  surface  terrestre.  Nommons  A la  longueur  de  cet 
arc  exprimé  en  toises,  et  p la  longueur  du  rayon  osculatcur 
en  Mi,  exprimé  dans  la  même  espèce  d’unités.  L’angle  M,  IM,,  ou  I, 
compris  entre  les  deux  normales  extrêmes , est  donné  par  les  ob- 
servations astronomiques.  C’est  la  différence  des  distances  angu- 
laires du  pèle  au  zénith  qui  s’observent  en  M,  et  en  M,.  Car  les 
normales  déterminent  le  point  zénithal  de  chaque  station  , par 
leur  prolongement  extérieur.  Lorsque  l’angle  I est  donné  par 
l’observation,  en  degrés  delà  graduation  sexagésimale  du  cercle, 
et  que  l’on  connaît  aussi  la  longueur  du  rayon  p en  toises, 
on  en  conclut  la  longueur  A de  l’arc  que  cet  angle  embrasse 
sur  la  circonférence  osculatrice,  par  sa  valeur  proportionnelle 


(*)  Pour  ne  pas  interrompre  le»  raisonnements,  je  rejette  à la  fin  do  celte 
section  une  Note  analytique  hurles  rayons  oscillateurs  cl  la  développée  de 
l'ellipse,  qui  justifiera  toute*  Ica  notions  dont  je  fais  usage  ici. 
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A = 2 of  Si , au  contraire , l’arc  A est  donné  en  toises,  ainsi 

que  p,  on  en  conclut  l’angle  au  centre  I par  l’expression  inverse 

I — 36o°j— • Mais  cela  suppose,  ou  semble  supposer,  que  les 

deux  rayons  menés  du  centre  d’osculation  moyen  C5,  aux  points 
extrêmes  de  l’arc,  coïncident  sensiblement  avec  les  deux  normales 
extrêmes , ou  s en  écartent  de  quantités  angulaires  si  petites, 
qu’on  peut  légitimement  les  négliger.  Or,  d’abord  , la  coïncidence 
dont  il  s’agit  ne  peut  pas  exister  rigoureusement  si  le  méridien 
n'est  pas  exactement  circulaire  ; et  pour  les  méridiens  elliptiques, 
cela  se  voit  par  notre  figure  même.  Car  le  centre  d’osculation 
moyen  C,  étant  nécessairement  placé  entre  les  centres  d’oscula- 
tion extrêmes,  par  la  nature  de  la  développée  qui  est  convexe 
vers  le  centre  O,  les  deux  rayons  C,M, , C.M„  menés  de  ce  centre 
moyen  aux  deux  points  extrêmes  de  l’arc  M,M,,  diffèrent  évidem- 
ment des  deux  normales  correspondantes.  Reste  donc  à examiner 
s’ils  formeraient  avec  ces  normales  des  angles  négligeables.  Mais 
ceci  n’aurait  lieu  , même  pour  des  méridiens  aussi  peu  différents 
du  cercle  que  ceux  de  la  terre,  qu’en  restreignant  l’arc  M,M. 
auquel  on  applique  ces  conversions  beaucoup  plus  qu’on  ne  le 
lait  habituellement.  En  effet,  si  l’on  suppose  que  l’angle I,  compris 
entre  les  normales,  soit  seulement  de  a°,  on  trouve  que  les  angles 
C,M,I , C,M,I  seraient  de  o",3oo,  ce  qui  est  loin  d’être  une  quan- 
tité négligeable  dans  des  calculs  précis.  Toutefois,  le  résultat  de  la 
conversion  effectuée  comme  je  l’ai  dit  tout  à l’heure  devient 
exact,  par  un  effet  de  compensation  que  l’on  peut  concevoir  sur 
notre  figure.  Car,  d après  la  forme  convexe  de  la  développée , 
les  deux  rayons  d’osculation  extrêmes  C,M,,  .C.M.,,  s’écartent 
dans  un  même  sens  des  normales  correspondantes;  et  dans  une 
ellipse  très-peu  aplatie,  comme  celle  des  méridiens  terrestres, 
les  valeurs  angulaires  de  ces  deux  écarts  sont  sensiblement  égales 
jusque  dans  les  millièmes  de  seconde,  pour  un  angle  total  I 
de  20,  en  quelque  point  du  quadrant  de  l’ellipse  qu’on  le  suppose 
formé.  Ainsi , en  n’appliquant  pas  la  formule  de  conversion  à 
des  angles  plus  grands  que  cette  amplitude,  et  c’est  ce  qu’on 
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est  bien  loin  de  faire,  l’angle  M,C,M,,  soutendu  par  l’arc  A au 
centre  du  cercïe  oscillateur,  se  trouve,  en  somme,  égal  à l’angle 
des  deux  normales,  jusque  dans  les  dernières  limites  d’évalua- 
tion appréciables,  comme  on  l’avait  toujours  supposé,  sans  en 
avoir,  je  crois , la  démonstration.  Ce  résultat  sera  établi  dans 
une  Note  qui  fait  suite  à la  section  présente.  Le  calcul,  et  la 
fie.  3a  eUe-méme , s’accordent,  en  outre,  à montrer  que,  pour 
des  relations  de  position  pareilles , les  segments  M,I , MJ  des  deux 
normales  extrêmes  sont  sensiblement  égaux  entre  eux,  ainsi 
qu’au  rayon  oscillateur  moyen  M,C,. 

lo2.  Notre  ellipse  génératrice  étant  ainsi  bien  étudiée,  fai- 
sons-la  tourner  autour  de  son  axe  polaire  PP,  pour  former  l’el- 
lipsoïde de  révolution  «pie  nous  voulons  assimiler  à la  surface  ter- 
restre. Dans  ce  mouvement,  tous  les  points  de  l’ellipse  décriront 
simultanément  des  circonférences  de  cercle  dont  les  rayons  seront, 
leurs  distances  respectives  à l’axe  polaire.  Conséquemment,  l’ellip- 
soïde ainsi  constitué  aura  pour  méridiens  l’ellipse  génératrice  elle- 
même.  Or,  les  normales  de  cette  ellipse  deviendront  les  normales 
de  l’ellipsoïde  en  chaque  point  que  l’on  voudra  considérer.  Car, 
d’abord  elles  seront  perpendiculaires  à la  tangente  de  l’ellipse  en 
ce  point,  et  elles  seront  ainsi  perpendiculaires  A la  tangente  trans- 
versale du  cercle,  mené  en  ce  même  point  perpendiculairement  au 
plan  de  rotation.  Étant  perpendiculaires  A ces  deux  droites,  ellcsle 
seront  aussi  au  plan  qui  les  contient , lequel  sera  tangent  à l’ellip- 
soïde dans  le  point  spécifié.  D’après  cela,  les  points  situés  dans 
îles  méridiens  différents,  A une  même  distance  angulaire  du  pôle, 
auront  leurs  normales  propres  dirigées  vers  un  même  point  de 
l’axe  polaire  où  elles  s’entrecouperont  mutuellement;  et,  pour 
chaque  distance  polaire  assignée,  ils  se  trouveront  eux-mêmes 
situés  sur  une  circonférence  de  cercle  dont  le  plan  sera  perpendi- 
culaire à l’axe  de  rotation , de  sorte  qu’elle  sera  un  parallèle  de 
l'ellipsoïde.  Mais  si  l’on  choisit,  dans  les  méridiens  différents, 
deux  points  placés  A des  distances  polaires  inégales,  leurs  normales 
iront  couper  l’axe  polaire  en  des  points  distincts;  et , comme  les 
plans  méridiens  qui  contiennent  res  normales  n’ont  que  cet  axe 
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de  commun,  elles  y poursuivront  leur  marche  indéfinie,  sans  se 
rencontrer  jamais. 

185.  Ici  j’ai  besoin  île  rappeler  un  résultat  géométrique,  com- 
mun à toutes  les  surfaces  dont  la  convexité  est  continue.  Si , en  un 
point  quelconque  d’une  telle  surface , on  mène  une  normale  au 
plan  tangent,  il  y aura  sur  cette  normale  une  longueur  finie,  dont 
chaque  point  pourra  être  le  centre  d’une  sphère  osculatrice  au 
sphéroïde  dans  le  lieu  considéré.  Mais  le  sens  d’osculation  de  ces 
sphères , c’est-à-dire  celui  où  elles  ont  avec  la  surface  du  sphé- 
roïde un  contact  du  second  ordre,  sera  différent,  selon  le  point 
où  l’on  aura  placé  leur  centre.  Dans  l’intervalle  de  la  normale  ci- 
dessus  spécifié,  il  y a toujours  deux  de  ces  sens,  rectangulaires 
entre  eux,  pour  l’un  desquels  le  rayon  de  courbure  est  le  plus 
grand,  et  l'autre  le  moindre  de  tous  ceux  qui  aboutissent  au  meme 
point  de  la  surface.  Si,  autour  de  ce  point,  on  cherche  la  suite 
des  cen  très  de  courbure  qui  ont  cette  propriété  de  maximum  ou 
de  minimum  , on  les  trouve  placées  sur  deux  surfaces  réglées,  qui 
se  croisent  rectangulairement  au  point  désigné.  Ces  deux  surfaces 
sont  formées  par  la  série  des  normales  infiniment  voisines,  qui  se 
coupent  mutuellement,  d’abord  avec  la  normale  primitive,  puis 
chacune  successivement,  avec  une  des  normales  suivantes.  Leur 
intersection  avec  le  sphéroïde  considéré  y trace  deux  lignes 
courbes,  que  l’on  appelle  ses  lignes  de  plus  grande  ou  de  moindre 
courbure,  selon  qu’elles  contiennent  le  système  de  rayons  oscilla- 
teurs maximum  ou  minimum  autour  du  point  de  départ.  Et  on 
les  reconnaît  sur  chaque  sphéroïde  par  la  géométrie  ou  par  le 
calcul,  d’après  ce  caractère  d’intersections  mutuelles,  propre  au 
système  des  normales  qui  les  composent;  car  il  leur  est  spécial. 

181.  Cela  va  nous  les  faire  aisément  apercevoir  dans  notre 
ellipsoïde  de  révolution.  D’abord,  l’ellipse  génératrice  est  évidem- 
ment une  de  ces  lignes.  En  effet,  sur  chaque  méridien,  les  normales 
successives  menées  en  ses  divers  points  s’entrecoupent  nécessaire- 
ment dans  son  plan,  puisqu’elles  y ont  des  directions  diverses.  Les 
circonférences  des  parallèles  nous  offriront  l’autre  ligne  de  cour- 
bure. Car  les  normales  menées  aux  divers  points  d’un  même  paral- 
lèle sont  les  arêtes  rectilignes  d’un  cône  droit  ayant  son  centre  sur 
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l’axe  polaire,  où  elles  s’entrecoupent  ainsi  mutuellement.  Les  por- 
tions de  chaque  normale  comprises  entre  chaque  point  «le  l'el- 
lipsoïde, et  leur  point  d’intersection  de  l’axe  polaire,  constituent 
donc  les  rayons  oscillateurs  propres  à ce  second  système  de 
courbure.  Aussi  est-il  rectangulaire  à l’autre,  conformément  à la 
règle  générale,  en  chaque  point  de  l’ellipsoïde  que  l’ou  veut  con- 
sidérer. il  ne  reste  plus  qu’à  savoir  sur  lequel  des  deux  systèmes 
se  trouvent  les  plus  grands  ou  les  plus  petits  rayons  oscillateurs 
propres  à chaque  point.  Or  cela  est  encore  très-facile.  En  effet,  si 
l’on  désigne  par  N les  longueurs  des  segments  de  chaque  normale 
terminés  à l’axe  polaire,  et  par  7 le  rayon  oscillateur  de  l’el- 
lipse, pour  une  même  distance  polaire  d,  nous  avons  trouvé  géné- 
ralement, page  186, 

N = 7 ^iH — ; sinvj  . 

Dans  notre  ellipsoïde,  e1  étant  une  fraction  positive  moindre  que  t , 
N est  toujours  plus  grand  que  7 pour  un  même  point.  Ainsi,  sur 
chaque  normale,  le  plus  petit  de  tous  les  rayons  oscillateurs  de 
l’ellipsoïde  est  7 ; le  plus  grand  est  N.  Leur  différence  N — 7,  ou 

■pi — sin1  d,  exprime  la  longueur  du  segment  de  la  normale  qui 

contient  tous  les  centres  d’osculation  divers,  propres  à un  même 
point;  et  cet  intervalle,  pour  chaque  distance  polaire  donnée,  est 
une  fraction  de  7 d’autant  plus  petite  que  e’  est  moindre,  de  sorte 
que  sur  une  sphère  rigoureuse  il  devient  nul  avec  c \ Ce  sont  les 
conséquences  particulières  de  la  proposition  générale  énoncée  plus 
haut , page  188,  § ISO. 

IlliS.  Quand  on  connaît,  dans  une  surface  quelconque,  le  plus 
petit  rayon  de  courbure  p,  et  le  plus  grand  p„  situés  sur  les  deux 
systèmes  de  lignes  que  nous  venons  de  définir,  on  peut  facilement 
trouver  le  rayon  de  courbure  p qui  est  oscillateur  à la  surface  sui- 
vant un  plan  formant  un  angle  quelconque  i avec  le  plan  de  la 
moindre  courbure.  Car  on  démontre,  dans  la  théorie  des  sur- 
faces, que  l’on  a toujours  la  relation  suivante  trouvée  par  Euler  : 

Tl  I . 

- = - cos- 1 h — ain’  «. 

« p,  p, 
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Dans  notre  eMipsmdt,  le  ravou  p,  est  cehii-dc  l’ellipse  génératrice, 
que  nous  avons  nommé  y,-ct  le  rayon  p,  est  la  normale  prolongée 
jusqu’à  l’axe  polaire,  que  nous  avons  nommed  N;  d'après  les  ex- 
pressions quenonsavons  données  <le  res  deux  quantités  (page  i8i>), 
on  aura  donc  ici 


pi  =7 


n il 
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Ainsi,  quand  l’oscillation  devra  avoir  lien  dans  l’azitriut*),  compté 
autour  du  méridien  elliptique,  on  aura  le  rayon  oscillateur  n par 
cette  formule  « rV  ‘V*  * H,"* 


i (t  '■ — e’.’cos'  r/  ■ (i— e'cos’rf)’  . * 
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qui  peut  se  mettre  sous  cette  forme 
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en  faisant  comiiÿ1  ci-dessus 
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Nous  discuterons  plus  loin  l’emploi  de  cette  formule,  dans  son  ap^ 
plication  aux  arcs  terrestres  pour  lesquels  l’angle  i a une  valeur 
intermédiaire  entre  ses  limites  extrêmes  i ==  o et  i = 90°.  Mais  au- 
paravant il  faut  procéder  à la  comparaison  des  degrés  du  niriidieu  » 
mesurés  à diverses  distances  du  pôle,  pour  en  déduire  la  valeur 
de  e5,  ainsi  que  la  longueur  des  demi-axes  terrestres  a et  b,  en 
toises.  Car  l’accord  plus  ou  moins  approché  de  ces  résultats  ob- 
tenus par  les  differentes  mesures  dont  nous  avons  donné  le  tableau 
page  181 , est  la  première  epreuve  qu’il  faut  faire  pour  savoir  si  un 
ellipsoïde  de  révolution  quelconque  peut  être  employé  avec  une 
suffisante  exactitude  à la  représentation  de  la  ligure  de  la  terre. 

IdC.  Mais,  avant  de  procéder  à celte  recherche,  il  est  essentiel  de 
lever  un  doute  qui  pourrait  $e  présenter  à Fesprit.  Les  longueurs* 
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dos flegrêti',  rapportées  dans  notre  tableau  de  ta  page  181, ■repri- 
se nient  autant  de  petits  arcs  du  méridien  terrestre , soutendant 
chacun  un  angle  de  j°  au  centre  du  cercle  qui  est  osculatcur  il 
ce  méridien,  même  dans  les  lieux  oit  ils  ont  été  individuellement 
mesurés.  Mais  ils  ôntété  conclus  de  triangulations  dont  nous  avons 
considéré  toutes  les  parties  comme  appliquées  sur  des  sphères  de 
rayons  progressivement  variables,  et  transversalement  osculatrires 
au  méridien  terrestre , ce  qui  suppose  ces  rayons  égaux  aux  seg- 
ments N des  normales,  et  non  pas  aux  rayons  oscillateurs  7 de 
l’ellipse,  is’y  a-t-il  pas  une  contradiction  logique  entre  ces  deux 
manières  d’envisager  successivement  les  mêmes  résultats? 

Pour  résoudre  cette  difficulté,  qui  n’est  qu'apparente  , il  faut  re- 
. vçtÿr  un  moment  sur  la  marche  descàlculs  qui  nous  ont  donné  les 
longueurs  des  arcs.  Nous  avons  d’abord  l’arc  de  Pensylvanie,  où  elle 
a été  déterminée  par  une  mensuration  immédiate.  En  divisant  cette 
longueur  par  l’amplitude  angulaire  del’arc  céleste  compris  entre  ses 
normales  extrêmes,  nous  avons,  sans  nous  en  rendre  compte  alors, 
obtenu  le  même  résultat  que  si  nous  l’eussions  placé  sur  le  cercle 
osculatcur  local  de  l’ellipse  méridienne  , puisque,  en  raison  de  sa 
petitesse  , il  aurait  soutendu  au  centre  de  ce  cercla  le  meme  angle 
que  nous  avons  employé.  Quant  aux  longueurs  des  arcs  méridiens 
qui  ont  été  déduites  des  triangulations . si  on  les  suppose  calculées 
par  le  théorème  de  Legendre,  la  connaissance  des  rayons  oscilla- 
teurs consecutifs  sur  le  réseau  des  triangles  ne  devient  nécessaire 
que  pour  évaluer  la  portion  d’arc  méridien  comprise  entre  le  der- 
nier nœud  de  la  méridienne , et  le  parallèle  de  la  dernière  station. 
JT  Or,  ce  segment  étant  toujours  très-petit,  on  peut  placer  indifférem- 
ment le  triangle  qui  le  donne , sur  l’une  ou  1 autre  des  sphères  oscu- 
latrices  extrêmes,  en  lui  attribuant,  meme  pour  son  rayon,  celui  qui 
résulte  de  l’arc  de  Pensylvanie.  En  effet,  l’erreur  de  cette  évaluation 
ne  pouvantétre  que  fort  petite,  puisque  lesphcroïdecst  presque  sphé- 
rique, elle  n’influera  pas  sensiblement  sur  la  longueur  absolue  du 
segment  très-restreint  auquel  on  l’appliquera.  L’arc  total  ainsi  ob- 
tenu sera  donc  exact.  S’il  est  peu  étendu  , en  le  divisant  par  1 am- 
plitude angulaire  de  l’arc  céleste  compris  entre  ses  normales  exhrê- 

’ mes,  amplitude  donnée  par  les  observations  astronomiques’,  on  le 
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place  virtuellement  «urlc  cercle  qui  serait  oscillateur  à l'ellipse  dans 
sa  partie  moyenne,  et  l’on  obtient  ainsi  lu  longueur  de  l’arc  Df#), 
qui  soutendrait  au  centçe  de  ce  cercle  un  angle  de  t°.  Si  l’arc  total 
parait  trop  grand  pour  pouvoir  être  légitimement  appliqué  sur  un 
même  cercle  osculateur  local  de  l’ellipse,  on  le  subdivise  en  portions 
plus  petites,  aux  extrémités  desquelles  on  détermine  astronomi- 
quement les  distances  angulaires  du  pôle  du  zénith , comme  on  l’a 
fait  dans  l’opération  de  France  et  d’Espagne.  On  peut  alors  y cal 
culer  séparément  les  longueurs  du  degré  propres  à chaque  cercle 
osculateur  de  l’ellipse,  qui  aurait  son  point  de  contactai!  milieu  de 
leurs  parties  diverses.  Ainsi  ces  déterminations  atteignent , sans 
cercle  vicieux  logique,  toute  l’exactitude  que  l’on  peut  attendre 
d’opérations  pratiquement  réalisées. 

Si  nous  considérons  maintenant  les  longueurs  d’arcs  méridiens  qui 
se  déduisent  des  memes  triangulations  parla  méthode  de  Delamhrc, 
les  rayons  des  sphères  sur  lesquelles  on  applique  successivement 
les  côtes  des  triangles  pour  en  déduire  les  segments  de  méridien 
compris  entre  les  parallèles  de  deux  stations  consécutives  , servent 
seulement  pour  l’évaluation  des  termes  correctifs,  où  ils  entrent 
cxplicitemeid  avec  leurs  valeurs  absolues,  et  aussi  comme  éléments 
de  calcul,  'P  pour  transporter  les  azimuts  d’une  ^station  à une 
autre;  2°  pour  obtenir  les  distances  du  pôle  au  zénith  propres  à 
chaque  station  dans  le  preiniermode  de  leur  emploi.  I,a  petitesse  des 
termes  auxquels  ils  s’appliquent,  permettrait  de  leur  attribuer  sans 
erreur  appréciable,  sur  toute  l’étendue  de  la  triangulation , une 
longueur  commune,  par  exemple  celle  qui  résulte  de  l’arc  de  Pen- 
sylvanie.  Quant  à la  correction  que  les  azimuts  exigent,  nous 
avons  montré  qu’elle  est  rendue  insensible  par  le  sens  d’oscula- 
tion transversai  attribue  aux  sphères  Successives,  jointe  à la  petitesse 
de  l’angle  formé  à chaque  station  entre  la  normale  vraie  et  le  ravon 
de  la  sphère  osculatrice  précédente  dans  un  ellipsoïde  de  révolution 
presque  sphérique.  A la  vérité,  ce  meme  angle  entre  avec  toute  sa 
valeur  dans  la  réduction  qu’il  faut  faire  aux  distances  d' du  pôle 
au  zénith  calculées  sur  la  sphère,  pour  les  rapporter  à la  normale 
réelle  de  la  nouvelle  station  où  on  les  transporte.  Mais  cette  réduc- 
tion est  toujours  si  petite  sur  l’étendue  ^restreinte  d'une  meme 
* . t * i’31 . ■ 
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triangulation,  qu'on  pourrait  la  négliger  presque  sans  erreur  clans 
les  termeî  correctifs  qui  seuls  la  contiennent.  Pour  le  montrer , il 
suffira  de  dire  paravance,  que,  sur  l'arc  total  de  France  et  d'Espagne 
qui  embrasse  une  amplitude  totale  de  l'angle  forme  par 

la  dernière  normale  avec  la  suçante  menée  du  centre  de  la  première 
sphère  oscnlalcice,  au  point  correspondant  de  la  surface  réelle,  est 
moindre  que  Y' 5(Y' , comme  je  le  prouverai  plus  tard.  De  sorte  que 
l'on  obtiendrait  encore  les  valeurs  individuelles  des  termes  rorrec- 
tifs,  avec  des  erreurs  presque'  nulles,  ou  même  insensibles,  en 
négligeant  ses  variations  intermédiaires ,, ce  qui  reviendrait  à cal- 
culer ces  termes,  comme  si  tout  le  réseau  entier  éjait  appliqué  sur 
la  sphère  localement  ûsculatrice  à la  première  station.  Or  la  lon- 
gueur totale  de  l’arc  méridien  comprise  entre  les  parallèles  des 
stations  extrêmes  étant  ainsi  obtenue  exactement,  son  application 
sur  les  cercles  localement  osculateurs  dans  le  sens  de  l’ellipse  sc 
fait  sans  erreur  en  divisant  sa  totalité,  ou  ses  diverses  portions, 
par  l'amplitude  céleste  qu’elles  embrassent,  et  que  l'observation 
donne,  rapportées  aux  normales  vraies  de  leurs  points  extrêmes.  ■ 
démode  de  calcul,  de  même  que  le  précédent,  n’impliquent  donc 
pas  de  cercle  vicieux  logique , mais  seulement  l’emploi%es  approxi- 
mations successives  dont  l’application  est  universelleflans  l'astro- 
nomie. Même  au  point  où  se  trouve  aujourd'hui  la  géodésie,  cos 
approximations  peuvent  être  converties  de  prime  abord  en  résul- 
tats définitifs,  la  forme  générale  de  la  surface  terrestre  étant  assez 
bien  connue  pouf  que  l’on  puisse,  si  on  le  juge  convenable,  cal- 
culer très- exactement  toutesces  petites  réductions  que  j’ai  suppose 
d'abord  que  l’on  négligeait.  Aussi  la  méthode  de  Delambïe et  celle 
de  Legendre , étant  appliquées  aux  mêmes  triangulations,  ont-elles 
toujours  donne  des  longueurs  d’ares  méridiens  où  l'on  ne  trouve 
que  des  différences  négligeables. 

Ilî7.  Toute  difficulté  logique  étant  dissipée  par  ccttediscussion. 
les  divers  degrés  du  méridien  rapportes  dans  notre  tableau  de  la 
page  181  doivent  être  considérés  connue  autant  de  petits  arcs  so.u- 
tendanl  un  angle  de  i"  au  centre  du  cercle  qui  est  oscillateur  à 
l'ellipse  des  méridiens  terrestres  daus  la  partie  moyenne  de  cha- 
cun d'eux.  Soit  donr  généralement  D "'  la  longueur  d'un  qucl- 
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conque  île  ces'arcs,  exprime  eu  toises  à l’emftoit  de  l'ellipse  où  Ja' 
distance  angulaire  du  pôle  céleste  au  zénith  est  d,  et  plaçons-le  sur 
le  cercle  ijui  est  oscillateur  à l’ellipse  à ce  même  endroit,  en  dési- 
gnant par  7 la  longueur  du  rayon  de  ce  cerclé  exprime  aussi  en  toi- 
ses. Le  contour  de  la  circonférence  osculatriee  sera  anry  , et  étant 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ; et  comme  ce  contour 
comprend  3Go" , la  longueur  1)°'  du  degré  considéré  en  devra 
cire  Ta  3(k>'  partie.  Cela  donnera  l'égalité 

• ‘JL  ' ::  ; . .y. 

ioo  . * 

ou,  en  mettant  pour  y sa  valeur  analytique,  propre  la  distanre 
polaire  d,  dans  une  ellipse , 
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D<°f  = 


n a (i — e!). 
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(t  — ccos’Jf 


115U.  Lorsque  c’  est  une  très-petite  fraction  de  l’unité,  comme 
on  verra  que  c’est  le  cas  de  l'ellipsoïde  terrestre,  le  facteur 

— — — — peut  se  développer,  par  la  formule  du  binôme  , 

( i — c*  CoîWJ^â 

eu  une  série  convergente  qui  est 

-i — j = i -+-  y ti’ cos1  d ih  'coK/ -h  f>- e* cos- tl  -P-jr'ft-*.  cos1  d+ . . . ; 

C'  COSJ  d j ' •$* 

’iUbr  . . . v*  « 

ce  qui  ilonue  ^ t?  4d 

J \âl  jà  jr 

<i(  i — e‘)(  i rt-  ’ c Vosv/  -i-c'  cos'  d -t-  yjc*cosV -t-  777  c*  cos*  i/rf- . . .j?’ 


KJ 

l8o 


Le  facteur  commun  -g-  ( 1 — c’J  représente  la  longueur  du  degré 

lorsque  cos1  d est  nul,  cp  qui  suppose  d = ç)o".  C’est  donc  le 
degré  équatorial;  je  le  désignerai  par  D".  S i / est  une  fraction 
très-petite , le  terme  dépendant  de  sa  première  plaisance  est  beau- 
coup plus  considérable  qui*  ceux  qui  le  snivenï.  Alors  on  voit  que', 
•itos  une  ellipse  ainsi  constituée , les  longueurs  des.dégrés  ^Snt  en 
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croissant  île  l’cquatoifr  au  pôle,  presque  proportionnellement  au 
carré  du  cosinus  de  la  distance  polaire. 

En  combinant  des  degrés  mesures  sur  des  parties  des  méridiens 
terrestres  correspondantes  à des  distances  polaires  très-diflérentes, 
nous  reconnaîtrons  bientôt  que , par  les  appréciations  les  plus 
exactes,  on  a à fort  peu  prés,  en  toises, 

D,“  = 5674iT>22  loge*  = 3,  80  3gy a4 . 

Prenant  donc  le  premier  nombre  comme  représentant  le  facteur 
^-,1(1 c') , on  pourra  évaluer  tous  les  autres  coefficients  nu- 

mériques des  puissances  de  cos’  d,  par  les  Tables  de  logarithmes, 
ordinaires  à sept  décimales,  et  l’on  trouvera  pour  la  valeur  d’un 
degré  quelconque  correspondant  à la  distance  polaire  d , 

D(0)=5674iT,22-+-54iT,Ç)86cos’</-t-4T>3  >4  COi>f/ 

-+-ot,o32  coscd-HoT, 00023  cos  *</-)-• . . 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  évaluation  sont  déjà  si  faibles, 
que  l’on  ne  peut  repondre  de  pareilles  quantités  dans  des  mesures 
effectives  ; à peine  peut-on  espérer  de  reproduire  celui  qui  les  pré- 
cède.  Maintenant,  si  l’on  a plusieurs  mesures  de  degrés  Lûtes  à des 
distances  polaires  peu  différentes  les  unes  des  autres , le  terme 
4T,3 1 4 *os*  d y sera  presque  constant,  et  les  petites  variations 
qu’il  éprouvera  pourront  être  censées  se  confondre  avec  les  er- 
reurs des  observations,  ainsi  qu’avec  les  irrégularités  réelles  du 
sphéroïde  terrestre.  On  se  donnera  donc  une  chance  de  compensa- 
tion très- présumable,  en  prenant  la  moyenne  arithmétique  de  tous 
ces  degrés,  et  l’affectant  à une  distance  polaire  moyenne  D,  telle 
que  le  carre  de  son  cosinus  soit  aussi  une  moyenne  entre  les  carrés 
des  cosinus  de  toutes  les  distances,  comme  je  l’ai  fait  pour  l’arc  de 
France  et  d’Espagne  au  commencement  de  cette  section.  » 

ISO.  Je  vais  maintenant  exposer  par  quelle  combinaison  on 
peut  déterminer  les  deux  éléments  caractéristiques  de  l'ellipse , n 
et  <•’.  A cet  effet,  jé  prends  deux  degrés  D-°\  D^,  dont  les  lon- 
gueurs ont  éfé  mesurées  aux  distnucesrespecljves,  rf,,  d,  du  pôle, 
d,  clan»,  pmir  fixer  les  idées,  plus  grand  que  <(,  .ce  qui,  d apres 
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outre  tableau  de  la  paye  t8i  , suppt&ra.  li;°- "thoinürc  que  D','; 

| 

l'équation  generale  étant  appliquée  successivement  à ces  deux  ob- 


servations, un  aura 


l8o(  I — ï’c-os'i/,)'  ,8o(.-1..c,».,/0' 


et,  en  divisant  la  seconde  de  ces  égalités  par  la  première,  il  en  ré- 
sultera u - Jhî’l  ...  * - 

T\ 


D1"' / I — t:2  ci»’  </A  ’ _ ■ 

D(°,“  \i  — e’cos’rfj  7 


par  «onséquent , 


l — e*  cos'  fl,  __  I I )';  \ 4 ‘ ( ' Sb 

i — e’  cOsV,  \ D<u>/  7 $ ^ 4 


Ceci  détermine  donc  e’v  car,  en  le  dégageant,  on  a 

c’I  COS  'il, — CO 
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rjplité  dans  laquelle  tout  est  connu  , excepte  e2.  f 

Pour  tirer  parti  de  cette- relation  , il  faut  remarquer  que,  d après 


U',’’ 


notre  tableau  delà  page  181,  le  rapport— sera  moindre  que  l’u 

v.  * jj  • ' * fkiUiîi  v 

nité  , mais  n’en  différera  que  par  une  très-petite  fraction  que  je  £ 

désigne  par  p ; on  aura  donc  , 

;!i'XÂ,  ’k.  < •.  . I ' ■*. 

D1”'  D(°*\  * i -T  ' • \ I 

5t,T  = ','-fx*  par  conséquent 

• ’r  * • 

Or,  pétant  une  petite  fraction  qui  sera  ici  toujours  positive,  on 

pourra  'développer  (1  — • jx)’  en  une  série  convergente  par  le  moyen 
de  la  formule  du  biuôine,  qui  donnera 
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Ou  potufciif  portsser  plus  loin  ce  dé^doppotnnt;  mai*  ou  verra 
tout  5 l'heure  <jne  cela  serait  inutile.  Pour  en  abriter  l'expression, 
je  fais 


Ceci  utaut  substitué  dans  le  premier  membre  de  notre  équation, 
il  s’y  forme  la  différence  cos’  d,  — cosVJ,  qui  se  peut  transformer 
en  sin  (d,  -h  d,)  sin  (d,  — d,  ), ' produit  qui  sera  toujours  positif , 
puisque  d,  est  supposé  plus  grand  que  d, . Cette  réunion  étant  faite, 
l’équation  prendra  cette  forme  : 

c’jsin (d,  -+-</,) sin  (<■/,' — «/,)  -t-  ï cos’<f,]=  2. 


Il  ne  restera  doue  plus  qu’à  en  tirer  numériquement  c\  Or,  cela 
sera  facilité  par  "cette  circonstance,  que  1 se  trouvera  toujours  être 
une  fraction  trcs-pelite,  non  pas  seulement  en  comparaison  de 
l’unité,  mais  en  comparaison  du  produit  des  deux  sinus  qui  forme 
la  première  partie  du  coefficient  de  e1.  Cela  permettra  d’effectuer 
ce  calcul  par  les  Tables  ordinaires  de  logarithmes  à sept  décimales, 
comme  on  va  tout  à l'heure  s’en  convaincre.  Seulement,  pour 
n'avoir  pas  à opérer  sur  de  trop  petits  nombres , et  aussi  pour  ob- 
tenir des  valeurs  de  r 1 qui  ne  soient  pas  trop  fortement  affectées 
par  les  erreurs  qui  ont  pu  être  commises  dans  les  évaluations  des 
deux  degrés  compares , il  faudra  les  prendre  à des  distances  po- 
laires d{ , d,  différentes  l’une  de  l’autre,  ce  qui  rendra  le  rapport  u 
notablement  plus  assuré. 

ttîO.  Lorsque  l’on  connaîtra  c\  on  mettrasa  valeur  dans  les 
deux  équations  primitives  fîYpour  en  déduire  le  demi-graud  axe  a. 
Kn  effet,  en  considérant  ces  équations  sous  leur  forme  générale , 
chacune  d’elles  donne 


■mais  r’  entrant  au  numérateur  et  au  dénominateur  du  Second 
mcmhrdf  cchu-ci' ne  se  développerait-  pas  commodément  eu  une 
'Série  régulière*  ctj  en  outre,  coinmc  o doit  être  un  grand  nomlu  e, 
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les  différents  produits  dont  ce  dévclopitemenl  se  composent, 
devraient  être  évalués  avec  des  soins  fatigants  de  précision.  Ces 
difficultés  s éludent  en  cherchant  d’abord  à obtenir  log  a , au  lieu 
de  <i.  En  effet,  si  l’on  prend  les  logarithmes  tabulaires  îles  deux, 
membres  de  l’équation,  il  en  résulte 

log  <t=log  D{°'-t-log  ( I -f-  i log(  i — e* cos1  il )—  log  ( t — e’  ); . 

180 

le  rapport  t — - s’est  déjà  présenté  fréquemment  dans  nos  calculs. 

rj 

C’est  celui  que  nous  avons  nommé  par  abréviation  w,  et , en  bor- 
nant l’évaluation  de  son  logarithme  à dix  décimales,  nous  avons 
trouvé  * 


log  ! = 1,7581226324. 


Je  suppose  que  l’on  prenne  le  logD(°>  dans  les  mêmes  limites  de 
précision  : ce  sera  le  seul  de  la  formule  qui  exigera  ce  soin.  Car, 
pour  les  autres  qui  contiennent  e\  on  les  obtiendra,  par  le  dé- 
veloppement de  leur  expression  logarithmique,  en  sériés  régu- 
lières , ilont  tous  les  termes  seront  très-aisément  calculables.  En 
effet,  si  l’on  nomme  k le  module  direct  des  Tables  ordinaires  pour 
lequel  on  a 

log  ^ l,8l387  557o4, 

- x)  donnera  ici 


% 


log  k=  I,6377843t  I 3,  et 
le  développement  connu  de  logfi 

i/=log  D<‘,14-îog  — j — \k  (c* cos1  rf-t-  j c'  cos' >?-Hj C'cos'  d -t- -c’cos'i/. . .) 
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expression  trt-s-simple  dont  la  loi  est  évidente,  et  dans  laquelle 
tous  les  termes  dépendants  de  c ’ pourront  se  calculer  par  lcsTables 
ordinaires,  à Sept  décimales,  avec  une  suffisante  précision.  Si  ron 
..voulait  prétendre  à un  peu  plus  de  rigueur  numérique,  il  faudrait 
calculer,  avec  dix  décimales  seulement , les  deux  termes  qui  dé- 
pendent ïlc  fa  première  puissaoçr  de  c',  auquel  cas  iL faudrait 
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avoir  obtenu  son  logarithme  dans  les  inclues  limites.  Mais  cela 
supposerait  qu’on  évalue  aussi  logcosV/  avec  une  exactitude  de 
même  ordre , ce  qui  exigerait  des  Tables  dont  I usage  est  jusqu  ici 
peu  commun.  Au  reste,  cette  recherche  serait  pratiquement  super- 
flue et  illusoire,  parce  que  les  erreurs  que  comportent  les  me- 
sures des  degrés  D'°>  dépasseraient  les  limites  de  précision  numé- 
riques qu’on  obtiendrait  ainsi  péniblement  sur  les  derniers  chif- 
fres des  termes  en  e’. 

Il  faudra  effectuer  successivement  le  calcul  de  loga  avec  les 
deux  degrés  D(,0),  D'o),  qui  ont  servi  à déterminer  e\  afin  de  con- 
stater que  les  deux  résultats  s’accordent,  dans  les  très-petites  li- 
mites d’erreur  que  comportent  les  dernières  décimales  négligées; 

*'  et  cela  servira  pour  constater  l’exactitude  des  opérations  numé- 
riques desquelles  ces  résultats  sont  déduits. 

ICI.  Enfin,  lorsque  cette  vérification  sera  faite,  on  calculera 
l’aplatissement  e d’après  son  expression  en  ç*  qui , d apres  la 
page  184,  est 

(4)  -t- 

Le  premier  terme  s’évaluera  directement  en  prenant  la  moitié  de  t , 
et  les  suivants  se  calculeront  avec  les  Tables  de  logarithmes  a sept 
décimales.  Connaissant  ainsi  s,  on  en  déduira  la  longueur  du  deuii- 
axe  polaire 

b — a — ai, 

* le  terme  correctif  ai  se  calculant  par  les  mêmes  labiés,  soit  en 
une  seule  fois,  soit  par  l’évaluation  de  ses  parties  correspondantes 
aux  différents  termes  dont  t est  composé. 

162.  Les  deux  éléments  a,  e de  l’ellipse  méridienne  étant  ainsi 
déterminés,  on  en  pourra  déduire  les  longueurs  qu  elle  donne  aux 
degrés  L>  u\  correspondants  à des  distances  polaires  (T quelconques; 
car,  en  retournant  l’équation  (3),  on  en  tirera 

logl)(°)=:logu — log|— - — k (e*  -f-jê*  : ■+"}& 

- : / i <l+-\  C‘  cos‘</  H*/  coVV/4-f  cos*  * 
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Si  (Lins  celte  lonnule  on  luit  d = 90“,  elle  donnera  le  degré  équa- 
lorial1’;  je  le  représente  par  D*o).  Si  l’un  y (ail  (l  — o,  elle  donnera 
le  degte  polaire;  je  le  représente  par  ; on  aura  ainsi 

log D?ü  = log a — log  -^(cI  + 7f'  + T +■  7t'*-  • •)> 

log D^"  = log  a — log  -f-  !*(«?(+  T «H-  -I-  ..  . ), 

et  généralement 

log  D(0}  = log  D^o)  -+•  j k (c’ cos’  d ■+■  -j  e*  cos'  </ -4— j é"  cos c </  -|-  •}■  c” cos ’ d...).  * 

Ainsi,  lorsqu’on  aura  calculé  le  logarithme  du  degré  équatorial  dans 
l’ellipse  obtenue,  on  aura  celui  qu’elle  assigne  pour  toute  autre  dis-  ’ 
tance  polaire  donnée  d,  en  calculant  la  partie  corrective  quis’ajoutc 
à ce  premier  résultat.  On  verra  tout  à l’heure  que,  dans  l’ellipse  ter- 
restre , la  petitesse  do  cl  fait  que  les  trois  premiers  termes  suffisent 
toujours.  Ce  développement  équivaut  à celui  que  nous  avons  dér . 
duit  dans  la  page  197  de  l’expression  explicite  de  Dt°),  en  y sup- 
posant connue  la  longueur  du  degré  équatorial , qui  est  un  de  ses 
facteurs. 

165.  .T’emploierai  d’abord  ces  formules  pour  combiner  le 
degré  du  Pérou  avec  le  degré  moyen  de  France  et  d'Espagne. 
D’après  notre  tableau  de  la  page  181,  les  données  du  calcul  seront 


T S 


Di0)=56736T,8i;  d,  = 88°  28'  69'; 

D<°>=  57oa4T,64;  (/1<f43<’5i'54"; 

, • D',"’  287,83 

de  la  on  tire  — 1 — ■£ ,.-r  = 1 — uj 

D(,°>  57024,64 

et,  eu  calculant  p par  les  Tables  de  logarithmes  à sept  décimales  , 
avec  le  seul  soin  d’évaluer  directement  les  parties  proportionnelles 
par  division  ou  multiplication  des  différences  totales,  on  trouve 

' log  fi  A 3,7o3ov  35 : 71  — ^oô  W(  74674 . 


fs 


Ht- 

. • ■■■ 
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Si  l’on  avait  évalué  p par  la  division  arithmétique  rigoureuse , 
on  aurait  trouvé-  seulement  a unités  de  moins  sur  la  dernière 
décimale.  Or,  déjà  une  unité  de  l’ordre  0,00060001,  dans  le 
rapport  p,  ne  donnerait  pour  résultat,  dans  la  reproduction 

de  D[“^  que  oT,ooo57  064 , c’est-à-dire  des  demi-millièmes  de 
toise , fraction  bien  inférieure  à celles  dont  on  peut  répondre  sui- 
de semblables  mesures.  L’évaluation  de  log  p et  de  p par  les  Tables 
de  logarithmes  à sept  décimales  est  donc  ici  parfaitement  suffi- 
sante pour  représenter  les  résultats  réels  des  observations , et  je 
n’aurai  plus  besoin  de  répéter  cette  remarque  dans  les  autres  cas 
pareils.  . . 

p étant  connu , il  faut  former  la  fonction  2 par  son  expression 


■ J-u?. 


Le  premier  s’évaluera  directement,  et  les  suivants  se  calcule- 
ront par  les  logarithmes  ordinaires.  On  aura  ainsi,  eu  exagérant 
l'appréciation  des  décimales,  pour  ce  premier  exemple: 

£«=0,00336497826  „ 

. f ï ~ 0,00000  28307  7 li 

p1  = 0,00000  ooo63  5 

U4  = 0,00000  OOOOO  2 


■ mJm 


i . ..  ■ 

log  1 = 3,52734  83. 


, cos''  <•?,] . 


I = o,oo336  781540 
Maintenant  il  faiit  former  l’equation 

«H  [sin  (</,  -H  lé,)  sin  (d,  — d,)  -t 
Kn  calculant  les  deux  termes  du  coellicieut  de  c’,  on  trouve 

log  sin  (rf,  -4?  </,)  sin  ( d , — d{\  = 1 ,7  1 525  3g 

log  X cos  1dt  = 6,3721^  og, 


ce  qui  donne 


"H 

V 


$r*.y 


sin  (rf,  -4-  r/,)sin(i/>  — d,)  — o,5igro  3452q 

2 cos1  d,  = 0,00000  236o  t 57 


. ’ Somme  ou  coefficient  de  é1:. . o,5igio  58126 

dynt  le  loÿipiiliitic p'St . . ! . . r.  t.j  1 ^25  Sjg- 


V Jï 


A. 


w 


i 


PHTSiyUB- 


21.5  Ü. 


On  lire  Jonc  de  là 


o,  oo336  78i544 
o,  51910  58i?.6’ 


'Ü 


log  e1—  3,81209  ?-4  ; e' = 0,00648772.39. 


En  effectuant  directement  Indivision  arithmétique,  on  obtien- 
drait 3 unités  de  plus  sur  la  dernière  décimale,  ce  qui  dépasse 
de  bien  loin  les  quantités  dont  on  peut  repondre  dans  les  données 
primitives,  et  ne  produirait  aucune  différence  appréciable  sur  les 
résultats  réels.  On  voit  que  le  Second  terme  du. coefficient  der7sr 
trouve' ici  fort  petit,  comparativement  au  premier,  et  il  en  sera 
toujours  de  même  dans  les  autres  cas  d’après  son  facteur  cos:  rf, , 
parce  que  les  opérations  ne  seront  jamais  effectuées  très-près  du 
pôle.  Cela  suggère  une  autre  manière  plus  prompte  de  calculer 
la  fraction  qui  exprime  e3.  En  effet,  si  l'on  représente  par  A et' R 
les  deux  parties  de  son  coefficient,  on  pourra  la  transformer  de  . 
la  manière  suivante  : . 


oie.; 


,+Â 


et,  en  effectuant  le  calcul  de  la  série  par  les  logarithmes  à sept  déci- 
males déjà  obtenus,  on  trouve,  en  se  bornant  aux  deux  premiers 
termes , . , 

V •• 

1 ’ \=  0,006  j8  775373 

e 

— i x ) ( \ ) = — 0,00000  002950 

conséquemment  c\~  0,00648  7724* 

Les  termes  ultérieurs  seraient  évidemment  insensibles.  Cefte 
évaluation  s’accorde  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  plus  haut 
dans  les  limites  de  différences  négligeables  que  j’ai  indiquées. 

104.  Connaissant, c’,  nous  pouvons  calculer  le  logarithme  du 
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demi -grand  axe  //'de  l'ellipse  par  son  expression  générale 

log/z=^logI>(°>-+  log  | ^ — ’ X (e7cos?//-(-“e'cos‘//-H|f  ' cos*  d+  -jr* rts 

-I-  +i‘  -+}#? 

où  l’on  a 

l(>“  = ' *7^8i 5 26324, 

log/  = 1,63778431 13, 
log(A/)=T,8.387  557o3, 

et  il  conviendra  d’évaluer  ainsi  a successivement  par  chact»  d« 
«leux  degrés  combinés,  alin  de  confirmer  l’exactitude  des  opera- 
tions numériques  par  lesquelles  on  a déterminé  r2. 

J’effectue  d’abord  cette  évaluation  de  a en  employant  le  degré 
du  Pérou.  Les  données  du  calcul  seront 

D(^=56736t,8i;  <*=88."  28' 59". 

Par  un  essai  <lc  précision  (pic  l’on  verra  être  superflu , je  prends  le 
logarithme  de  Dé*)  avec  dix  déci- 
males; j’ai  ainsi * log  î>0)  = 4i74(),4  1 538l) 

1 8o\ 

J’y  ajoute . log  J = 1 ,75812  2632) 

Ce  qui  donne  la  partie  principale  de 

log  a .a. 6,5 1 1 y8  7 5465 

l’y  joins  la  somme  des  termes  dépen- 
dants de  c%  que  je  trouve  être. . . * •+-0,0028238006 

.Et  j’obtiens .■ log  a = 6,5 1 48 1 <34'3 

Le  calcul  des  termes  dépendants  de  /■•  se  fait  par  les  Tables  do 
logarithmes  il  sept  décimales,  comme  il  suit  : 
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/ * J ^W-  •>■?,€  • ti 

I «,  <k  - HinSIQI'K.  ^ ' » 9.W- 

rcruics  négatif:..  Terme*  |>usùifa. 

|X-r’<:osV/=o,ooooü 39G183  Xe'fco, 00281  75881 

(Les  suivants  sont  négligeables.)  jke‘  = 0,00000 g 1898 

\k?  = 0,00000  oo3g5 
‘-/r*=  0,00000  00002. 

Sommedes  termes  positifs . . I,.' 4-0,00282  6762(1 

Somme  des  termes  négatifs.  . . ' — 0,00000  29618 

Excès  positif  à joindre  à la  partie  prin- 
cipale de  log  a . . 4-  0,00282  38oo8 

C’est  le  nombre  que  j’ai  employé. 

16(i.  J effectue  maintenant  le  même  calcul  de  log  a avec  le  degré 
moyen  de  France  et  d’Espagne.  Ici  les  données  seront 

D<°>=  57024t,64,  et  rf  = 43"5i'54", 

ce  qui  donne  Iogcos’rf=  i,7i583g6. 

Alors  , en  opérant  comme  tout  à 
l’heure,  je  prends  d’abord  .*.  log  Dé’*  = 4»75(*>6 25522 

log  1 , 7 58 1 2 263ï4 

Partie  principale  de  log  a 6,5i4i85i846 

Termes  correctifs  dépendants  de  e1 . . 4-  0,00062; G 1 (536 

Ce  qui  donne log  «==6,5 1481  i34#2 

Les  termes  positifs  qui  dépendent  de  c1  sont  les  mêmes  que  précé- 
demment. Mais  les  négatifs  sont  plus  sensibles,  parce  qu’icicosV est 
beaucoup  moindre.  En  voici  le  detail , où  je  me  borne  aux  trois  pre- 
miers termes,  parce  que  les  suivants  sont  négligeables: 

3 •'  * 

ik<î  -ic’cosV/=  0,002 1968864 

^1*  ' ^ O 

-k-  cos4/=  0,00000  37043 
**  3 

B -X^  cos"d=o,ooooq o6o83 

Somme  des  hu  més  négatifs.  —*0,00220  55990 

9 t 


■ 
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La  somme  tle s positifs  est ,':  eomirie  ci- 

dessns. . . .'.  . . . c.  .V.  . . . .'tir  -H-  o.ooafcd^&ti 

• ^ ' — , “ . ^ ^ * 1 *" 

Excès  positif  à ajouter  à là  partie  principale  «le 

log  a.  v -+- 0,0006?  6i63/> 

„ > f w .wy  *,%  * 

C’est  le  nombre  que  j’ai  employé. 

Nos  «leux  valeurs  de  logo  ne  différant  que  de  g unités  surb 
dixième  décimale  , je  prends  la  moyenne  entre  elles,  et  j’ai 

ainsi loç«=d3,5fT48t  i3^j 

Dp  là  je  tire , par  les  Tables  de  loga-  . 

rillmies  à dix  décimales 'a  = 327  1 «>3^,  3aq 

Et,  par  les  Tables  ordinaires  à'sept  '' 

décimales  ....... .. a = 3aj  tg85T,32i 

Ces  dernières  suffiraient  donc  encore  même  pour  ce  calcul. *€ir 
on  ne  saurait  avoir  la  prétention  de  répondre  des  millièmes  de 
toises  dans  la  longueur  du  demi-axe  de  l'ellipse  terrestre,  puisqu'on 
11e  peut  pas  répondre  des  centièmes,  ni  même  des  dixièmes  dans 
les  mesures  «les  degrés  combines. 

IGG.  L’accord  dos  deuxévaluations  de  logo  proutant  l'exactitude 
«les  operations  numériques  d’où  l’on  a concln  c-,  on  peut  avec  sû- 
reté en  déduire  l’aplatissement  e par  son  expression  én  c:,  qui  est 

— pc-j — 

a 1 * ~ • 1 16*'  ~ U»1  •••  ’ 

' . * * « . 

Je  forme  le  premierterme  directement  et  jecalcule  les  autres  par  les 

Tables  ordinaires  de  logarithmes  à sept  décimales  ; les  deux  suivants 
sont  seuls  sensibles.  J’obtiens  ainsi 

•j.  «^  = 0,00324  38t)2I  . 

,.  - c'  =.0,00000  5n6i  3 

“ c*  =*  o,  00000  00 1 7 1 

Donc  • ? t =o,oo324gi4°5  log«-=3,5i  17® 

ou,  en  fraction  ordinaire,  t — - — . ■ 

3°7f774 

1C7.  -Le  «lcmi-axe  polaire  b est  lié  au  demi 'grand  axe  par  I» 
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relation  convenue,  page  r83,%  ^ • 

j»i  ^ Y**  • H » . 

«■  I)  =±  a — tu  ; 

»( 

avec  les  valeurs  précédentes  de  a,  1Æ»  et  log  s,  on  trouve. 
, ' - rti  =s  lo()3j  T,  l3<), 

donc 


H* 


• r 


y»  . s , jfi  * m 

h = 3r>7i98T>T,329—  io63it,  139  = 3?tilx354T,iy.  • 

• * * " 1 à ' 

1)  apres  cette  évaluation,  le  rayon  de  l'équateur  terrestre  n’excéde- 
rait le  rayon  mené  an  pôle  que  d’environ  cinq  lieues  Communes  et 
trois  dixièmes , anciennes  mesure^  en  faisant,  chaque  lieue  de 
2 000  toises. 

IG8.  Nous  pouvons  maintenant  calculer  la  valeur  générale  de 
,0g  dans  notre  ellipse,  d’après  les  expressions  établies 

page  202.  Pour  cela,  nous  formerons  d’abord  là  partie  constante 

loga—  log  ).  Or  , nous  avons 

logo  = 6, 5 1 4«i  13477 

/ 1 80  \ V 

l°g  ( ) = I , 76812  28324 

donc  log  a — log  (~)  — 4,  7688887  » 53  ^ ^ 

Nous  avons  trouvé  déjà,  page  207, 

/■  (c*  4-  je'  4-  y hr° . . .}  = 0,00282  (.17628. 

D après  ce  qui  a été  démontré-  page  2o3 , si  l’on  retranche  cette 

somme  de  la  partie  constante,  on  aéra  %D£>*);  ajoutant*  au  cou- 

• 2 JL  v 

traire,  sa  moitié  à cette  même  partie,  ou  aura  log  D’o).  On  trouvera 

ainsi 

'"S»,  ’ — 4 1 7^388  19627,  logIV0>  c=  4,7681020988. 

T.  I...  * . « * * - ,4 
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De  là  on  lire  . . » - 

Longueur  dit  degré  équatorial  cù  toises.  Dy  =r56736T,4a 

Longueur  du  degréjpolaire  ento^es. . . Dp  =5.7293T,o6 
Excès  du  degré  polaire  sur  l’équatorial . 55bT,44 

Et  ensuite  généralement,  pour  une  distance  polaire  quelconque, 
o)  = 4, ,5386  . 95a7  -+- 1 * (<? cos’ cos'  f cos *d  -h \ * cos’ <> 

• è * * * 

169.  Gomme  exemple  de  dette  évaluation,  et  aussi  pour  eu  ap- 
précier la  justesse,  je  Remploierai  à la  détermination  de  la  lon- 
gueur du  degré,  mesuré  dans  l’Inde  par  le  colonel  Lambton. 
L’unique  donnée  nécessaire  pour  le  calcul  sera  la  distance  po- 
laire d qui,  d’après  notre  tableau  de  la  page  1B1 , est 

. , t ' A~ 
d’où  l’on  tire  * 

logcos’d  = 2,73334  76. 

Ce  logarithme,  combine  avec  ceux  de  k et  de  c’,  qui  sont  déjà 
connus,  donne,  pour  les  deux  premiers  termes  correctifs  qui  sont 
seuls  sensibles, 

%ke'coi‘d=z  0,0001992120 

* . • i . . 

•§ k - cos'  d — o, 00000  oo3o4 

* • 1 ...»  '»  . 


Somme  de  termes  correctifs,  additive  & ,ooo  ig  92424 

, / • • 

Cette  somme  étant  ajoutée  à la  partie  constante  de  log'D  il  en 
résulte,  à la  distance  polaire  assignée,  . ► 

logD^  — 4,75406  11951,  D<°>=  56762t,45  calcule. 

On  a, «par  notre  tableau. . . D<°’=  56762T,3o  mesuré. 
Excès  du  calcul ....  ’*  •+-  oT, 

* • • * . 4.  • 

* t , « • 1 4 * • • 

Il  est  impossible  de  répondre  d’une  différence  de  cet  ordre.  Pour 
la  faire  disparaître, ’il  suffirait  d’appliquer  la  petite  correction 
soustractive — o",oi5  à l’amplitude  astronomique  de  l’arc  me- 

'*  x-  ’ 
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sure,  laquelle  était  de  i"34'56"  dans  l'opération  du  colonel  Larub- 
lon.  Or,  les  observations  faites  avec  les  meilleurs  instruments  et 
les  soins  les  plus  minutieux,  comportent  des  erreurs  bien  plus 
grandes  que  cette  limite  (*). 


(*)  Comme  on  a sans  cesse  besoin  d'évaluer  ainsi  les  différences  de  lon- 
gueur des  degrés,  en  différences  correspondantes  qu’elles  supposeraient  dans 
l’observation  des  amplitudes  astronomiques  ou  géodésiques  d’où  on  lus  a 
déduits,  pour  se  faire  une  idée  exacte  de  leur  importance,  il  convient  de  ré- 
duire cette  évaluation  en  formule. 

Soient  A l'amplitude  de  l'arc  observé  exprimée  an  toises,  N le  nombre  de 
secondes  sexagésimales  que  contient  son  amplitude  astronomique  observée  ; 
U<u)  la  longueur  du  degré  sexagésimal  qu’on  déduit  de  ces  données  réunies. 
Ou  aura  évidemment 

36oo  A 
“N 

(O) 

Soit  maintenant  D le  degré  correspondant  à la  même  distance  polaire 


D<">  = 


moyenne  , qui  est  obtenu  théoriquement , et  nummuns  x le  nombre  du  se- 
condes sexagésimales  dont  il  faudrait  augmenter  N pour  le  conclure  tel  do 
la  meme  amplitude  A. On  aura  pareillement 

pt°>  36oo  A 
* “N  -+- x' 


Divisant  ta  première  égalité  par  la  seconde,  il  en  résulte 


N -t-  x D(°) 


conséquemment 


L’évaluation  de  x sc  fera  très-aisément  par  logarithmes.  Ici, par  exemple, 
(O)  (O)  * ffo) 

nous  avons  D — *Dc  = — o ,i5  et  N=56g6*.  Quant  à l)tf  , son  logarithme 

est  déjà  trouvé.  Le  calcul  s'effectuera  donc  comme  il  suit  : 

log  oT,t  5=  1,1760913  — 
log  N = 3,7555700 

2, 93i66i3  - • 

(O) 

logD^  = 4,754061a 


log  x — 2,1766001  — , 


co  qui  donne  x — — o,’(oi5oi7. 


C'est-à-dire  que,  pour  obtenir  une  augmentation  do  uT,t5dans  la  longueur 
T.  Ht.  1 4- - * 


s 
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170.  Je  vais  faire  un  calcul  pareil  pour  les  deux  autres  arcs  de 
notre  tableau  de  la  page  181,  qui  ont  été  mesurés  au  nord  des 
limites  de  distance  polaire  que  nos  données  embrassent.  Je  consi- 
dère d’abord  celui  d’Angleterre,  pour  lequel  on  a 

d = 37°5/4°w>  logcos’vf  = i ,7935246. 

Avec  cet  élément  et  la  valeur  précédente  de  c\  je  trouve 

} A c1  cos1  d = o , 0026a  7 1 933 

g * 

j A - cos’  d = 0,00000  $2976 

e' 

•J  A j cos"  d = o , 00000  00142 

(o) 

Somme  additive  à log  Df  o, 00263  25o5i 


du  degré  qui  se  déduit  de  l'amplitude  A,  il  faudrait  diminuer  l’amplitude 
astronomique  do  cotte  quantité.  En  opérant  de  même  dans  tous  Ira  rai 
pareils,  on  obtiendra  la  valeur  et  le  signe  de  la  correction  x,  exprinteeen 
secondes  de  degré  sexagésimal. 

Si  l’on  voulait  opérer  l’accord  de  l’observation  et  du  calcul  en  altérant 
l'amplitude  géodésiquo  A et  laissant  l'amplitude  astronomique  la  même,  il 
faudrait  supposer  que  A devient  A-t-o,  N restant  constant.  Alors  a devrait 
être  tel  que  l'on  eût  l’égalité 

pt°) 36oo(A-t-a) 

• • N ’ 

et,  en  divisant  celle-ci  par  la  première,  qui  avait  donné  D(°>  pour  l’ampliude 
A,  on  en  tirera 


D 


A D(“)  ’ 


conséquemment 


Alors  a sera  exprimé  en  unités  linéaires  de  mémo  espèce  que  A,  et  l’on  voit 
que  son  signe  serait  toujours  contraire  à celui  delà  correction  x,  qu'il  fau- 
drait appliquer  l'amplitude  astronomique  pour  produire  le  mémo  accord.  On 
A N 

pourrait  encore  éliminer  par  sa  valeur  tirée  do  la  première  éga- 

lité, ce  qui  donnerait 

D(°)  \ 

c —DW)  \ 

30oo  / ^ ' 

et  cette  seconde  expression  donnerait  la  même  valeur  do  a que  la  précédente 
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ce  qui  dpnhcy^iour  la  disbincc  polaire  désignée  , 

bgDt°)  ==.4  ? 44^7®-  p'0^—  calcule.. 

On  a . p.11  nuire  tableau  l)i°>  =.  5^o66T,o6  mesuré  f 
Donc,  excès  du  rakul.  . + i^T.j3t 

, 7% , \ ^ • *"  - £ 

L'amplitude  astronomique  *de  l’arc  total  mesuré  par  le  colonél  **' 
Mudge'éfait  tle  2°5o'23",  35»  Potiii.  faire  disparaître. la  différence 
indiquée,  il  faudrait  la  diminuer  (je  2", -74-  Cettô/jorrectipn,  quoi- 
que nu  peu  forte,  ii’est  pas  inadmissible^car  les  mesures  tle  l’am- 
plitude conclues  par  les-  distances  zénithales  d'étoiles  différentes 
présentaient  des  différences  qui  sVJcvaient  jusqu’à^"- 

l'I . Considérons  enfin  l’arc  de  Laponie*  et  dqjduisons-Ic  de  la  » 
même  formule.  Pour  cela,  ou  a - , . 

<•/  = aÿf’Sg'So*,  logços,4=  1 ,9*331 10. 

« ♦ 

Arec  cotte  drfrmée,  on  trouve-  ’ * - ... 

.*•  «•* 

' 4*e,co»,(/  = o-,  00354  55 123. 


«• 

# % ». 


{•X  ■ cos‘  tl  — n,  00000 


çC  ' 

\ X -•  cos‘ <l=o, ooooo  oo35(i 

*j  s • 


Somme  addiliveà  log  D, 


(») 


J i 


• o,oo3555tqifi  , 

Ce  qui  donne,  pour  la  distance  polaire  désignée,  * J • • 

*•’  - ..  ' * % J,  r . 

log Di°!  7>4^3.  Di°)  = Ô72o'2T,7y  tÿdçple.' 

On  a,.’pïr  notre  tableau.  . . D "'  = 57 i9fVr,  16  mesuré. \ 

Donc,  excès  du  calcul  . . * 

• • r 

*L 'amplitude  totale  de  l’arc  observé  éta^t  de  1 "37'’  19”, £7.  Pour 
faire  disparaître  l’excès  donne  par  le  e;Jcul  théorique*,  il  faudrait  la 
diminuer  de  o'',(i7<j,  et  M.  Swanhérg  11e  peinait  pas  répondre 
d’une  si  petita-quautite  avec  le  orrtle  répétiteur  dont  il  fîfisait 

usage,  surtout  comme  on  l’cmpIrtJ'aiLaloiÿ.  1 

_ • _ 

172.  (m  \ oit  donc  fju’H  juger  i r#Vcs  prrrrdrntos,  1 VI - 
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lipse  déduite  du  degré  du  Pérou,  combijtec  avec  le  degré  moyen  dr 
France  et  d’Espagne,  reproduirait  généralement  les  longueurs  des 
degrés' depuis  l’équateur  jusqu’au  péde,  dans  des  limites  d'écart  qui 
.n’excéderaient  pas  l’étendue  des  erreurs  possibles  des  observations 
d’oiuils  sont  conclus.  Nous  reconnaîtrons  toutefois,  un  peu  plus 
.loin,  que  l’exactitude  de  cette  représentation  est  très-loin  d’être 
partout  aussi  parfaite,  et  que  la  forme  du  sphéroïde  terrestre  s’en 
écarte  notablement  en  certaines  localités.  Mais,  avant  de  passer  à 
ces  comparaisons  définitives , il  sera  bon  de  voir  quelle  ellipse 
nous  aurions  , trouvée  si , au  lieu  de  combiner  le  degré  moyen  de 
France  et  d’Espagne  avec  celui  du  Pérou,  nous  l’avions  combine 
immédiatement  avec  celui  de  Laponie,  dont  il  reproduit  si  ap- 
proximativemeiït  la  longueur  mesurée.  Cela  nous  montrera  l'éten- 
due dés  variations  que  subissent  le  demi-grand  axe  a,  et  le  carre 
«le  l’excentricité  è*,  lorsqu’on  les  conclut  de  données  aussi  peu  dif- 
ferentes ; et , par  leur  plus  ou  moins  dé  stabilité,  nous  apprécie- 
rons la  confiance  numérique  qu’on  peut  accorder  à leurs  valeurs 
. absolues. 

173.  Comme  ces  calculs  sont  exactement  pareils  à ceux  que 
nous  avons  effectués  dans  la  précédente  combinaison,  je  les  expo- 
serai beaucoup  plus  brièvement.  Ici,  d’après  notre  tableau  delà 

page  181,  les  données  seront  : '* 

» ^ • • ' » 

*Degrc  moyen  de  France  et  «l’Espagne . 

f * ^ • 

D‘o)=  57024t,64.  4=  43°5i'54">  logcos’r/,  = i ,7158398. 
• v # • • ■ 

■»  _ » * 

Degré  de  Laponie , 

# /*■  * 

« D(,  *=571 96T,  16,  «/,=  23°39'5o"i  logcosV,  = 1 ,92371 10 

De  |à*jc  tire  d’abord 

- • > 

— «1=6,0029988027;  log;i  = 3, 4769479- 


IV 


57196,16 


Avec  cette  valeur  «lep,  je  f«Jlnv<  h*  somme  ï,  et  je  trouve 
’ S = o,oo?.rKï  oao23j-  log  3, 301073*)' 
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Avec  ccs  nombres,  et  les  valeurs  données  des,  distances  polaires 
dr,  je  conclus  . , * * 


0,009,00  02023 

o,  3aoi  3 71060 


0,062479570;  loge1  = 3,7957381. 


Cette  valeur  de  <?’  se  trouve  ainsi  un  peu  plus,  faible  que  par  la 
combinaison  précédente.  Pour  eu  vérifier  l’exactitude  numérique, 
je  calcule  successivement  log  n,  en  l'associant  à chacun  des  deux 
degrés  employés  ici  comme  données  ; et  j’obtiens  deux  évaluations 
qui  diffèrent  seulement  de  quatre  unités  surila  dixième  décimale 
logarithmique.  Négligeant  donc  cette  différence,  je  prends  leur 
moyenne , et  j’ai  t ’ • 

loga  =6,5147800106, 

ce  qui  donne  a = 327  1749*, 243 


En  combinant  le  même  degré  moyen 
de  France  et  d’Espagne , avec 
• celui  du  Pérou , nous  avons 

trouvé.  . a = 327 i<j85t,329 

* . ‘ 

Excès  de  la  première  évaluation. ...  • 236T,o86 

. * • . - *r’  • 

Le  demi-axe  équatorial  se  trouve  donc  ici  un  peu  plus  court. 

.Mais  la  différence  est  bien  petite  sur  une  si  grande  longueur.  Avec 
la  valeur  que  nous  venons  d’obtenir  ici  pour  e>,  je  cherche  l'apla- 
tissement f,  et  je  trouve  ' ■ r • - » * 

- . . • _ ’ 

« = o,oo3t  2 88732 =-î—rri i,  log t = 3,4953879. 

Cet  aplatissement  est  un  peu  plus  faible  «pic  la  combinaison  pré- 
cédente ne  l’avait  donné,  comme  la  moindre  valeur  de  e1  devait  le 
faire  prévoir.  En  le  combinât  avec  la  valeur  moyenne  de  log  a , 
obtenue  tout  à l’hetire,  on  en  conclut 

* „ at  — ' 1 o236t,87 

* • ® ■ 

Et  puisqu’on  a tronvé a =327174^,24» 

Jk  • • • , . — ■ — — . — 

il  en  résulte  ..... .e"  « b = 3'1.6 1 5 1 2T,3<7 

Le  demi-axe  polaire  b se  trouve  donc,  ici  un  peu  plus  grand  que 
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dans  la  prjyn^ère  combinaison  , tandis  que  le  demi-axe  équatorial  a 
a été  trouée  un  peu  moins*  C’est  une  conséquence  de  èe  que  l'apla- 
tissement i est  .ici  plus  .faible  qu’il  n’était  alors.  Mais,  par  la  ma- 
nière dont  ees valeurs  s’obtiennent,  on  conçoit  combien  il  est  facile 
qu’elles  présentent  de  pareilles  discordances. 

174.  Avec  les  •x-aleurs  de  iog  a et  de  e1  ainsi  oUcnuoSf.  je 
trouve: 

T ^ r ’ ••  • * 


. /V/  r\  •• 

log/i-s-log^— -)  = 4-, 75666 7.3782V • ».  . 


-je*. . .j  = 0,027139664. 


Ces  nombres  étant  .combines  selon  la  règle  de  la  page  ao3 , 
et  appliquées  comme  dans  la  page  209,  donnent 


logü/ ^=-4,75394.34  • 18,  logD^  = 4,75801  436i4  ; 

* 

et  par  suite*  # , % t . * 

, . ♦ . • 
Longueur  du  degré  équatorial  en  toises.  D^°  = 56747^066 

»«  * 

Longueur  du  degré  ^polaire  eh  toises. . . DJ,"'  *=  5728it,493 

^ * * • : 

F.xcèsdn  degré  polaire  siqTrquaùma] . 534.T,4»7 

de  l:'i  on  tire,  pour  ttrie  distance  polaire  quelconque  y. 

T | \ • • t » * ^ 

log  fh°>  = 4 , 75394  34 1 1 8+  * X je3  cqs-  il  4-  ! »'  cos*  ci-t-  j c^os^  -+-  -J-  e‘tt»s'  <i. . 

Ce  nouveau  ilrgce  équatorial  surpasse  de  ioT,644  celui  que  nous 
avions  oblenti  par  la  combinaison.de  l’are,  du  Pérou  avec  l’arc 
nttiven  de  France  et  d'Espagne.  Le  degre  polaire,  au  contraire, 
est  moindre  de  l-i  ri5’}  > que  celui  que  la  mémo  combinaison  nous 
avait  donné.  Les  deux  éalculs  rcpdVnt  cl’aillcnrs  sur  une  donnée 
commune,  qui  est  l’art  moyeu  de  France  et  d’Espagne.  Or,  les 
deux  écarts  ici  obtenus  répondent  respectivement  à.  des  diffé- 
rences dé  ot  et  0^725,  dans  les  amplitudes  astronomiques  de 
l’are  de  i",  qM#erai,enf  .mesurées  à l’une  dé  à l'autre  de  ces  dis- 
tances polaircfflt  et  l’eaef  répondrait  diflicilcmcnt/le  pareilles  quan- 
tités sur  la  mesure  pratique  de  ees  amplitudes,  aux  époques  où 


(O) 
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elles  ont 

- 

deux  «mil 
terrestre:  _ 

Cependant, elles  j£unn<?nt.déstvaleurs  i 
ferentes,  pui$que^j|j«  trouvons  : % j ~'Æil'w  * 

l’ar  le  degré  du  PÿVou  , eoUihint*  ;i\lc  Je  degré  moyen  de  France 
et  d’Espagne  v m • ' * . *»  . w 

'•  . ^ 

e’  = 0,00648  7 7 23^,  8 = 0,0032^405  : 


\ 

w. 


degré  mov 


Par  le  degre  de  Laponie  combine  avec  le  même  degré  moyen 
<■’  =0,09624  7957*0;  < =«o,oo3_t  2 88733.=?^  1 


5f 


Ceci  nous  apprend  donc  que, Vans  Pétut  oj'i'itè-tijDuvaient  les  oCîer-* 
valions  astronomiques  et  les  opérations  géo&siques  -,  lorîqi^  Po‘11 
a fait  ces  diverses  mesures  de  degréstejrésires,  on  ne  peii^pfts 
répondre  de  la  qîiatrîèrtie  décimale  sur  l’évaluation  (U-  c’ ou  de*  • 
l’aplatiss«meht  é|  ^ y 

17i>.  Les  déterminations  précédentes  nous  donnent  ainsi  ce  que. 

Ion  pourrait  appeler  la  parti?. ik-gidièt?  de  l’e'fîipsoide  terrestre, 
telle  que  peuvent  la  fournir  Içs  deraujits  enyilov^s  dans  le  calcul.  ' 
Mais,  en  appliquant  ces  résultats  auxdegrés  que  Oint  été  mesures 
dans  certaines  loc^jités,  un  y.^décqcfvre;  des  éçarts  Hrop'coiRnilé-*  J 
râbles  pour  qu  on  puisse  les  attribuer  anx  erreurs  il  é^phs  diva  fions.  * 

De  sorte  qu  il  faut  nécessairement  v\oir  des  irrégularités  réelldd,  ' * 
qui  rendent  la  l'orme  du*  sphéroïde -terrdfye  occasjpnuellement 
différente  d un  ellipsoïde  de  ruvolutiort  dans  les  lieux  ^nt  il 

*’«4  " V'  * . _ _ 

Ges  irrégularités  .sont  surtout  manikstes  an  kiorope^'^ers  le 

45' 

dégrade  distayw  polaire , où  lés  longueurs  diMH'ndiries'ecÿr-,  * 
tent  aussi,  le  plus  notablement  d'une  )of  de  varêitiq^tontiAne, 
connut*  jei’rii  lait  remarqder  d^ns  lo  Ionie  fl,  page^  4 7^  • C’est 
pourquoi,  flf jtl^gjé  jnojrén  ou^j^pond  à peu  p$s  à cotte-  distance 
polaire  étant  uq  ek-mqnt  eomimiii  aux  detix  combinaisons  que  nous 
venons  d effectuer,  cm  peut^ndTlfcrentmenl  emploi' l’ellipse  re  • 
gulicrc  déduite  de  lune  ou  de  l’autre,  pour  i'appIfTpjér  à ces  rva- 
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Imitions  locales.  J’y  emploierai  , en  tonswjjience  ^ celle  qui  résulte 
de  f*arr  moyen  «l'Espagne  et  <1^  Franée,. combine  avec  celui  du 
Pérou,  laquelle  dortne,  en  générai  , pour  la  longueur  d’un  degré 
«pieleonque  en  toises,  ■ S ' . ‘ ' , 

lo!»  I)  ° =4,75386 19527 -{-  */• i*’cos^/-Vçr,ro5V/-t-^e‘cOs‘</4-  jc‘rns  d. 

Sr  »r  "* 

expression  dans  laquelle  il  faut  faire 

1 Jtr  ^ . •”  , 9» 

log}X=  1,81.36755703,  01^^=3,8120924. 

* * * .t 

171».  .l’appliquerai  d'abord  cette  formule  à l’évaluation  du  de- 
gré: moyen  mesunrentre  Evaux  et  Carcassonne,  parce  que  c’est, 
daris' l'arc  de  France,  celui  qui  paraît  le  plus  s’écarter  delà  loi  gé- 
nérale. D’après  notrp  tableau  A «le  la  page  179,  l’unique  donnée 
é prendre  pour  oiénicut  du  calcul  est  la  distance  polaire  moyenne 

. «r  ' TfnL  tÆ 

, . Vf  = 45"  t8éi  i",58,  ce  qui  donne  _log  cos  y/  = i,6g434  88. 
y \veC  ces  élém«'nts  jê  trouve 

» ~ .4  , . . 

f. log  D!°)  =4,57386  19527  -t-  0,002094 « 83 1 =4i7^5956i  358 ; 


l 


d’oft  l'6n  tire 


j») 


Or,notretaldeau  delà  page  1 79 
dohne,  à ccHe  'même  dis- 
% tance  polaire. 

% • ’ 

Donc,  excès  de  la  mesure  sur  le 

7 -a 

calcul . . . . ; 


Dc  = 570ioT,66  calcule. 


D(0)  ='  *56977T,3t>  mesuré. 


(-) 


Dé”—  Dr 


=«•*-  •'  33L3o» 


b amplitude  astronomique  dc  l’arc  mesure  était  2°  57'48*,24, 
• , a^sî  *que  le  rapport^  Delâmbre,  Base  dil  srstèmc^màtrique, 

■ toule  III,  pagé54;)-  Pour  faire  disparaître  l'écart,  il  faudrait  la  dimè- 
re nuer  «re  6y?.8«|5,  d’après  ,1a  formule  rapportée  dans  la  note  de  la 
page  2 1 grande  erreiu-  D’est  pas  absolument  impossible 

avec  les  instruments  cl  Iç  mode  «l’observqtion  qu'on  employait 
» alors.  Mais  «dje  est  peu  vraisemblable  et  il  y 3 lieu  dc  présumer  que 
l'écart  obte’çp*  est , au  moins  en  partie,  l’éflel  d'unj  rrrégularilc 
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reelle  propre  a cette  localité.  Si  l'on  voulait  établir  l’accord  en  alté- 
rant l'amplitude  géodcsique,  il  faudrait,  d’après  laMième  formule, 
l’augmenter  de  99T,6o6,  ce* cpii  est  encore  moins  supposable. 

177.  Voici  un  autre  exemple  qui  n’offrira  pas  de  doute.  Il 
s’ offre  dans  le  voisinage  de  Turin,  sur  la  portion  de  l’arc  méridien 
qui  s’étend  entre  Andrate  et  Mondovi.  Une  première  mesure  avait 
été  faite,  en  ! 762*  et  1763,  dans  cette  localité,  par  le  père.  Becca- 
ria, et  le  résultat  semblait  s'écarter  considérablement  de  l’ellipse 
moyenne  propre  à 'cette  portion  de  l’Europe.  Mais  on  pouvait  lé- 
gitimement mettre  en  doute  l’exactitude  de  l’opération,  ce  qu’une 
vérification  effective  a depuis  confirmé.  MM.  Carlini  et  Plana,  as- 
tronomes de  Turin,  l’ont  recommencée,  tant  pour  la  partie  astro- 
nomique que  pour  la  partie  geodesique,  avec  toutes  les  recherches 
de  précision  que  l’on  pouvait  attendre  de  leur  habileté  et  des 
• excellents  instruments  qu’ils  ont  mis  en  usage.  Ils  ont  obtenu  les 
résultats  suivants,  que  j’e.Xtrais  de  l’ouvrage  de  M.  Plana  intitulé  : 
Mesure  d’un  arc  du  parallèle  moyen,  tome  II,  pages  346  e t sui- 
vantes : 

' - r * . 

Longueur  totale  en  toises  de  l’arc  méridien  compris  entropies 

stations  d’ Andrate  et  de  Mondovi • (i464f)Ti^ 

Amplitude  astronomique  de  l’arc,  observée. . . ’■  id  7'  27" 

Distance  du  pôle  au  zénith  au  milieu  de  l’arc, 
conclue  de  la  moyenne  entre  les  observa-  ‘ 

lions  faites  ans  deux  stations  extrêmes  // -t— 


d — 45° 


3l" 


De  là  on  tire  proportionnellement  la  longueur 
du  degré  sexagésimal  pour  cette  distance  po- 
laire  ; * -Hp")  = 57^87 T,  o 

. •*  * , y » •.* 

Maintenant  la»valeur  assignée  de  la  distance  polaire  moyenne  donne 

■.**•■■*  * _ • •«  * 

H .Jog  cos'  <l—\  ^983336; 

W 

et  en  introduisant  cet  élément  avec  r'  dans  nôtre  expression  géné- 
rale des  degrés,  on  trouve  s 

* . . ; ’v  «►.  « ,t 

l?g  I)  = 4,73386 19527  -f-  0,0021^35179  = 4'?5î’p7  5-4 
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d:o,= 


■*57013^,^04  calcule. 


» ». 

D°i  qp  576%t,  000  ulîsei;v.:' 


-+*  ^/3Ti  79Ü* , 


tire  .,  ... 

» ^ f J * 

Or,  par  les  observations  ■ ’«  - * . t 

de  MM.  Carlini  et 

Plana , nous  avons ...  » 

Donc,  excès  dcJa  mesure 

» -ftf-  * b 1 0 1 

sur  le  calcul. ..  & ...  Ü'°  — I) 

IA.  ’ , ..  a 

Pour  faire  disparaître  cette  différence,  il  faudrait,  d’après  la  for- 
mule de  la  page  an  (note),  augmenter  l'amplitude  astronomique 
de  47",8?,8,  ou  diminuer  l'amplitude  geodésique  de757T,46.  Ces 
deux  rapectipns, sont  egalement  ^admissibles,  dans  une  opération 
qui  a éjéSaité  parties  astronomes  habiles,  avec  le  soupçon  d'une  pre- 
mière erreur  ou  d’une  anomalie  réelle , et  avec  les  plus  grande*  re- 
cherches de  précision.  Il  faut  donc  en  conclure  que , dans  la  localitq  * 
dont  ils’aptf  le  sphéroïde  terrestre  s’écarte  considérablement  de  la 
forme  elliptique  dont  il  approche  généralement  dans  son  ensemble. 
O11  a vu  dans  le' iome  11,  page  483,  que  les  longueurs  du  pendule  - 
mesurées  depuis  Rnrdeaux  jusqu’à  Fiume,  sur  ce  même  parallèle  de 
jS  Segres,  s’écartent  aussi  beaucoup  de  la  constance  quelles  au- 
raient sur  un  sphéroïde  de  révolution , ayant  à l’intcrienr  une 
constitution  uniforme  sur  un  mémo  méridien.  De  telles  inégalités 
n’ont  rien  qui  doive  surprendre  si  l’on  ctmsidèr,e  les  grandes  mo- 
difications phvsiqu.  s que  les  couches  extérieures  de  la  teVe  tmt 
subies  partiellement  ,a  diverses  époques  , et  qui  continuent  encore 
de  s opérer  avec  lenteur  de  notre  temps  même,  puisque  certaines 
portions  des  continents  terrestres  paraissent  s’élever  graduelle- 
ment et  d’autres  Rabaisser. 

Quoique  les  deux  combinaisons  que  nous  venons  d’en  •ployer, 
pour  déterminer  les  elcménts  de  l’ellipse  terrestiy  nous  aient  conr 
duits  à des  résultats  qui  V diffèrent  entre  eux  fpie  par  des  quïrft1. 
tites  si  petites,  que  l’on  ne  saurait  en  tepWhdi  e^ans  des  opérations 
pratiquaient  effectives,  on  peut  espeéer  d’olüenir  une  évaluation, 
sinon  ccï  taliiieinent  plus  exade  , dii  moins  plus  digjÿ1  cucore  de 
conliaièccfcn  prenant  une  moyenne  arithmétique  entre  leS*  viilcijrs 
(pitres  nous  ont  données  pour  les  rlrmcnts  déterminatifs  lop/i 
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cl  ;.  Je  forme  ainsi  le  tableau  suivant  qui,  d’après  le  système  de 
données  combinées,  présente  les  dimensions  en  moyennes  du  sphé- 
roïde terrestre  considéré  comme  un  ellipsoïde  de  révolution,  en 
faisant  abstraction  de  ses  irrégularités  locales.  Les  longueurs  y sont 
expriméesen  toises  de  l’Académie,  qui  a servi  primitivement  d’éta- 
lon commun  à toutes  les  mesures.  Elle  était  en  fer,  et  elle  est  censée 
rapportée  à la  température  de  1 6° -J-  du  thermomètre  centésimal. 

Demi-axe  équatorial , 

a — 327i867T,9.8;  loge  = 6,5147956789. 

Aplatissement , 

: = 0,0031890085;  logs=  3,5o36554 


Carréde  l'excentricité , 

e'—  0,0063678439;  loge’  = 3,8039924. 

1 

Excès  du  demi-axe  équatorial  sur  le  demi-axe  polaire, 
ai  —10434,01;  logn«=;  4>oi845n3lo. 

Demi-axe  polaire , 

b = 3261.433,27;  log  b = 6,5i34o8497i. 

Avec  ces  éléments  moyens,  je  réduis  en  nombres  l’expression  dé- 
veloppée d’un  degré  quelconque,  qui , d’après  la  page  197,  est 

ll0)  = a ( 1 — e')  ( 1 -+-  A r} cos' H-\-  ~ ë 1 cos‘ d-\-  fi c*  cos‘ </-+- -J-J-f  c‘ cos*  il. 

Le  coefficient  commun  se  calcule  d’abord  par  parties,  de  la  ma- 
nièie  suivante  : 
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Iog«  =6,5 1479  56789 
Iog-^^=  1,75812  26324 

GJ 

= 4,75667  3o465  76ôa  = io4t»^568 

log  e’  = 3,8o3gg  24  — ^ac1  = 363T,6347 

log  ( = 2,56o66  54  yg^a(,  — <’)  = 56,4.  T, *22, 

et , en  achevant  le  calcul  des  termes  suivants  avec  ce  coefficient 
commun,  on  trouve  généralement 

D(o)=5674,T,22-f-  54iT,986coss</-t-4T,3i4i  cos'd 

4-  oT,o32o5  cos8  d 4-  oT,  0002296  cos*  d. 

C’est  la  série  que  j’ai  annoncée  dans  la  page  198,  et  l’on  voit  qu’il 
suffira  toujours  d'évaluer  ses  deux  premiers  termes,  pour  dé- 
passer les  limites  accessibles  à l’expérience.  J’emploierai  désor- 
mais ces  résultats  moyens  dans  tous  les  calculs  d’application  que 
nous  aurons  ultérieurement  à effectuer. 

178.  Je  joindrai  ici  l’expression  du  logarithme  delà  normale  N, 
limitée  à l’axe  polaire,  parce  que  l’on  en  a un  continuel  besoin 
dans  les  applications.  Nous  savons  que  l’expression  de  celte  nor- 
male est 

N= ? v 

(1  — e3  cos1  rf)> 

on  aura  donc 

log  N=log«4--(c’cosI<i 4-7C*  cos*  «/4-je*cos*  d.  . .). 

Il  faudra  limiter  le  nombre  de  termes  de  cette  série  selon  le  nombre 
déchiffrés  décimaux  que  l’on  voudra  obtenir  dans  logN.  Le  tableau 
ci-dessus  fournira  toutes  les  constantes  de  ce  calcul  en  y ajoutant 
la  valeur  de  log|Æ,  qui  est 

• log -J  A =7,3367543i56. 
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AFFÉRENTS  A LA  PAGR^HÔ.- 

a • • «c  V % 

Sur  la  dfividoppce  de  l ellipse,  %et  sur  ses  ray  on  s 

, - . oSculaledrs.  M m y#.  t 

• . • l*  f m r^J1  ^ 

Pour  pn  ciwrJrs  considérations  exposées  dans  le  § U50,  jo  jotns^fl*î  rjtte!  - 

un  details  anal)  tiques)  i|uo  je  tire  dés  formules  démontrées  par'I.oetolt 


L'équation  de  cette  courte  sera  .'V-  i»  a ■ ^ , 

b* 


De  là  on  tire 


ire  Iqs  Cpel 

< iLm 
.JM.)  v 


Dicients  différentiels 


HNmP  * 


h'x 

w+ 


djr 

dxx 


nomme  y,  on  trpuru  comme  lui,  pago  qôr,  ' 

**  ’ sàf 


Lu  les  substituant  dans  l'expression  du  ravoii  ujctilatrur  que  Lacroix 

- “s  “ 

^ > 

T S 

Aux  sommets  de  l'axe  polaire  wtfî  =:o  et  r — ^ b i 00  a ajonc  alo 

e?  1 h 

-o  s-Sg*  * * 

Aux  sommets  dé  t axé  équatorial  AA, , 


' ÎFT7  a 


. r 


Ane  aj^rs 


Dans  chaque  cas  1c  rayon  y doit,  par  définition  ,*étre  porjî  sur  la  <lorin*|. 

L wa  combe.  C'est 


càfle  rayon  y doit,  par  délAlli 
du  point  léonsiaéré , 1 partir  de  ce  point  intérieurement  I 
pourquoi  je  ue  lui  attribue  pas  de  signe  ptdfire.  Les  râleur»  que  ces  expres- 
sions lui  attribuént  sont  conformes  aux  énoncés  que  j'ai  donnés  dans  le 
texte.  • 


« 

S.  Lorsqu'on  substitue  les  mêmes  coefficients  dilférétiticls  dans  les  ex- 
pressions des  coordonnées  rectangulaires  du  centre  d’osculation  que  Lacroix 
nomme  * et  fi  à la  page  citée,  en  les  prenant,  comme  lui,  parallêleshni  r,y. 
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« 


et  leu  cornpluut  aussi  du  ceittru.0,  «celte  substitution  donne 

• . («'  — b')  *'  ( a'—ï')  . 

s * r 

«■l  en  f.iisanl.eomine  dans  le  texte,  ■ • v ' 

* % •.  * - ê?  ».v  J . . 

. , la’  — i’)  ~ 

. C -,  f*1  t^fVrvC).  , . » 

■■Ife:.  détiennent  ‘v  %'  *■  fc  • 

* > JP/F1-  * -,  A • 

Sous  cette  forme  simpfr,  on  voit  <|ho,  J>our  chaque  jiojnt  iùj  l'ellipse  dont 
les  coordofnfijc^fipnt.r,/,  lès  Seftx, coordonnées’ «J  ,$  dp  cofctrO  dlosni’uMion 
» décroissent  simn1tan,  ment  avec  l’esceotricÇte  dont  le  carré  vil  représente 
par  e*.  Kotiç,  c yo^  deviennent  jinllcs  quamljc/esp  uplVrn’St-h-dite  qujral 
* l'utlipse  devient  un  cercle  v auquel,  cas  les  cent»», doscula  lion  t après  t’iirt 
rapp^ehés  progressivement  du  centre  O,  lipissetaphr  coïncider  tons 
1 atra^iu..  , • . * * / é-\  % 

5.  K*  ftiftimàiit  i’  <le*  f équation  de  l'ellipse  par  |on'expta?ssion  en  d, 
cette  équalib^fUsvicnL 

, ’JÈTV^ -Vf  £f.  -r'),-’  l *"*' 

Prene*  les  valeurs  de  -r  et  de  * ch  « et  .3,  puis  substituer. -1er  dans  celle-ci, 
.vtJUSjjOurez  le  lien,(;eiHrijlj|des  «çiftres  d’osculation,  c’est-à-dim  TmikUiot 
t-ra  J,Jclarrcr,  et  «.prés  la  suppression  dés  Csd.-nré  flllf  sero  J^ramass 

ani^fleiix^nrmbW^s , vong  iroiworcz  poilr  rcstritdt*  X>  m 

<WlU*.-.|t..-,li,.n  conipren.l  le, quatre  branche»  de  la  d,  > . lopive 'qui  r 
I*  (^iialce  qundifnniÿ  de  llipjj^ot  qui  sont  toutes  parciln**; 


corres- 


Il  y a done  pour  ce  cas  deux  vofenr.  de  r. bsei.se  » , lesquelles  sont 


a,  = a , 


b' 

a.  = -H 


tLTt:  rrndl“"  l‘Tl  qirt  e#l  *•*•*  P«  U^an,  la  jfr  J,,  et 
son  lomuloguo  t,  , situe  symétriquement  de  l'autre  (été  , 
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centre  O.  Ces  valeurs  s'accordent  à donner  — pour  la  longueur  du  rayon 

oscillateur  aux  deux  sommets  A.,  A,  de  l'ellipse  , comme  nous  Tarions  déjà 
trouvé  directement. 

Cherchons  de  même  io  point  où  la  développée  coupe  l’axe  polaire  des  y. 
Alors  il  faut  faire  a nul , et  l’équation  donne 


/3=± 


rt  r* 

\/  i —e' 


d’où  résultent  ces  deux  valeurs 


• 

a élant  supposé  plus  grand  que  4 dans  la  fig.  3a  , la  seconde  racine  fi,  y est 
négative.  Elle  répond  au  point  désigné  par  Cp.  C’est  le  centre  d’osculation 
du  sommet  P.  La  première  racine,  au  contraire,  est  positive.  Elle  répond  au 
point  homologue  désigné  par  Cr,  qui  est  le  centre  d’osculation  du  commet 
inférieur  P,.  Ces  résultats  reproduisent  encore  ceux  que  nous  avions  trouvés 
directement  pour  les  rayons  d'osculation  aux  sommets  P,  P,. 

On  trouvera  de  même  tous  les  autres  points  des  quatre  branches  de  ln 
développée  qui  correspondent  aux  quatre  quadrants  de  l’ellipse,  en  attri- 
buant à leurs  abscisses  a,  ou  4 leurs  ordonnées  fi,  les  valeurs,  soit  positives, 
soit  négatives,  pour  lesquelles  on  veut  les  déterminer. 

4.  Maintenant,  pour  donner  à l'expression  du  rayon  osculateur  y la  forme 
rapportée  dans  lo  texte,  reproduisons,  Jig.  34 , une  ellipse  pareille  4 celle  de  la 
fig.  3a,  afinde  ne  pas  compliquer  celle-ci.  En  un  point  quelcouque'Mde  cette 
courbe,  mener  une  normale  MN  terminée  4 l’oxe  4.  On  démontre,  dans  le» 
cléments  de  géométrie  analytique,  qu’elle  coupe  cet  axe  sous  un  angle  MNP, 
ou  d,  tel  qu’on  a 

, 4*  x x 

langd  = — = -(t  — e’1: 
ay  y'  '> 


cela  se  voit,  en  eOét,  immédiatement,  d’après  la  valeur  du  coefficient  diffé- 
rentiel — rapportée  plus  haut. , 

Tirci y en  x de  cette  expression,  et  substituez-le  dans  l’équation  de  l’el- 
lipse mise  sous  la  forme 


(»> 

il  en  résultera 
et,  par  suite. 


— <•’)  j*  = a*(i  — e*). 


, . o’sin'd 

1 • — el  cos’d’ 


t_o’(t  — r’J’cbs'  d 
I — e*  eus*  d 
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Mettes  maintenant  ce§  valeur»  dans  l'expression  du  rayon  oscillateur,  en 
coordonnées  rectangulaires  , qui  est 

x 

v = ’ 

eu  , en  remplaçant  b * par  sa  valeur  — e*), 


*/  — 


l o V,*+*  ( ' — «*)*  x%)  3 


a 1 — e* 


Après  avoir  supprimé  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  do  la  fraction 
et  remplacé  sin*  d -h  cos*  d par  î,  vous  trouverez 


(4) 


a ( l — <•*) 

£ 1 

[i  — e%  cos *</]* 


c'est  l'expression  que  j'ai  rapportée  dans  le  lexte. 

Pour  avoir  les  coordonnées  a,  ,3,  du  contre  d'osculation  exprimées 
aussi  en  fonction  de  l'angle  d,  il  n'y  a qu'à  reprendre  leurs  valeurs  en  coor- 
données rectangulaires  x,  jry  que  nous  avons  trouvées  être 


« » — e ) 


Â*r*- 


Si  l’on  remplace  x,  y , par  leurs  équivalents  tirés  des  équations  (3),  en  at- 
tribuant à l’un  et  à l'autre  le  signe  positif  qu’elles  ont  dans  le  quadrant 
PA,  on  aura,  pour  les  centres  d'osculation  qui  y correspondent  : 


(5) 


a e1  sin3  d 
" 7 ’ 

(i  — c*  cos’d)2 


â=  — 


a e* (i  — e*)  cos3  d 
A* 

(i  — <?*  cos*  d)7 


C.  Pour  obtenir  l'expression  de  la  normale  N sous  une  forme  analogue  , 
il  faut  remarquer  que  dans  le  triangle  rectangle  JN EM,  où  ME  est  x,  elle  est 

égale  à — - • Employant  donc  la  valeur  ci-dessu9  de  x*  en  d,  vous  aurez 
w sin  d 

(6)  N=— 

(i  — e*  cos*d  )* 

11  est  quelquefois  utile  d'avoir  ON  , distance  du  centre  do  l'ellipse  nu  point  IS, 
où  la  normale  rencontre  l'uxe  polaire.  Cette  distance,  considérée  comme  po- 
sitive vers  P, , a évidemment  pour  valeur  Ncosd-—  y.  Mettant  pour  N et  s 
leurs  valeurs  en  d,  on  trouve 

(,)  OM= -C°Sd  ,■ 

m (i— -c*  cos  * d}* 

7 Le  rayon  vecteur  central  R.  ou  OM,  est  également  facile  à obtenir  sous  la 
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niànc  forme,  puisque  son  carre  cal  évidemment  égal  à ï,+7*.  Faisant  donc 
la  somme  de  ces  expressions  et  dégageant  la  portion  l — e * coV  d qui  se 
trouve  commune  au  numérateur  ainsi  qu’au  dénominateur,  on  aura 


(»} 


0t  R r 

I — c*  cos’  «J  F i — e cos*  d J 


Lorsque  e’  est  une  quantité  très-petite,  comme  dans  les  ellipses  des  mé- 
ridiens terrestres , ces  expressions  sont  très-aisées  à développer  en  séries  ra- 
pidement convergentes,  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  e*  ; 
et  il  est  également  très-facile  d'avoir  les  expressions  de  leurs  logarithmes 
tabulaires  développées  sous  la  même  forme. 

8.  Enfin,  on  peut  aussi  vouloir  connaître  l'angle  MOP  que  le  rayon  R 
forme  avec  l'axe  polaire  OP.  Je  le  désignerai  désormais  par  la  lettre  D.  Sa 

tangente  trigor.ométrique  est  évidemment  égale  h X-  Cola  donne 


tang  U — 


tang  d 
i — cr# 


Cet  angle  diffère  ainsi  très-peu  de  d lorsque  e * est  une  quantité  fort  petite, 
comme  dans  les  ellipses  des  méridiens  terrestres.  De  là  on  pourrait  aisément 
déduire  la  tangente  de  la  différence  D — d,  différence  représentée  dans 
notre  figure  par  l’angle  OMN  que  je  nommerai  e.  Mais  l'expression  de  cette 
tangente  ne  se  prêterait  pas  à un  développement  toujours  convergent.  C’est 
pourquoi  il  vaut  mieux  chercher  l'expression  de  son  sinus.  Or,  cela  est  très- 
facile.  Car  d'abord,  on  a évidemment 


sin  D = ^ = 


sin  d 


r.  y (i— e*)cosd 

Tî  cosD  = Rr- * L 


f I — t%  (a  — e1)  cos1  d]1 


[ l — e’  (a  — <•’)  cos*  J]' 

Or,  on  a identiquement 

sin(D  — d)  = sin  D cotd — cos  L)  siurf. 

Substituant  les  valeurs  précédentes  de  sin  D et  cos  D,  puis  réduisant  les 
termes  du  numérateur  qui  sc  compensent,  on  trouve 


(9) 


sin  (D  — d)  = - 


{ r’sin  ad 


[i  — e*(a — e1)  cos*  dp 


expression  qui  peut  aisément  se  développer  en  une  série  toujours  conver- 
gente lorsque  e*  est  une  fraction  très-petitede  l’unité,  comme  dans  les  ellipses 
des  méridiens  terrestres. 

D'après  cette  valeur  générale,  l'angle  D — d ou  e devient  nul  quand  d est 
égal  à o°  ou  go°.  En  effet,  dans  ces  deux  cas , le  rayon  R et  la  normale  N s o 
confondent  en  une  même  direction  , qui  coïncide  nvre  l’axe  h on  l’axe  a. 
Entre  ces  deux  limites  extrêmes  , la  plus  grande  valeur  de  D — d a lieu  , à 
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très-peu  de  chose  près,  lorsque*/  = jjfi0;  ce  ^nd  *'°2^  égal  ® Punite. 
Donnant  donc  à d cette  valeur,  on  a pour  ce  cas  : 


•in  (D  — d)  = * 


Prenons  , avec  Dclambre , 


e*  = 0,006469.502 { , ce  qui  répond  à l'aplatissement  « = 0,00 3 24. 

En  réduisant  le  second  membre  en  nombres  et  cherchant  d dans  les  Tables 
trigonomélriques  par  la  valeur  du  logarithme  de  sa  tangente  , on  trouvera 

D — d = o°  n'  9*, 38. 


Dclambre,  dans  les  trois  volumes  de  son  ouvrage  intitulé  : Base  du  système 
métrique , a présenté  les  développements  des  expressions  (1),  (a),  (3),  (4)» 
sous  diverses  formes  de  séries  convergentes  convenablement  préparées  pour 
composer  des  Tables  numériques  continues  de  leurs  valeurs.  Il  11e  restera 
qu’à  étudier  les  diverses  modifications  qu’il  leur  fait  subir  pour  les  appro- 
prier à ce  bu). 

9.  Les  expressions  établies  dans  les  paragraphes  précédents  vont  ine 
servir  pour  démontrer  l'importante  proposition  que  j'ai  énoncée  dans  le 
texte,  page  188,  § fl&f.  A cet  effet , revenant  à la  fig.  3a,  je  prends  sur  une 
partie  quelconque  du  quadrant  elliptique  PA  trois  points  M,,  M,,  M,,  tels 
que  les  normales  menecsaux  deux  extrêmes  forment,  avec  la  normale  inter- 
médiaire, des  angles  ta  égaux  entre  eux,  classez  petits  pour  que  l’on  puisse 
considérer  comme  négligeable  le  produit  du  cube  de  leurs  sinus  par  le  carre  e* 
de  l'excentricité  de  l'ellipse,  ce  qui  permettra  de  les  étendre  jusqu’à  2°  ou 
même  davantage.  Jo  désigne  généralement  par  d l’angle  que  ta  normale  in- 
termédiaire M,  N,  forme  avec  l’axe  polaire , de  sorte  que  les  deux  autres 
feront  respectivement,  avec  ce  même  axe  , les  angles  d — uctif  + u,  w étant 
restreint  aux  limite»  ci-dessus  spécifiées.  Cela  posé,  soit  C,  le  centre 
du  cercle  qui  est  osculoleur  en  M,.  Je  mène  d’abord,  à partir  de  ce  centre , la 
droite  Cf  M,.  dirigée  au  point  M,,  et  je  vais  chercher  l'angle  qu'elle  forme 
avec  l’axe  polaire.  Quand  nous  l'aurons  obtenu,  il  suffira  d'y  changer  — ta  eu 
-f-M  pour  avoir  l’angle  analogue  <j, , relatif  à la  droite  similaire  C, M,, 
menée  du  môme  ceulre  de  courbure  Ct  au  point  Ma. 

Or,  en  nommant  xt  , y,  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M,  , 
et  a , fl  celles  du  centre  de  courbure  C,  , on  aura  évidemment,  selon  l’ac- 
ception generale  et  usuelle  des  formules  algébriques  , 


la  ngrf, 


y. 

>.  “ « 


Il  ne  reste  qu'à  introduire  dans  le  second  membre  les  expressions  des  coor 
données  u , fl 
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Formons  d'abord  celles  des  points  M,  , M,.  Comme  ils  sont  situés  sur  le 
quadrant  positif  PA  de  l'ellipse,  on  les  conclura  des  formules  (3)  en  y mettant 
pour  d les  valeurs  particulières  à chacun  de  ces  points.  On  aura  donc 
ainsi 

a!  i — e*)<joa  {d — m) 


<*sin  ( d — ai) 
x,  — — | 

[ i — el  cos*  {d — ai)]* 

a sin  d 

x#=  , » 

(l — r’cos’d)* 


fl — e’cos *(d— a>  J* 
a ( i — #?’)  cos  d 
(l — e’cos’d)’ 


Maintenant , le  centre  de  courbure  C,  étant  situé  sur  la  normale  intermé- 
diaire, menée  par  le  point  M,  du  quadrant  PA,  ses  coordonnées  «,  /3,  seront, 
d’après  les  formules  (5) , 

m1  iini  d î ne’/i — }Ç*)cos*d 

« = î*  i3  = y 

(l — e’cos’d)*!  (i  — e*cvê*d)* 

Et  après  les  avoir  substituées,  conjointement  avec  x„/„dini  l'expressiondo 
iangd,,on  pourra  aisément  lui  donner  celte  forme  : 


c*  sins  d 

[I  — t*  cos*  (d — ai)]* 

tang  (d  — ai) 

| sinfd— «) 

3 

(l  — e*  ros*  d)* 

l —c* 

c*  cos3  d 

[1  — e*  cos’  (d  — ai))  * 

1 1 "4-  — — — — — 
l cos  (d  — ai) 

3 

(l  — e*  coi*  d)* 

3L«  facteur  compris  entre  les  parenthèses  ne  diffère  «le  Puni  lé  que  par  des 
termes  de  l’ordre  <*’.  Je  bornerai  son  développement  à la  première  puissance 
de  e*,el  la  suite  du  calcul  fera  voir  que  cette  limite  est  parfaitement  suffi- 
sante, étant  combinée  avec  la  petitesse  convenue  de  l'angle  ai.  Alors  les  radi- 
caux qui  entrent  dans  cette  expression  devront  être  réduits  à l'unité;  et  si 
l'on  reporte  le  terme  on  e*  du  dénominateur  au  uumératcur,  par  la  division, 
«ii  ne  l'y  conservant  qu’à  sa  première  puissance,  comme  nous  sommes  con- 
venus de  le  faire,  on  aura 


u„g0>i=ü?L<^{ ,_e. r »in?d  ^.-cOT:d_n. 

I — c1  | | sin  [d  — «)  cos  (d — w)J  / 


Pour  développer  les  rapports  dont  la  somme  compose  le  coefficient  dee*, 
je  mets  d sous  la  forme  équivalente  d — ai-t-ai,  ce  qui  donne 

* 4 

si  ri  d = sin  (d  — ai)  cos  ai  H- cos  (d — âi)6in  ai  = si n(d—  cos  (d  — w)  sin  a» 

— 2 sin  (d—  m)  sin*  \ ai  , 

oosd  = cos  (d  — &j)  cos  ai  — sin  (d  — w)  sin  ai  = cos  (d  — m)  — sin(d  — a»)  sin  « 

— 2 cos  (d  — a»)  sin* -J  ai. 

En  faisant  usage  de  ces  expressions  dans  le  terme  multiplié  parc%je*up- 
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poserai  l'angle  6>  assex  petit  pour  que  l’on  puisse  y négliger  le  cube  et  les 
puissances  supérieures  de  sou  sinus.  Cela  permettra  de  remplacer  a sin  * i«, 
dans  les  seconds  membres,  par  ) sin*».  Alors,  si  l'on  élève  les  deux;  membres 
de  chaque  équation  au  cube  par  la  formule  du  binôme,  en  se  restreignant  à 
cette  limite  d'approximation,  puis  qu'on  divise  lespectivement  ces  cubes  par 
sin  ( d — a»)  et  coi  (d — «.>),  on  trouve 


sin*  d 
sin  (d  — w) 


= sin1  (d  — &>)-»-  3sin  (d  — *i)cos  (d  — &i)&iuu 
-4-  3[ — -jsin*  (d  — ai)  -t-cos*  (d  — w)]  sin*  w, 


— — r = cos1  (d  — w)  — 3 cos  (d  — w)  sin  (d  — w)  sin  w 

cos  (d  — w) 


-î-3[—  ) cos*  (d  — b»)  + sin*  (d  — eu)]  sin1  eu. 


En  ajoutant  ces  deux  équations  pour  former  le  coefficient  de  «r*,  les  deux 
termes  qui  contiennent  sin  tu  à la  première  puissance  se  détruisent  mutuelle- 
ment, et  tous  ceux  qui  contiennent  sin*  (d — eu)  ou  cos1  (d — eu)  se  réunissent 
en  autant  de  sommes,  égales  chacune  à l'unité  ; il  en  résulte  donc 


sir»3  4 

sin  (dr—  w) 


cos3  d 

co»  (d  — tu) 


- 1+  v Sll»'  6>. 


Ainsi,  dans  l'ordre  d'approximation  auquel  nous  nous  sommes  restreints,  le 
coefficient  de  r*  se  trouve  être  indépendant  de  d;  et  comme  il  ne  contient 
que  le  carré  de  sinw,  il  restera  le  même  si  l'on  change  + «en  — eu  poui  ob- 
tenir tang  o,  au  lieu  de  lange?,.  Substituant  donc  cette  valeur  dans  les 
expressions  de  ces  tangentes,  et  efTectuant  la  division  par  i — <•*,  on  aura 
définitivement 


* 

et  de  même 


tang  o',  = tang  (d — «*}  £ I 
tang  = tang  (d  w)  i 


3 c* 
â(l  — c») 

3 ** 

a (i  -«*} 


sin*  u 


sin*  6i 


] 


On  voit  que  nous  avons  pu  très-légitimement  ne  conserver  que  la  pre- 
mière puissance  de  e*,  puisqu'on  définitive  elle  se  trouve  multipliée  par 
sin’  eu. 

10  o*,  et  sont  les  angles  que  les  droites  CtMn  C,M,  forment  respec- 
tivement avec  l'axe  polaire  PP,  de  la  Jtg.  3a.  D’après  les  expressions  trouvées 
ici  pour  leurs  tangentes,  le  premier  est  plus  petit  que  d — eu,  et  le  second 
plus  petit  que  d-+-w,  comme  le  représente  notre  figure, et  comme  l'exige 
évidemment  la  forme  de  la  développée.  Mais,  pour  une  même  valeur  de  d, 
ces  deux  différences  sont  égales  entre  elles,  aux  quantités  près  de  l'ordre  du 
cube  de  eu,  ce  qui  rend  l'angle  M,C,  M(  égal  à l'angle  compris  entre  les  deux 
normales  dans  les  mêmes  limites  d'approxihiation.  (''est  aussi  ce  que  le  cal- 
cul démontre  quand  on  déduit  des  expressions  précédentes  l'angle  ©,  — 
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*a0B  (o\  — o,)  = 


tang  J,  — tang  ■}, 

I -t- tango,  tango,’ 


3 


ou,  on  laUant,  pour  abroger,  c‘  = - 


ï(I-e’)’ 


tang(J,— o'J=  (t  — e’sin'w; 


tang  (d- \-'a)  — laag  {d — ai) 


- tang  (d  — ai)  tang  (d~h  ai)(t  — c’  sin*oi) 


r] 


Puisque  nous  négligeons  le  cube  de  sin  «o,le  facteur  carré  qui  entre  au  dé- 
nominateur du  second  membre  doit  être  réduit  à I — 2c*  sin*  ta  Cela  étant 
fait , multipliez  les  deux  termes  de  la  fraction  par  cos*(d—  ta)  cos  (d-*-<u)  ; et, 
en  réunissant  les  termes  qui  s'associent , on  aura  pour  résultat 


tang(o\ 


0\)  = tang2 


■t 


1 — c*  sin*M 

•jc* sin  (d-^  «}sin(d-i-w) 
cos  aw 


On  voit , par  celte  expression  , que  l'angle  àt  — Æ,  compris  entre  les  doux 
droites  C,M,,  C,M,,  Jig.  3*j,  diffère  de  l'angle  aw  compris  entre  les  deux 
normales , seulement  par  des  termes  qui  seraient  de  l'ordredu  cubo  de  shio* 
multiplies  par  c*;  de  sorte  que  cette  différence  serait  tout  à fait  inapprécia- 
ble aux  observations , même  quand  l'angle  forme  autour  de  la  normale 
moyenne  s'étendrait  jusqu'à  2°. 

II.  Mais  ceci  est  un  effet  de  compensation,  comme  le  montre  3 j,. 

Car,  dans  ces  limites  d'amplitude,  chacun  des  angles  d, , <f,  diffère  nota- 
blement de  l'angle  d — si,  d-+-w,  propre  â la  normale  extrêmes  laqueiio  il 
correspond.  Pour  le  voir,  il  n’y  a qu'à  former  les  tangentes  de  d — « — <f,  et 
de  d-ha  — On  aura  ainsi  « .■ 


tang  (d  - ta  - 6,)  — ■ 

i 

tang  (d  ta  — <Tf)  = - 


tang(d—  w ) — tang  <5, 

■ *+■  tang (d  — oi)  tang  q,  * 
tang  (d-f-fii)  — tang  Ù , 
-C  tang  (d-f-  eu)  tang  ot 


Substituez  respectivement , dans  ces  expressions , les  valeurs  trouvées  plus 
haut  pour  tang  $,  et  tang  d,,  en  faisant , comme  ci-dessus  l c'=.  - ^ ~ 
fl  en  résultera 


tang(d  — 6#  — £,) 


J c*  sin  *J  (d  — sin*  w 
i — c*  sin* s»  sin*(d  — si) 


tang  (d  — o,)  =. 


[r*  sin  1 [<l  -f-  sin*  ■> 

1 — c*sin*û»  sin*(d-f-6j; 


Ces  différences  sont  donc  individuellement  de  l’ordre  r* sin*  m.  Si  on  le» 
restreint  à cette  partie  la  plus  sensible,  en  négligeant  les  termes  qui  seraient 


te 
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de  l'ordre  du  cube  de  sin  «,  puis,  qu'on  revienne  de»  tangentes  aux  arcs,  pir 
le  rapport  de  proportionnalité  qui  sera  alors  légitime,  on  aura  pour  leurs 
valeurs  , en  secondes  de  degré  , 


d — w — ( 


3 e*  eu*  sin  ad 

4 («  - O H""’ 


d + 


% 3 c*  &**  sin  a d 

' - 4 (I  _ «.«JR' 


Elles  seront-  donc  «égales  entre  elles  dans  celte  partie  principale  de  leur 
valeur.  Voilà  Ve  principe  de  la  compensation  qui  rend  égalai** 

Mais  ces  valeurs  elles-mêmes  seront  individuellement  sensibles  dans  le* 
limites  d'amplitude  attribuées  ci-dessus  à çj;  et  elles  atteindront  leur  maii# 
mum  quand  d sera  égal  à iJ5°.  Evaluons-les  alors  pour  les  méridiens  terres- 
tres , en  supposant  « égal  à a°  ou  7200".  Nons  avons 

logR"  = 5,3i  44^5 1 , loge*  = 1,8039924. 

De  là  on  tire 

3 r*  ««*  „ 

— 1 .20. 

5 (■-**)«'  ’ 

• 

Celle  quantilé  no  serait  pas  négligeable  dans  des  observations  exact»  ; 
mais  elle  disparaîtra  par  compensation  dans  l'angle  que  le*  deux  droites 
C,M, , C,M,  forment  entre  elles.  Ce  résultat  est  d'auutnt  plus  assuré  dao* 
les  opérations  pratiques , que  jamais  on  n'y  considère  des  arcs  a»  dont  l'a®- 
plitude  s'étende  ainsi  jusqu’à  j° . Or,  l'écart  dont  il  s'agit  variant  comme  If 
carré  de  ai,  il  ne  sera  plus  que  o",3  quand  aw  sera  réduit  1 a°,  ce  qui  ait 
encore  une  amplitude  inusitée,  et  il  S cteindra  complètement  lorsque  l'w 
gle  o)  sera  restreint  aux  limites  habituelles.  Conséquemment, lorsqu'un  arc 
du  méridien  terrestre  A sera  compris  entre  deux  normales  formant  entre 
elles  u»  patit  angle  de  cet  ordre,  exprimé  par  l'arc  a w,  dans  un  cercle  dont 
le  rayon  est  l'unité,  si  on  le  suppose  placé  snr  le  cercle  ose ulatcur  corres- 
pondant à la  normale  moyenne  qui  bissecte  cet  angle,  on  pourra  admettre, 
sans  aucune  erreur  appréciable,  qu'il  soutend  au  centre  de  ce  cercle  an 
angle  2cd.De  sorte  que  si  l'on  désigne  par  y la  longueur  du  rayon  osculateur 
exprimée  en  unités  de  même  nature  que  A,  on  aura  généralement 


A =y 


180 


lorsque  l'angle  a&*  sera  exprimé  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité  ; 


et 'encore, 


lorsque  l'angle  ae*  sera  exprimé  en  secondes. 

Do  là  on  tirera  l’arc  A en  toises  si  ’iot  est  donne,  ou  inversement.  Celte 
relation  est  d'un  usage  continuel  dans  les  opérations  geodéstqucs;  mais  elle 
est  spéciale  pour  la  conversion  des  arcs  de  méridien. 
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12.  D'après  les  conditions  <le  positions  relatives  que  la  Jifi.il  indique  en- 
tre le  centro  d'osculation  moyen  C,  et  le  point  I,où  se  coupent  mutuellement 
les  deux  normales  extrêmes  M.N^.  est  évident  qu’ils  devront  être 

toujours  très-proches  l’un  de  l’autre  lorsque  l’angle  au  sera  fort  petit,  comme 
nous  l’avons  supposé.  Cela  est  facile  à constater  presque  sans  calcul.  F.n 
effet,  soient  X,  Y les  coordonnées  rectangulaires dn  point  d’intersection  I, 
et  ot,/3  celles  du  centre  d’osculation  C,  dont  nous  avons  formé  l’expression 
explicite  pour  chaque  distance  polaire <f.  Si  r’  était  nulle,  c’cst-A-dire  si 
l’ellipse  se  réduisait  à un  cercle,  les  points  1 et  C,  coïncideraient  quel  que 
fétu,  puisque  toutes  les  normales  s’entrecouperaient  au  centre  du  cercle, 
qui  deviendrait  le  centre  d'osculation  commun.  Ainsi,  dans  cette  circon- 
stance, les  différences  X — a,  Y — 3 seraient  milles.  Elles  le  seraient  en- 
core toutes  deux  si  u était  nul  ou  infiniment  petit,  e’-élant  quelconque, 
puisque  le  centre  d'osculation  C,  est  déterminé  par  la  condition  même 
d’ètrc  le  point  d’intersection  de  deux  normales  menées  & des  points  de  l’el- 
lipse infiniment  voisins.  Ces  deux  cas  de  nullité  étant  indépendants  l’un  do 
l’autre,  il  faut,  par  nécessité,  que  les  expressions  générales  deX  — « et  de 
Y — fl  satisfassent  à l’un  et  ù l’autre  avec  la  même  indépendance  ; ce  qui 
exige  que  ces  différences  soient  d’un  ordre  de  petitesse  exprimé  par  e’  sin  u, 
ou  par  quelque  puissance  plus  élevée,  conséquemment  plus  petite  de  ce 
produit  fractionnaire.  C'est  aussi  ce  que  l'on  trouverait  eh  formant  leurs 
expressions  explicites.  Mais  la  considération  précédente  audit  pour  mon- 
trer que,  dans  une  ellipse,  où  e’  sera  très-petit,  et  où  l’on  donnera  à u des 
valeurs  1 1 os-petites,  les  deux  points  1 et  C,  seront  tonjours.extrémement  rap- 
prochés l’un  de  l'autre,  puisque  leur  écart  sera  proportionnel  au  produit 
•les  deux  facteurs  e’  et  sin  u. 


e 
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Section  V.  — Des  corrections  nécessitées  dans  les  opé- 
rations géodcsiaues , par  l’ellipticité  du  sphéroïde 

terrestre. 

179.  Lorsque  nous  avons  exposé  les  procédés  de  triangula- 
tion employés  dans  les  operations  gcodésiques,  nous  avons  mon- 
tré qu'on  pouvait  ne  pas  les  restreindre  à une  sphère  rigoureuse, 
mais  étendre  leur  application  à tout  sphéroïde  presque  sphérique , 
en  concevant  les  triangles  consécutifs  individuellement  établis  sur 
des  sphères  progressivement  différentes,  qui  seraient  osculatrices 
à la  surface  réelle,  dans  les  diverses  portions  du  réseau  considère. 
Ajustant  meme,  par  avance,  cette  conception  au  cas  où  la  surface 
serait  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  l’axe  qui  joint  les  pô- 
les célestes,  nous  avons  remarque  qu’alors  il  était  avantageux  de 
placer  les  centres  de  toutes  les  sphères  sur  cet  axe  même,  ce  qui 
amène  leurs  rayons  polaires  propres  à coïncider  avec  lui  en  direc- 
tion, et  fait  coïncider  leurs  plans  méridiens  avec  les  plans  méri- 
diens réels.  J’ai  annoncé  que,  dans  ce  mode  de  construction , le 
sens  de  l’osculation  de  chaque  sphère  était  transversal  à ces  méri- 
diens, ce  que  nous  avons  depuis  démontré. 

Ayant  maintenant  prouvé,  qu’en  effet,  la  forme  de  la  surface 
terrestre  est  très-approximalivement  assimilable  à un  ellipsoïde 
ainsi  construit , il  devient  nécessaire  d’examiner  si  la  distribution 
des  centres  que  nous  avons  attribués  à nos  sphères  locales , et  le 
sens  d’osculation  transversal  qui  en  est  la  conséquence,  offrent, 
en  effet,  la  combinaison  la  plus  avantageuse  que  l’on  puisse 
choisir  sur  une  pareille  surface.  Puis,  si  nous  la  trouvons 
telle  , il  faudra  établir  les  lois  ,d$  variations  des  rayons  des 
sphères  sur  l’étendue  d’une  même  triangulation,  assigner  les  va- 
leurs qu’on  doit  attribuer  à leurs  longueurs  absolues  pour  les  di- 
verses parties  qu’elle  embrasse,  et  eniin,  modilier  ou  compléter 
les  formules  que  nous  avions  établies  pour  des  sphères  distinctes , 
afin  d’y  introduire  toutes  les  corrections  que  nécessitent  leur  di- 
versité et  leur  succession. 

I1M).  Toutes  les  formules  que  nous  avons  préparées  dans  la 
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section  precedente  peuvent  être  considérées  comme  ayant  pour 
objet  les  particularités  du  problème  général  auquel  se  rapporte 
la  fig.  2/j  j et  que  nous  avons  résolu  dans  tous  ses  détails  pages  i5/j 
et  suivantes.  C’est  pourquoi  j’en  reproduis  ici  les  éléments  dans  la 
Jîg.  35,  en  les  transportant , dans  leur  disposition  la  plus  géné- 
rale , sur  un  ellipsoïde  de  révolution  pareil  à celui  qui  constitue 
la  surface  terrestre,  avec,  la  précaution  conventionnelle  d’exagérer 
graphiquement  le  rapport  d’inégalité  de  ses  axes,  pour  pouvoir 
rendre  perceptibles  les  détails  de  construction  que  nous  devrons 
y effectuer.  O est  le  centre  de  l’ellipsoïde,  AA'  son  axe  équatorial 
2 a,  PP'  son  axe  polaire  ib , celui-ci  coïncidant  avec  l’axe  polaire 
.céleste,  un  peu  plus  court  que  l’autre,  cl  ayant  avec  lui  la  pro- 
portion d’inégalité  exprimée  par  l’équation 

i1  = a1  (t  — e1),  où  l’on  a loge’  = 3,8o3gg24. 

A'PA  est  un  méridien  identique  avec  l’ellipse  génératrice,  et  situé 
dans  le  plan  même  de  la  ligure.  Sur  une  partie  quelconque  )de 
son  contour,  on  prend  un  point  S,  où  l’on  mène  la  normale  SN, 
contenue  dans  son  plan,  et  formant  l’angle  SNP,  ou  d,  avec 
l’axe  polaire  PP,;  en  sorte  que  d est  la  distance  angulaire  du  pôle 
céleste  visible,  par  exemple,  du  boréal,  au  zénith  vrai  de  S.  Je 
tlésigne , comme  précédemment , par  N la  longueur  du  seg- 
ment SN  de  la  normale , qui  se  termine  à ce  même  axe  polaire. 
La  sphère  décrite  du  centre  N,  avec  la  longueur  N pour  rayon , 
est  osculatrice  à l’ellipsoïde  en  S dans  le  sens  perpendiculaire  au 
méridien  PSA,  et  son  contact  se  prolonge  sur  toute  la  circonfé- 
rence qui  constitue  le  parallèle  du  point  S.  Sur  la  même  nor- 
male, je  place  en  G le  centre  du  cercle  qui  est  oscillateur  à l’ellipse 
elle-même,  et  je  représente  par  7 la  longueur  de  son  rayon.  La 
sphère  décrite  du  centre  C,  avec  le  rayon  7,  est  osculatrice  à l’el- 
lipsoïde en  S,  dans  le  sens  du  méridien  PSA  ; mais  son  contact  ne 
s’y  étend  généralement,  dans.ce  sens , que  sur  deux  éléments  con- 
sécutifs iufiniment  petits.  D’après  ce  qui  a été  démontré  antérieu- 
rement , page  1 80,  on  a toujours 

N « ^ _ fl(‘  ~ '-1)  . 

( T — r:  cos  'd  )‘  [ 1 — c'  cos  Vf) 1 


♦ 


Digitized  by  Google 


2.3(1 

conséquemment 


ASTRONOMIE 


sin!  d I 


Dans  l’ellipsoïde  terrestre  où  c-  est  une  fraction  positive  moindre 
que  i,  N est  le  rayon  de  plus  grande  courbure,  et  7 le  rayon  dr 
plus  petite  courbure , propres  au  point  S.  Toutes  les  autres  sphè- 
res, qui  sont  osculatriccs  en  ce  même  point,  ont  leurs  centres  si- 
tués sur  la  normale  dans  l’intervalle  CN.  Et  si  l’on  désigne  par- 
l’angle  azimutal , compté  à partir  du  méridien  , qui  désigne  le 
sens  suivant  lequel  leur  osculation  individuelle  s’opère,  la  lon- 
gueur p,  du  rayon  correspondant  à l'azimut  /,  sera  donnée  par 
l'équation 


11  1 . 

- — - cos’ i -f-  - siri’f. 
P 7 « 


Nous  avons  établi  toutes  ces  expressions  dans  la  section  qui  pré- 
cédé ; mais  je  suis  obligé  de  les  rappeler  ici,  parce  que  nous  allons 
avoir  besoin  d’y  recourir  continuellement. 

181 . Arrivant  au  problème  général  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé, je  désigne  par  SS,,  ou  A,  le  côté  d’un  triangle  principal  d'un 
réseau  géodésique,  partant  du  point  S,  et  y formant , avec  le  pim 
du  méridien  de  ce  point,  l’angle  azimutal  1,  que  je  compte  à partir 
de  la  branche  australe  SA.  Je  suppose  cet  arc  SS,  assez  petit  pour 
qu’en  l’appliquant,  comme  arc  de  grand  cercle,  sur  une  des  sphè- 
res qui  sent  osculatrices  en  S,  son  extrémité  S,  ne  s’écarte  du  point 
de  l’ellipsoïde,  situé  sur  la  même  normale  ou  sur  la  même  sécante, 
que  d’une  quantité  négligeable.  Les  autres  points  intermédiaires 
entre  S et  S,  s’écarteront  encore  moins  de  ceux  de  l'ellipsoïde 
qu’on  leur  comparerait  par  les  mêmes  conditions.  Ainsi,  dans 
l’amplitude  restreinte  que  nous  considérons , la  ligne  courbe  for- 
mée par  ces  derniers  ne  différera  pas  sensiblement  en  longuf"r 
de  l’arc  SS,  que  je  nommerai  A ; et  tomme  cet  arc  A est  le  plns 
court  que  l'on  puisse  mener  entre  les  points  S,  S,,  sur  la  sphère 
osculatrice  où  il  est  tracé,  il  s’assimilera,  dans  ces  conditions  de 
petitesse,  à la  ligne  la  plus  courte  que  l’on  puisse  tracer  sur  h 
sphéroïde,  entre  le  point  S et  le  point  correspondant  à S,. 
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182.  Cette  assimilation  ne  pouvant  toutefois  être  qu'approxi- 
mative, il  semblerait  d'abord  convenable  d'établir  généralement 
nos  formules  sphériques,  en  plaçant  l’arc  donné  A ou  SS,  sur  la 
sphère  quiest  spécialement  osculatrice  en  S,  suivant  sa  direction 
azimutale  i,  afin  qu’elle  y eut  un  contact  aussi  intime  et  aussi  pro- 
longe que  possible  avec  la  surface  reelle,  dans  le  sens  même  de  l’é- 
lément circulaire  qu'on  veut  identifier  à celle-ci.  Maison  va  voir 
que  cet  avantage  ne  s’obtiendrait  qu’avec  l’inconvénient  d’une 
grande  complication  dans  les  résultats  trigonométriques  qu’il  nous 
est  le  plus  nécessaire  de  transporter  de  la  sphère  à l'ellipsoïde.  En 
effet,  soit  C,  le  centre  d’osculation  spécial,  propre  à l’arc  SS, con- 
sidéré. Si,  par  ce  centre , nous  menons  une  droite  parallèle  à l’axe 
polaire  NOP  de  l’ellipsoïde,  ce  sera  l’axe  polaire  de  notre  sphère, 
lequel  percera  sa  surface  en  un  point  polaire  p,  situé  hors  de  l’axe 
N'OP.  De  ce  point,  menons  sur  cette  même  sphère  des  arcs  de 
grands  cercles,  aux  deux  points  S,  S,  que  nous  supposerons  assez, 
rapprochés  l’un  de  l’autre  pour  être  censes  tous  deux  appartenir 
à l’ellipsoïde,  quoique  le  premier  seul,  où  l’osculation  s’opère,  lui 
appartienne  en  effet  rigoureusement.  En  résolvant  le  triangle  sphé- 
rique S/zS,  parles  formules  [1],  [2],  [3],  établies  pages  t58etsuiv., 
nous  connaîtrons,  sur  notre  sphère,  i°  la  différence  de  distance  po- 
laire des  deux  points  S, S.;  2°  l'angle  S/zS,  forme  à son  pôle;  3°  l’angle 
azimutal  /zS,S,  compté  en  dedans  du  second  méridien  sphérique  /zS, . 
Mais'ces  trois  éléments  différeront  de  ceux  auxquels  le  même  arc  SS, 
correspond r sur  l’ellipsoïde;  et  les  deux  derniers  qui,  surtout, 
nous  seront 'nécessaires,  ne  pourront  s’en  conclure  que  par  des 
réductions  dans  lesquelles  on  devra  tenir  compte  de  la  position 
spéciale  du  pôle  p,  relativement  an  pôle  réel  P,  ce  qui  offrira 
beaucoup  de  difficultés.  On  évitera  cet  inconvénient  grave,  en  re- 
nonçant à la  rigueur  de  l’osculation  spéciale,  et  plaçant  l’arc  SS, 
sur  la  sphère  osculatrice  décrite  du  point  N avec  la  normale  NS 
ou  N pour  rayon,  comme  le  représente  la  fig.  36.  A la  vérité 
alors,  la  sphère  kinsi*décrite  ne  sera  plus  généralement  osculatrice 
à l’ellipsoïde,. suivant  l’arc  SS,.  Elle  le  sera  transversalement  au 
méridien  de  S,  sur  tout  le  contour  du  parallèle  circulaire  qui  part 
de  ce  point.  Cela  pourra  obliger  de  restreindre  l’amplitude  de 
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l’arc  SS,  dans  les  formules  sphériques,  un  peu  plus  qu'on  ne  l'au- 
rait fait  si  on  les  avait  établies  sur  sa  sphère  osculatrice  spéciale, 
afin  que  les  déductions  obtenues,  d'après  sa  longueur  A,  sur  cette 
autre  sphère  qui  s'écarte  davantage  de  la  surface  reelle,  puissent 
encore  être  transportées  à l'ellipsoïde  avec  une  approximatioi 
suffisante,  soit  immédiatement,  soit  avec  de  petites  corrections 
que  l’on  sache  évaluer.  Mais  le  léger  inconvénient  de  cette  limita- 
tion sera  racheté  par  beaucoup  d’avantages.  Car  alors  l’axe  polaire 
N p de  la  sphère  adoptée  coïncidera  toujours  rigoureusement,  en 
direction,  avecl’axe  polaire  NP  de  l'ellipsoïde;  et  son  pôle  propre/, 
ne  dépassera  le  pôle  réel  P,  sur  cet  axe,  que  d'une  petite  quanlii' 
de  l’ordre  e1,  puisque  la  coïncidence  serait  exacte  si  e’  était  nulle, 
ce  qui  réduirait  l'ellipsoïde  à une  simple  sphère.  Pour  faire  bien 
voir  les  conséquences  de  cette  construction,  je  vais  les  suivre  dans 
la  supposition  énoncée  plus  haut,  que  l’arc  circulaire  A sera  asse; 
petit  pour  que  son  extrémité,  que  je  désigne  par  S',  sur  la  sphère, 
ne  diffère  pas  sensiblement  du  point  S,  de  l’ellipsoïde  qui  est  situe 
sur  la  même  sécante  ou  la  même  normale.  Je  prouverai  plus  loin 
que  cette  condition  d’identité  finale  presque  exacte  est  toujours 
réalisée,  pour  les  côtés  principaux  de  nos  triangulations  geo- 
désiques , dans  les  limites  d’amplitude  où  on  les  restreint.  Cf‘ 
admis,  la  coïncidence  des  rayons  polaires  de  nos  sphères  avec  le 
rayon  polaire  de  l’ellipsoïde  a d’abord  pour  effet  de  rendre  iden- 
tiques, pour  les  deux  surfaces,  les  plans  méridiens  menés  parle 
extrémités  S,  S,  de  l’arc  A.  L’angle  dièdre  S/>S,  ou  SPS„  com- 
pris entre  ces  méridiens  , à l’un  ou  l’autre  pôle  , sera  donc  égal. 
Ainsi,  quand  on  l’aura  calcule  pour  la  sphère,  d’après  les  valeur» 
données  de  d,  de  A,  et  de  l’azimut  /,  on  pourra  le  transporter 
aux  méridiens  elliptiques  sans  aucune  correction.  Je  prouverai  en 
outre  que,  dans  les  mêmes  suppositions,  l'azimut  sphérique  final 
pS,S  ne  différera  de  l'azimut  elliptique  final  PS, S que  par  une 
sorte  de  réduction  à l’horizon,  qui  échappera  toujours  aux  apprf_ 
ciations  angulaires  les  plus  précises;  de  sorte*qu’ôh  pourra  encon 
employer  ces  deux  azimuts  comme  égaux  entre  eux.  Jcdeniontrer*1 
ensuite  que  l’arc  de  méridien  D' — D,  compris  entre  les  parallél1' 
de  S et  de  S,  sur  la  sphère,  ne  différera  pas  sensiblement  en  lofl- 
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gneur  de  l’arc  elliptique  compris  sur  l'ellipsoïde,  entre  les  paral- 
lèles réels  de  ces  mêmes  points,  ce  qui  permettra  encore  de  les 
substituer  l’un  à l’autre.  Le  seul  résultat  du  calcul  sphérique  qui 
aura  besoin  de  modification  pour  être  transporté  à l’ellipsoïde , 
sera  la  distance  polaire  d'  de  l’extrémité  de  l’arc  A.  Cap,  expri- 
mant  dans  ce  calcul  l’angle  S,NP,  que  le  rayon  central  NS,  forme 
avec  l’axe  polaire  de  la  sphère,  il  faudra.y  faire  quelques  change- 
ments pour  avoir  la  distance  polaire  elliptique  S, N, P,  comptée 
partir  de  la  normale  réelle  S, N,,  menée  au  même  point  de  l'ellipse 
génératrice.  Mais  on  va  voir  que  cette  correction,  très-facile  à éva- 
luer, sera  toujours  très-petite,  comme  je  l’ai  annoncé  précédem- 
ment. 

183.  Pour  établir  les  deux  dernières  propositions  que  je  viens 
d’énoncer,  je  reproduis  h part  le  méridien  elliptique  final  PS, N 
dans  le  plan  de  la  fig.  37.  le  place  en  N,  sur  son  axe  polaire,  le 
centre  de  la  sphère  qui  a été  transveasalement  osculatrice  à l’ori- 
gine S de  l’arc  A ,fig.  36;  et  sur  son  contour  je  marque  un  point  S 
situé  sur  le  même  parallèle  que  cette  origine,  en  sorte  qu’il  s'y 
trouvera  aussi  à l’extrémité  d’une  normale  SN  formant  avec  l’axe 
polaire  le  nlëmc  angle  d que  la  normale  primitive  de  la  fig.  36,  ce 
qui  lui  donnera  également  pour  longueur  N.  Puisque  notre  sphère, 
décrite  dans  cette  figure  avec  le  rayon  NS , est  osculatrice  à l’el- 
lipsoïde suivant  toute  la  circonférence  qui  forme  le  parallèle  réel 
de  S,  sa  section  par  le  plan  du  méridien  elliptique  de  la  fig.  37 
sera  un  cercle  décrit  du  même  cent  te  N et  tangent  à l’ellipse  géné- 
ratrice au  point  que  nous  y avons  désigné  par  S‘.  C’est  sur  ce  cercle 
que  la  résolution  du  triangle  sphérique  de  la  fig.  36 , place  l’ex- 
trémité de  l'arc  SS,,  d’après  sa  longueur  donnée  A et  son  azimut  de 
départ  i.  Elle  l’y  porte  par  exemple  en  S',  à une  certaine  distance 
polaire  d-\-S,  différente  de  d,  telle  que  l’arc  circulaire  SS',  a pour 
longueur  la  valeur  D' — D donnée  par  la  formule  [1]  de  la 
page  1 5g  ; et  conséquemment  l’angle  S,  ou  SNS', , exprimé  en  se- 


condes, a pour  valeur 


(D'  — D)R" 
N 


Maintenant  si  l’on  marque 


en  S,,  sur  le  contour  de  l’ellipse  , le  point  où  elle  est  coupée  par  le 
rayon  final  S',  N,  je  dis  que  , pour  les  limites  d’amplitude  données 
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à nos  arcs  géodcsiques,  l’intervalle  S,  S',  sera  négligeable,  et  que 
l’arc  circulaire  SS',,  ou  D'  — D,  sera  aussi  sensiblement  égal  en 
longueur  à l’arc  elliptique  SS,  compris  entre  les  mêmes  rayons 
menes  du  centre  N. 

184,  I/extréme  petitesse  de  l'intervalle  J>, S',  peut  se  pressentit 
presque' sans  calcul , par  bi  seule  considération  des  éléments  dont 
il  dépend.  Et  l'on  en  conclut  avec  évidence  qu’il  devra  devenir 
insensible  dans  les  operations  geodesiques , en  y restreignant  la 
longueur  des  arcs  A,  comme  on  le  pratique  toujours.  Car  d'abord 
il  serait  rigoureusement  nul  si  l’excentricité  de  l’ellipse  était  nulle, 
ce  qui  rendrait  e*  égal  à zéro,  et  ferait  coïncider  tout  l'ellipsoïde 
avec  la  sphère  osculatrice  dont  le  rayon  est  N.  Ce  même  inter- 
valle s’évanouirait  encore  quelle  que  fût  la  valeur  dec5,  si  l’arc  SS,, 
ou  A',  était  nul,  ce  qui  rendrait  nulle  la  différence  f des  distance' 
polaires  de  ses  extrémités,  calculée  sur  la  sphère  où  on  le  place. 
D’après  ces  deux  considérations  seulement,  l’écartement  des  dcw 
points  S,,  S',,  devrait  déjà  être  très-petit  de  l’ordre  e'sin I.  Ma» 
la  condition  de  tangence  qui  a lieu  en  S l’affaiblit  encore  davan- 
tage, et  la  rend  de  l’ordre  c^sin’ J,  comme  on  pourrait  au  bésoin 
le  constater  par  un  calcul  direct,  si  la  théorie  générale  des  contact' 
ne  montrait  d’avance  qu’il  en  doit  être  ainsi.  Or,  l’excentricitc  < 
ayant  une  valeur  très-petite  dans  les  méridiens  terrestres,  et  les  arcs 
géodésiques  SS, , lorsqu’ils  leur  sont  obliques,  étant  toujours  s 
petits  que  la  différence  S des  distances  polaires  de  leurs  extré- 
mités , calculée  dans  la  sphère , ne  s’élève  presque  jamais  à t', 
une  quantité  de  l’ordre  e-  sin:  o est  toujours  négligeable  dam 
les  résultats  qu’on  en  peut  déduire,  parce  qu’elle  s’y  confond  tant 
avec  les  erreurs  inévitables  des  observations  qu’avec  les  effets  drf 
irrégularités  locales  qui  rendent  la  portion  de  la  surface  terrestre, 
à laquelle  les  triangulations  s’appliquent,  toujours  quelque  pf" 
différente  d'un  ellipsoïde  de  révolution  tout  à fait  rigoureux. 

188.  Maigre  la  certitude  géométrique  que  présentent  par  elles- 
mêmes  les  considérations  précédentes,  les  conséquences  qu c'1' 
sont  destinées  à établir  sont  si  importantes,  que  je  crois  utile  d 
donner  la  preuve  matérielle,  pour  le  cas  où  la  sphère  tangente- 
décrite  du  rayon  N S,  s’écarte  le  plus  rapidement  possible  de  1 1 
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Jipsoule,  ce  qui  aura  lieu  lorsque  le  point  de  cou  Uct  se  trouvera 
placé  sur  l’équateur  même , puisque  c’est  là  que  la  normale  NS 
diffère  le  plus  du  rayon  7,  qui  est  oscillateur  au  même  point 
de  l’ellipse  génératrice.  Tel  est  l’objet  de  la  fig.  38.  Elle  est 
complètement  analogue  à la  fig.  3 7 ; seulement  le  point  de  départ 
de  l’arc  SS,  y est  place  en  A,  sur  le  contour  de  l’équateur  à la  dis- 
tance polaire  d=CfOa.  Dans  ce  cas,  la  normale  N a son  origine 
au  centre  même  de  l'ellipsoïde,  en  O ; et  sa  longueur  est  égale  au 
demi-grand  axe  OA,  ou  a,  comme  on  le  déduit  de  son  expression 
générale.  On  suppose  donc  que  l’arc  géodésique  considéré  , par- 
tant de  son  origine  équatoriale,  suivant  un  azimut  i quelconque, 
a embrassé , sur  la  sphère,  une  différence  de  distances  polaires  re- 
présentée par  les  portions  ASj  du  cercle  tangent.  Alors,  admettant 
que  cette  différence,  de  chaquccôlé  île  l'axe  OA,  sou  tende,  nu  centre 
de  ce  cercle,  un  angle Sj OA,  égal , par  exemple,  à 1 degré  sexagé- 
simal, on  demande  quelle  sera  la  distance  des  points  S',  de  la  sphère 
aux  points  S,  de  l’ellipsoïde  qui  sont  situés  sur  le  même  rayon 
sphérique;  et  aussi,  quel  sera  l’excès  de  longueur  des  arcs  circu- 
laires AS',,  sur  les  arcs  elliptiques  AS,,  rectifiés  rigoureusement? 
Or,  par  un  calcul  très-simple  que  j’expose  dans  une  Note  à la  fin 
de  la  présente  section,  on  trouve  que  sur  la  terre,  dans  les  sup- 
positions précédentes,  l’intervalle  S', S,,  exprimé  en  toises,  sera 
3T,  173;  et  que  l’arc  circulaire  AS',  excédera  l’arc  elliptique  AS, 
de  oT,oi85  ou  moins  de  de  toise.  De  telles  quantités  sont  bien 
légitimement  négligeables  dans  des  évaluations  pareilles;  et  comme 
elles  sont  les  plus  grandes  qui  puissent  se  réaliser  dans  les  applica- 
tions, tant  à cause  de  l’étendue  attribuée  ici  à la  différence  des  dis- 
tances polaires  extrêmes,  qu’à  cause  de  la  localité  0(1  nous  la  sup- 
posons exister,  on  doiten  conclure, en  toute  assurance:  i°que,  poin- 
tons les  arcs  géodésiques  compris  entre  des  parallèles  dont  l’écart 
sera  au  plus  de  1 degré,  les  points  S',,  où  ils  se  terminent  sur  la 
sphère  transversalement  osculatrice  à leur  origine,  se  confondront 
sensiblement  avec  les  points  S,  de  l’ellipsoïde  situés  sur  les  mêmes 
rayons  sphériques;  2°  que  la  différence  des  distances  polaires  extrê- 
mes, évaluée  en  arts  de  lu  sphère,  égalera  sensiblement  en  longueur 
l’arc  du  méridien  elliptique,  compris  entre  ce*  mêmes  rayons. 

16* 
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186.  Revenant  dont'  aux  j ïg . 36  et  3^,  négligeons-y  le  petit 
intervalle  S.S', , compris  entre  l’ellipsoïde  et  la  sphère,  sur  le 
rayon  sphérique  extrême  NS1,.  Alors  le  rayon  vecteur  NS,,  mem 
du  point  N à l’extrémité  de  l’arc  SS,,  devra  être  considéré  comme 
égal  en  longueur  à la  normale  N.  Mais  ce  rayon,  ainsi  dirigé, 
ne  sera  plus  normal  à l’ellipse  en  S,.  11  y aura  en  ce  point  une 
autre  normale  elliptique  S,  N, , formant  avec  l’axe  polaire  un 
angle  d',  lequel,  d’après  la  forme  de  la  développée  de  l’ellipse, 
devra  être  plus  grand  que  d + 3 , si  ce  point  extrême  S,  de  l’arc 
géodésique  est  plus  austral  que  le  point  de  tangence  primitifs, 
comme  le  représentent  nos  fig.  36  et  37,  mais  qui  sera,  au  con- 
traire, moindre  que  d,  et  même  que  d — 3,  si  ce  point  extrême 
est  plus  boréal  que  S,  comme  le  représente  la  fig.  3g.  Ainsi,  lors- 
qu’on aura  calculé , sur  lu  sphère,  la  différence  3 des  distances 
polaires  comprises  entre  les  deux  extrémités  de  l’arc  géodésique 
considéré,  il  faudra  déterminer  d' en  d et  8 pour  avoir  la  diffé- 
rence correspondante  des  distances  polaires  sur  le  méridien  ellip- 
tique terminal.  C’est  ce  que  je  vais  faire,  en  prenant  pour  type 
le  fig.  36,  ou  la  fig.  37  qui  n’en  est  que  le  rabattement. 

D’abord  S,  N,  ou  N,  devant  être  la  longueur  de  la  normale  à 
l’ellipse,  pour  la  distance  polaire  elliptique  d\  comme  SN  ou  > 
l’est  pour  la  distance  polaire  d,  ces  deux  longueurs  auront  les 
expressions  générales  suivantes  : 


il , — , , ü — v 

(1 — e'cos’c/')’  (t  — e’cos’c/)’ 

Maintenant,  dans  la  fig.  37,  qui  nous  sert  de  type , N et  N,  sont 
les  côtés  d’un  même  triangle  rectiligne  où  N,  est  opposé  à l’an- 
gle d-\-S-,  on  aura  donc  la  condition 

N,  sin  d'  = N sin  (d  -4-  ô) , 

ou  , en  remplaçant  N et  N,  par  leurs  expressions  analytiques, 

sine/'  sin{c/-(-J) 

j T 

( I — c’eos’e/'  )’  (l  — e~  cos’  d)  ’ 
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Reste  à déduire  d'  (je  cette  relation.  C'est  u quoi  l’on  parvient 
avec  iaeilité  en  se  guidant  sur  la  remarque  suivante  ; 

Si  l'arc  géodésique  considéré  avait  une  longueur  nulle,  ou  s’il 
s’étendait  sur  un  même  parallèle,  Userait  nul;  et  alors,  d’après 
notre  équation,  d' serait  égal  à d.  Si  c*  était  nid,  quelle  que  fét  la 
longueur  de  l’arc,  l'équation  donnerait  d' égal  à d -+.  S comme 
sur  la  sphère.  Ces  deux  conditions  étant  indépendantes  l’une  de 
l’autre,  il  n’y  a qu’à  faire t en  général, 

' . . * . * ♦ v * . ; 

et  la  quantité  complémentaire  u sera  nécessairement  de  l’ordre 

/•’  sin  Ainsi,  en  l’introduisant  comme  inconnue,' il  devra  être 
facile  de  l’obtenir  par  les  séries,  à cause  de  la  petitesse  du  facteur 
dont  elle  dépend.  * ■ > 

Pour  cela  je  fais,  par  abréviation , ‘ , 

• .*  . . ’ • 

sin  (d-t-3)  * * 

c=- — — . . t ’ . * ; • 

* . , , (i  — e’cos’rf)7  ’ . ; 

* * * * 

puis,  élevant  les  deux  membres  de  l’équation  au  carré,  j'en  dégage 
successivement  sin’  d' et  cos’  d' sous  ces  deux  formes 


'*  I 


• ut  c’(' — e’) 

sin’rf  = —2 -■ 


,j/  1 — «* 

ros’  d — «_ 


'TÏf  . » 

! 


0 

Or,  puisque  u est  égal  à d'  — (d+3)ton  aura 

* . * ^ • '•  ' 
sin  « = sin  d' cos  (d+  S)  — cos  d' sin  <î),  •*'  . 

‘ * . » • 

ou , en  mettant  pour  sin  d ’ et  cos  //'leurs  valeurs» 

• I * » . * * 

. . ' A . 

«in  f,  _ c ( ' 1 ~ c'ï ‘ f 1 08  (d  + *)  — ( 1 — c’V  sinà//  J) 

. {t—  c’c’ÿ 

• J»'  » . • • 

Mais,  d après  la  convention  faite  tout  à l’heure,  on  a * ” 

« 4 
sin  (d  •+■  S)  é 

(t  — «’cos ’//)  ’ 

16. . 
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i — r3  cos3  rf  — * sin3  (d  -4-  3) cos3  (d  ■+■$)  — e'  cos1  d 

1 . "t”  * ^ ^ t < — cos3  d)  i — t e’  C0*J  A 

,,  I écos  3d  "3 

■ • v J cos3  (d  -+-  5)  J 

• i — e1  cos 3 tf 

. , ' -*  * * 

Substituant  ces  deux  quantités  dans  l’expression  de  sin  «,  aprèsavoir 
pris  la  racine  carrée  de  la  seconde,  le  produit  sin  (rf  -+-  3)cos(d-M) 
devient  facteur,  commun  du  numérateur;  et , en  le  séparant, 


^(d+j) 

sain  = sin(d+ i)cos(d -|-3) , T * 

"l*  * (i — e3cos3d)3'(l  — c’e3)3 

Le  seul  aspect  de  celte  expression  montre  que  le  facteur  du  nu- 
mérateur, qui  est  compris  entre  les  parenthèses  , est  de  l’ordre  f. 
Si  donc  on  consent  à négliger  les  termes  d’ordres  supérieurs,  dont 
l’effet  déjà  très-faible,  meme  sur  la  longueur  totale  des  rayons 
terrestres,  va  se  trouver  encore  ici  atténué  par  le  facteur  sin’’ 
on  pourra  fairé  e3  nul  dans  les  facteurs  du  dénominateur  ; et,  en 
développant  le  nhmérateur  seul , jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  e 
inclusivement , il  deviendra 

- ■ * v-  ’ - * 

* J , i e3  cos  ‘‘d  , c’fcos’ci— cos3  (rf+3)]  , 

1 3 f 3 cos1  (d  -+■  S)  1 cos1  [d  ■+■  3)t 

f-,  ’ » , e3  sin(2</ 3)  sin  3 , 

, * * 

* • 

Alors,  en  l’assofciant  au  facteur  extérieur,  on  aura  simplement 

* * ♦ 8 

sin  « — -j  c3tang(rf  -t-  3)  sin  (2 d -g-  3)  sin  3. 

* f 
Cette  expression  est  exacte  jusqu'aux  quantités  de  l’ordre  c’;  ma'5 
la  petitesse  de  l’arc  3 permet  encore  habituellement  d’v  négliger 
les  puissance*  de  0 supérieures  à la  première,  et  de  conclure  « de 
sin  u par  simple  proportionnalité.  On  a alors 

h — 3 c3  sin1  d ; 
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et  par  suite, 

d'  = d -+-  S •+•  Se*  sin3 d ■=  d - -+-  e3  sin’rf). 


■}\î> 


Ainsi , lorsqu’on  aura  calculé  la  différence  S des  distances  polaires , 
exprimée  en  parties  de  la  graduation  du  cercle  sur  la  sphère 
dont  le  rayon  tst  N,  pour  l’arc  géodésique  A que  l’on  aura  consi- 
déré, il  suffira  de  la  multiplier  parle  facteur  (i  -4-  e1  sin3  rf)  pour 
avoir  la  différence  correspondante  sur  l’ellipsoïde.  Le  produit 
sera  additif  à la  distance  polaire  primitive  d,  si  S est  positif,  c’est- 
à-dire  si  l’extrémité  de  l’arc  géodésique  considéré  est  plus  aus- 
trale que  son  origine.  Il  sera  soustractif  de  la  distance  d dans 
le  cas  contraire,  comme  on  l’aurait  trouvé  directement  si  l’on 
avait  pris  celui-ci  pour  type  du  calcul,  ainsi  que  le  représente  la 

fis-  39- 

107.  Afin  d’apprécier  la  petitesse  de  cette  correction,  ce  qui 
justifier^  les  limites  d’évaluation  auxquelles  nous  l’avons  restreinte, 
calculons  la  valeur  de  son  coefficient  e’o  en  donnant  à l’arc  « la 
valeur  extrême  de  i°  ou  36oo".’ Alors , en  donnant  à e'  la  valeur 
moyenne  que  nous  lui  avons  trouvée  page  221,  nous  aurons 

logô"^  3, 5563025 

Toge1  ^ 3,8039924 

1oge33"  = i,36Ô2C)49  d’où  c3  3'r  = 22", $24. 

La  correction  dont  il  s’agit  sera  donc  toujours  petile  dans  ce  cas 
même,  puisqu'elle  doit  être  multipliée  par  le  facteur  sin’rf  qui 
l’affaiblira  généralement.-  Fjle  est  toutefois  bien  loin  d’être  négli- 
geable. On  voit  fpie  sa  valeur  absolue  dépend  de  èelle  quë  l’on  at- 
tribue àe3,  c’est-à-dire  à 2« — c*,«  étant  l’aplatissement  de  l’ellipsoïde. 
Bile  sera  par  conséquent  afféctêo  des  incertitudes  qui  peuvent  res- 
ter encore  sur  l’évaluation,  moyenne- de  oet  élément  ; mais  elle  le 
sera  bien  plus  encore  par  lcs-accidents  de  localité  qui  peuvent  le' 
rendre  notablcaicnt  différent  de  sa  valeur  générale,  dans  la  région 
où  l’on  opère. 

Pour  cette  évaluation,  ^ahsiipposcM’arr  S donné  en  secondes 
de  degré;  mais  Je  calcul  géoijesique  le  donne  en  unités  de  Ion- 
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gueur,  sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  la  normale  N à l'origine  de 
l’arc  mesuré.  Soit  cette  longueur  A,  on  en  déduira 


5 --N'* 


en  faisant 


(1, — e’  cos  ’dy 


La  petitesse  du  rapport  - y rendra  toujours  très-peu  sensible  l’ef- 
a 

fet  des  incertitudes  qui  peuvent  exister  dans  l’évaluation  du  demi- 
grand  axe  a de  l’ellipsoïde  qui  s’adapterait  le  mieux  à la  configu- 
ration de  la  surface  terrestre  dans  chaque  localité  considérée; 
mais  elles  pourront  devenir  sensibles,  sur  l’étendue  d’un  très- 
grand  arc  méridien  , si  après  y avoir  transporté  de  proche  en 
proche  la  distance  polaire  d de  son  origine,  en  lui  appliquant  les 
corrections  successives  eJ<î"siu'</  qui  servent  à passer  de  la  dis- 
tance polaire  sphérique  à la  distance  polaire  elliptique  immédiate- 
ment consécutive,  on  compare  cette  distance  polaire  finale  à celle 
que  l’on  peut  déterminer  astronomiquement  par  l’observation. 

188.  J'emploierai  l’expression  desin  a,  sous  sa  première  forme 
moins  restreinte,  pour  justifier  l’énoncé  numérique  que  j’ai  donné 
dans  la  page  tgG.  Concevons  une  triangulation  géodésique  établie 
dans  le  sens  d’un  même  méridien,  et  ayant  son  origine  boréalesur 
le  parallèle  elliptique  où  la  distance  du  pôle  au  zénith  est  45®>  k 
suppose  que,  par  une  exagération  ayant  seulement  pour  but  une 
éprcuvc'fictive,  on  veuille  appliquer  sur  la  première  sphère  oscu- 
latriee,  toute  la  longueur  de  l’arc  conclu,  que  je  ferai  de  i3°.  On 
demande  quel  sera,  à l’extrémité  de  l’arc,  l’angle  compris  entre 
la  normale  réelle  et  la  sécante  menée  du  centre  de  la  sphère  à 
cette  même  extrémité  ? . 

D’après  l’énptké  qui  précédé,  011  aura  ici,  pour  données  de 
calcul,  ' * • • . * - • 

drd.45“,  . 3 ±=13»;  ' ■ â -f  J — 58°,  *■  ?.d -h  3 = io3“. 

* * • * * . ’ 

Alors,  en  adoptant  la /valeur  do>e!,  employée  dans  l'exemple 

préfédent,  la  valeur  de  logsin«  s'obtiendra  de  la  manié»  »*»* 


vante  » 


A, 
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log  tan  {?  (d  4-  3)  ='  o ,204  2108 
logsiu(2«/-t-><î)  = 1 ,9994044 
logsinJ  = i,352o88o 
log  7^  = 3,5029824 


- > V.' 


^4: 

y 


r..  a >:^  Vr  vi 

«*  • «t 


» 

"V 

jfi 


> 

«• 


^onc  log siu  u = 3, o586656  et,  par  suite,  « = 3 '56",  1 % ' 


», 


' « 
v* 

»• . 


Rien  ne  saurait  faire  mieux  sentir  corallien  peu  l'ellipsoïde  terrestre 
diffère  d une  sphère  exacte , que  la  petitesse  «le  l’angle  formé  "ainsi , 
entre  le  rayon  d’une  de  ses  sphères  originairement  osculatrices,  (et  4’’  4 * 

sa  normale  réelle  à l'extrémité  d’un  si  grand  arc  méridien  .*  , jk  m 

189.  Revenons  maintenant  ;\  I tîjïg'.  36,  et  achevons  de  repor-  * 

1er  sur  I ellipsoïde  l’angle  au  pôle  p , ainsi  que  l’azimut  /)S',S,  * .**’*,  . 
calcule  sur  la  sphère  du  rayon  N.  Le  premier  de  ces  éléments  n’a 
besoin  d’aucune  réduction-,  puis«]ue  les  plans  des  deox  inéri-  % • 

diens  pS,  pS\  de  notre  sphère  coïncident  rigoureusement  avec-  L •,  •* 
ceux  de  l'ellipsoïde,  auquel  elle  est  transversalement  «Mritlàfrioe  v • . ^ 
en  S.  Mais  l’azimut  sphérique  pS\ S sera  mathématiquement  «fif-,  ’ 
férent  de  l’azimut  elliptique  PS,S  : d’abord , "parce  «pie  le  point  • 

d«j  la  sphère  sera  tant  soit  peu  au-dessus  du  point  S,  de  l'ellipsoïde  • • 
situé  sur  le  même  rayon  sphérique  NS',;  puis,  parce  que  les  tan*  • * * 
gentes  menées  de  ce  dernier  point  an  méridien  elliptique,  «t  à l’arc:  ’ ’ 

sphéroldique  S,S,  ne  coïncideront  pas  exactement  avec  les  tan-  ' 
gentes  menées  de  S',  aux  arcs  sphériques  S',  /?,  S',S.-"  « 

Toutefois  , sans  avoir  besoin  «le  calculer  Peffct  de  xes  cireon-]t  • 
stances  sur  l’évaluation  de  l’azimut  elliptique  PS,S  , ori  peut  iiisc- 
meiit  voir  qu’il  ne  différera  de  l’a/.iinut  sphéricpic  pS\  S , que  par 
«les  quantités  négligeables.  Car  d’abord  nous  pouvons  négliger  l’in-' 
tervalle  d«s  «lèjix  points  S,,  S',  que  nous  avons  vu  être  «le  l’ordrf? 
c’sin’î,  et  presque  insensible  dans  ses, valeurs  extrêmes.  QuanV  à 
1 écart  angulaire  des  tangentes,  nous  voyons,  en  premier  lieu'  que, 
dans  le  méridien  terminal,  il  sera  égal  au  petit  angle  u ou  W! tiriW 
«pte  nous  venqns  d évaluer.  Dans  la  direction  «le  la  ligné  ggodésifpie 


tracée- sur  l’ellipsoïde.  Cet  «’cart  sera  .aussi '«le  ’Cordfc  >43.  Cac 
d abord  il  deviendrait  évidemment  nul  si  d était ^n^,.^’est;à-«lire  si 


, , . *,  *.  > * * * 

1 arc geodesique  se  réduisait  à une  longueur  nulle,  ou  s*il.s’étcndXit 
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exactement  sur  le  parhUcUs  de  son  origine  S;  et  il  serait  nul  en- 
core, quelle  que  fût  sa  longueur,  si  e1  était  nul,  ce  qui  ferait  coinci- 
der  l'ellipsoïde  avec  la  sphère  décrite  du  rayon  N sur  laquelle 
l'azimut  spliérique.yjS'fS  est  calculé.  Ceci  reconnu  , nommons  Z 
V azimut  elliptique , et  Z',  l'azimut  sphérique , puis  proposons-nous 
de  déduire  celui-ci  du  précédent.  Ce  Sera  un  problème  de  réduc- 
tion h l’horizon,  exactement  pareil  à celui  que  nous  avons  résolu, 
page  ofj , pour  avoir  l’angle  sphérique  correspondant  à un  angle 
observe  dans  un  plan  oblique  au  rayon  de  la  sphère.  D’après  b 
formule  trouvée  pour  ce  cas,  la  différence  de  l'angle  oblique  à l’an- 
gle sphérique  se  compose  de  deux  termes,  respectivement  propor- 
tionnels aux. carrés  des  sinus  de  la  demi-somme  et  de  la  deini-dif- 
fe ronce  <}es  deux  de-pressions  angulaires.  Or,  nous  venons  de  re- 
connaître que  ces  de-pressions  seront  ici  toutes  deux  de  l’ordre  c’J; 
lcsvçarrés  dont  il  s’agitseront  donc  de  tordre  e*  d1,  conséquemment 
négligeables.  Ainsi  l’azimut  elliptique  Z,  pourra  toujours  être  pri< 
cqmmeégal  à l'azimut  sphérique  Z’; , sans  aucune  réduction,  dans  les 
circonstances  où  les  mensurations  géodésiques  sont  toujours  faites- 
iüO.  Il  ne  rcüte  pins  qu’à  résumer  tous  ces  résultats,  dans  leur 
. application  aux  divers  problèmes  que  nous  avons  résolus  sur  uue 
sphère  rigoureuse,  afin  d’en  conclure  les  formules  qui  résolvent 
les  mêmes  cas  sur  le  sphénoïde  terrestre  réel,  considéré  comme 
un  ellipsoïde  de  révolution , dont  l’cxcentricite  très-petite  a son 
eam-  Qxprimé  par  e*.  C(;Ia  n’exigera  que  quelques  mollifications 
extrêmement  faciles  et  simples,  dans  les  formules  [t],  [a],*  [3j 
otUh  établies  pages  1 58  et  suivantes  pour  une  sphère  unique,  eo 
traitant  les  diverses  questioos  graphiquement  indiquées  dans  les 
fi  g.  ?4—îl7  -'Afin  d'épargner  ici  des  répétitions  - inutiles, je  srtp- 
posterai  que  lo  lecteur  se  reporte  ;'i  ces-antéeédents. 

D’abord,  le  rayou  R de  nos  sphères  devra  généralement  être 
remplacé  dans  toutes  ces  formules  par  la  longueur^N  de  la  nor- 
male-locale, îuehécà  l’origine  de  Taré  A,  où  la  distante  /du  pèle 
au. zénith  elliptique  est  censec  connue.  L'expression  de  ce  rayon 
sera  donc  • » 

• \ « r • 


* • 


N ~ ■ 


(i  — c1  ms’  fi  y 
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Il  n'y  aura  pas  d’autre  modification  à faire  dans  la  formule  [i] 
qui  donne  la  portion  d’arc  méridien  D'  — D,  comprise  entre  les 
deux  parallèles  menés  aux  deux  extrémités  boréale  et  australe  de 
l’arc  A.  La  longueur  de  ce  segment  sur  le  méridien  elliptique, 
comme  sur  la  sphère  osculatrice  à l’origine  de  l’arc,  sera  égale- 
ment 


r,i  n/  ~ . i A5  sinV 

[ IJ  D — D=rAcos/-f-- 


3 \ 

6N’\  ^tang’rfy 


cosi  sin’  i. 


2 IV  tangrf  6] 

I.  azimut,/  est  supposé  donné  autour  du  méridien  local  mené  par 
I origine  de  1 arc  A,  et  il  est  à peine  nécessaire  de  rappeler  quCla 
longueur  A devra  être  exprimée  en  unités  de  longueur  de  même 
espece  que  celles  qui  sont  employées  pour  cet  arc. 


D7  — D étant  ainsi  connu 


sera  la  quantité  angu- 


laire qu’il  faut  ajouter  à la  distance  polaire  primitive  d pour  avoir, 
sur  la  sphère,  la  distance  polaire  de  l’extrémité  de  l’arc  A,  comptée 
à partir  du  rayon  central  mené. à cette  extrémité.  Je  la  désignerai 
par  d' , comme  je  l’ai  fait  précédemment.  Mais,  pour  avoir  la  dis- 
tance polaire  de  cette  même  extrémité  comptée  à partir  de  la  nor- 
male elliptique  qui  y correspond , distance  que  je  nommerai  d!,, 
il  faudra  multiplier  la  différence  précédente  par  le  facteur 
i •+■  e’sin- d.  On  aura  donc 

Distance  polaire  de  l’extrémité  de  l’arc  A : * f 

i°.  Sur  la  sphère  qui  est  osculatrice  à l’origine  de  cet  arcj 

;■  -v 

a".  Sur  Vellipsoïde , * • ’ ^ ^ * 

d'l  =>d-h  ^ * 

en  prenant , 'dans  les  deux  formules, 

. * ■ • w . • 

U%  R"=  5,3 1 <fÇa5 1 . 'f* 


• • 
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Les  quantités  auditives  à la  distance  polaire  primitive* d,  dansas 
formules,  se  trouveront  ainsi  exprimée^ en  secondes  de  degré;  etil 
faudra  toujours  les  associer  à d,  avec  Je  signe  propre  que  la  diffé- 
rence l)'  — Ü leur  donnera. 

L’azimut  transporté  /',  et  l’angle  polaire  p,  se  calculeront  par 
les  formules  Ja]  et  [3]  qui  les  donnent  sur  la  sphère  avec  les  va- 
leurs de  i,  de</  et  de  d' . Seulement  l’arc  a qui , dans  ces  formules, 

représente  devra  être  remplacé  par  \ si  on  l’exprime  en  par 

lies  du  rayon  de  la  sphère  centrale  pris  pour  unité,  et  par  ^ R",  si 

on  veut  l’exprimer  en  secondes  de  degro.  Faisant  donc  générale- 
ment 

A „ A „ , 

“ = ct  * = > 

N N - • # ■ • 

on  aura  d’abord,  sans  autre  modification,  par  la  formule  [a]  de Ij 
page  160, 


[2]  sin  0 - i'-  ) = 2 ”»r(d'+d)w  Ud'-d) 

1 J 1 ' sin  d' 


sin /tangua- 


Quand  la  différence  / — i ' sera  ainsi  obtenue  en  secondes  de  de-1* 
gré,  on  en  conclura 

v = / — (/  — - r r ; ? • r'sStt 

alors’/'  étant  ronnu,  on  aura  l’angle  polaire  p,  par  l’une  ou  l’autre 
des  formules  j3],  page  t63,  lesquelles  donneront'  t* 

[3J 


Sin  P : 


sin/ 

sinrf' 


sin«,  ou  encore  sin/>  = 


sinr 
sin  d 


sm  a.  ’ 


Si , au  lieu  de  ces  formules  finies,  on  veut  employer  leurs  dev- 
loppemeuts,  on  les  en  déduira  sous  la  même  forme  où  nous  te 
avons  obtenues  pour  la  sphère,  puisqu’elles  n’offrent  de  differente 
«pte  dans  la  spécification  du  rayon  R(  qui  s’y  trouve  remplacé 
par  sa  valeflr  locale  N.  , ^ 

Il  11  ’f  a pas  plus  de  difficulté  ]x>ur  adapter  à l’ellipsoïde  la  for- 
mule [4]  de  là  page  1G6,  qui  donne  les  portions  d’arcs  de  paral- 
lèle, ct  que  nous  avions  établie  sur  le  type,  dé  la  fig.  27.  Reportant 
donc  les* éléments  du  même*  problème  sur  la  fi  g.  36  relative  i 
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l'ellipsoïde , j’y  trace  «l'nbçrd , à partir  de  l’origine  S de  l’are,  le 
segment  de  jMirallèle  Sri,  limité  au  méridien  final  Hjs,’.  Se  trouvant 
ainsi  placé  sur-  notré  sphère  osculatrice^on'  l'obtiendra  immédiate- 
ment par  la  formule  citée,  en  se  bornant  y remplacer  le  rayon  U 
delà  sphère  par  sa  valeur  actuelle  N.  On  aura  donc  ainsi  : 

Longueur  du  segment  de  parallèle,  compris  sur  l’ellipsoïde, 
entre  les  méridiens  extrêmes  de  l’arc  A,  cette  longueur  étant  me- 
surée k la  distance  polaire  d de  son  origine  S,  ' 

4 > a ' 

f/1  c Asinfsinrf  i simsinr/sin^/'  -+-  i)sïn(d  ' — /)  A' 

S"  siïü/^  ~ 6 sin 


» est  l’azimut  initial  de  l’arc  A,  compté  de  l’éqnateur  vers  le  pôle , 
et  d' est  la  distance  polaire  de  son  extrémité,  calculée  sur  la  sphère 
par  l’expression  rappelée  ci-dessus. 

Soient  r le  rayon  de  la  circonférence  qui  constitue  un  parallèle  de 
notre  ellipsoïde  à la  distance  polaire  f/;  r„  lé  rayon  analogue  pour 
toute  autre  distance  polaire  d„.  Les  arcs  interceptés  sur  ces  cir- 
conférences par  deux  méridiens  donnés , seront  proportionnels  en 
longueur  à ces  rayons , puisqu'ils  devront  soutendre  le  même  . 
angle  au  centre  de  chacune  d’elles.  En  conséquence,  si  l’on  désigne  • 
par  S„  n„  ce  que  deviendrait  ici  Sri  étant  mesuré  sur  l'ellipsoïde,  à 
la  distance  polaire  d„,  on  aura  s V ■ * t _ 

r ' . v 


S„  n.  = sn  "• 

r 


Maintenant,  plaçons  notre  ellipse  génératrice  dans  le  plan  <je  la 
fig-  4o;  et,  ayant  marqué  sur  son  contour  deux  points  S,  S„,  sitinh 
aux  distances  polaires  respectives  d,  d„,  menons' en  ces  |>oiuts 
deux  normales  terminées  à l’axe  polaire  ; elles  formeront  respecti 
vemcnl  avec  lui  ces  mêmes  angles,  par  définition^  fit,  tn  nommant 

N,  N„  leurs  longueurs,  on  aura  , 

. p . ( - 

(i  — eJcosï./J»  ■ . •(!.— c’cos’rf,)1'  ’» 

V 


N ssJL. 


Par  les  points  S,  S„  menons  à l’axe  polaire  deux  perpepdi«ulaq;es, 
que  nous  terjninc(piis.p  cetjaxe  ; et  Seroj^  les.fcfyons  r,  rm  îles  pp- 


^ . 


l 
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rallèltrs  de  rôrsdeux  points.  Or,  leu r relalionde  position' «vec  les 
normales  donne  évidemment 


r}  = N sin  </, 


N„ 


expressions  dans  lesquelles  cl  et  cl„  sont  des  distances  polaires  ellip- 
tiques. Multipliant  donc  l’arc  SH  par  le  rapport  de  ces  valeurs, 
nous  aurons  : 

Longueur  du  segment  de  parallèle,  compris  sur  l'cllipipük 
entre  les  méridiens  extrêmes  de  l’arc  A,  cette  longueur  étant  me- 
surée à la  distaucc  polaire  elliptique  <■/„, 

r/i  (.  n ^ N„sin  / sinrf„  i sin/sinrf„sin(rf'H-/}sin(d'—  ilA’S, 

lr  " "T~,>  *aNsinrf'  • tj  , , stVrf'  V * ' 

, / est  toujours  l*aamut  initial  de'l’arc  A,  et  ci'  est  la  distance  po- 
laire de  son  extrémité  calculée  sur  la  sphère  osculatrice  à son  ori- 
gine, comme  précédemment.  Sur  une  sphétc,  les  normales  >,  S, 
aéraient  tontes  dcitx  égales  an  rayon  R,’ ce  qui  reproduirait  la  for- 
mule de  transport  établie  pour  ce  cas , page  167.  Mais , surl’eKp- 
soïde,'  leurs  longueurs  changent  avec  la  distance  polaire,  et  le  seg- 
ment de  parallèle , intercepté  entre  les  mêmes  méridiens,  se  triant 
modifié  par  ces  variations. 

1 !) I . Les  formules  [ 1 ] , [a],  [3],  [4],  transportées  ainsi  à l’eHip- 
■ solde,  donnent  tous  les  résultats  que  l’on  y petit  déduire  d’un  seul 
arc  géodésique  dont  on  connaît  la  distance  polaire  initiale  vraie rf. 
(.azimut  initial  /*  et  la  longueur  A.  Potin  les  appliquer  aux  côtes 
consécutifs  d’une  triangulation  continue,  il  faut  se  procurer  le 
mêmes  éléments  (k’  calcul  propres  à chacun  d’eux.  Désignons  1« 
stations  consécutives' par  S,  S,,  S,,.-. .,  et  nommons  A,  A„  A •• 
les  longueurs  des  arcs  sphériques  intercepté»»  entre  elles, - loo- 
, g non  rs  qui  sont  connues  par  la  résolution  des  triangles  priacijau*- 
On  a d’abSAl  déterminé  astronomiquement  en  S la  distance </dn 
pôle  au  /.«inith,  et  l’azimut  r j mais,  parvenu  en  S,,  il  faut  y obtenir 
les  clbiyt, cléments  analogues  par  doduçtjoji.  Le  premier  sera  la  dis- 
tance polaire  elliptique-/,  rapportée..  h la  normale  réelle  de  S,;  elk 
sc.  enrichit  ^des  éléments  A,  i,  cl,  eombim* 'avec 'la  correction  d'el- 
lipticité depehdantjdc  e*'.  Le  secpnd  cstVa/imut initial  de  Part  A,, 
cobipté  du  méritfien  propre  *de  S,.  Poîrt-  l'ohtenR-,  ônYalrule  d'a- 
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boi-d  l'azimut  de  S sur  l'horizon  de  S,,  en  le  déduisant  de  l’angle  (/,  * 
déterminé  Sur  la  sphère  osculatrice  précédente,  cet  angle  pouvant 
ctre  transporté  en  S„  et  appliqué  sur  l’ellipsoïde  sans  aucune  cor 
rection.  Ce  résultat,  combiné  avec  l’angle  sphériqn'e  SS, S,  qui  a 
été  observé  en  S,,  donne  l'azimut  du  côté  S, S,,  ou  A, , autour  dn 
méridien  de  cette  station.  La  longueur  A,  est  connue.  On  se  re- 
trouve donc  en  S,  avec.  le  même  système  de  données  qu’on  avait 
en  % et  on  les  combine,  par  les  formules  , de  la  même  manière. 
Cela  conduit  la  station  suivante  S„  puis  à S„  et  ainsi  indéfini- 
ment sur  toute  l’étendue  de  la  triangulation.  Le  transport  des  cle- 
ineqts  astronomiques  primitifs  el,  »,  ne  souffre  d’incertitude  que 
dans  I emploi  qu’on  y fait  de  la  petite  correction  dépendante  der’, 
par  laquelle  on  rapporte  les  distances  polaires  sphériques  anx 
normales  vraies  , en  passant  de  chaque  station  à la  station  sui- 
vante. Car,  cette  correction  étant  calculée  d’après  la  valeur  de  t:’’ 
i qui  convient  à la  configuration  générale  dn  sphéroïde  terrestre, 

I elle  ne  tient  pas  compte  des  anomalies  qui  pourraient  occasion- 
nellement écarter  les  normales  locales  de  la  direction  régulière 
I qu  on  leur  attribue.  Lorsqu’il  s’agit  d’un  arc  méridien,  ces  acri- 
i dents  ne  sauraient  produire  que  des  différences  très-faibles,  ou  in- 
sensibles, dans  l’évaluation  de  sa  longueur.  Car,  d'abord,  dans 
i l’expression  des  segments  consécutifs,  le  terme  principal  A cos» 
pouvant  se  mettre  sons  la  forme  A'—  ?.A  sin’f  »,  les  petites  varia- 
tions supposables  de  l’angle  » changeront  à peine  sa  valeur,  d’au- 
tant que,  dans  un  tel  cas,  la  direction  générale  «lu  céseap  permet  • 
toujours  d’y  choisir  des  'côtes  médiocrement  inclinés  sur  le  méri- 
l dicn.  Après  celui-là,  les  éléments  transportés//,  »',  n’entrent  plus 
que  dans  les  termes,  correctifs  qui  le  complètent , et  qui , étant 
toujours  très-petits,  seront  très-peu  modifié»  par  de  faibles  varia- 
tions qui  s’y  iutroduiraient.  Or,  la  somme  de  ces  'segments  qui 
compose  l’arc  total , est  le  résultat  spécial,  et  presque  unique  , que 
1 on  veut  alors  conclure  des  formules,  pour  le  comparer' à la  diffé- 
rence des  distances  polaires , comprises  entre  les  stations  extrêmes, 
laquelle  se  détermine  toujours  par  observation.  L’influence  de 
l’angle  » est  plus  grande  sur  ua  arc  dç  parallèle,  où  i!  entre  dans 
chaque  segment  par  le  facteur  principal  A sin»,  indépendamment 
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des  termes  correctifs  qui  le  contiennent  encore.  Mais  c’est  surtnm 

dans  les  valeurs  absolues  <le  /,  obtenues  à l’extrémité  d’un  Ion. 
réseau  de  triangles , que  l'existence  des  irrégularités  locales  peut  sc 
manifester  le  plus  évidemment.  Car  le  transport  qu’on  y fait  <k 
i’a/.imut  initial  / s'opère  an  moyen  des  évaluations  successives  r - 
distaneqs  polaires  <1‘  et  d\ , transportées  de  chaque  station  à 
suivante  avec  la  correction  d’ellîpticité  régulière  qui  dépend  A 
latptelle  entre  t(ju.it  entière  dans'  ces  évaluations.  Il  pourrait 
donc  en  résulter  que  l’azimnt  final  du  dernier  côte  d’une  chaîne 
de  triangles,  dirigée  suivantun  méridien  ou  un  parallèle,  étant  cal- 
culé par  nos  formules,  se  trouvât  différer  sensiblement  de  la  va- 
leur réelle  que  l’observation  lui  assigne;  et  cette  différence  décè- 
lerait l’existence  d’irrégularités  locales  entre  les  deux  stations 
extrêmes  pour  lesquelles  le  dernier  nzimut  aurait  été  .conclu  du 
premier.  Pour  une  pareille  épreuve,  les  valeurs  successivesde  i— i 
devraient  être  évaluées  entre  chaque  couple  de  stations  consecu- 
tives au  moyen  delà  formule  rigoureuse  qui  donne  sin(/  — i')i 
,.et  il  ne  serait  pas  , je  crois,  avantageux  de  chercher,  par  des  déve- 
loppements , la  relation  immédiate  du  premier  au  dernier  aiinint, 
parce  qu’U  serait  difficile,  dans  une  transmission  un  peu  prolon- 
gée d’approximations,  d’apprécier  l’influence  relative  des  termes 
que  l’on  conserve  et  de  ,ceux  que  l’on  néglige  , aussi  bien  qu’o® 
peut  le  faire  successivement  sur  chacune  des  sphères  oscuJatrice 
auxquelles  on  n’appirque  qu’un  seul  arc  toujours  très-petit. 

192.  Lorsqu’on  a obtenu,  par  la  formule  [4],  tous  les  segment 
interceptés  dans  une  triangulation  dirigée  à peu  près  sur  nu  ntérw 
parallèle,-  et  qu’on  lésa  transportés  tous  sur  un  parallèle  conimm 
.situé  à la  distance  polaire  çlliptique  d„  peu  distante  de  leur  dirrtùw 
générale,  leur  somme , que  je  désignerai  par  n„,  donne  l’arc  total >î 
ce  parallèle  qui  est  compris  entre  les  méridiens  des  stations  extrême 
F.n  le  divisant  par  le  rayon  elliptique  du  même  parallèle,  qui»1 

N sin  dn , le' quotient  rf-rr-y  exprime  l’arc,  soutendu  à son  centn 

PI  Slll 

C„  fig.  4p,  sur  une  circonférence  d’un  rayon  égal  à l’unité  df 
longueur.  Donc,  si  l’on  nomme  I"  l’amplitude  angulaire  de  cet  ire 
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I"  = 


II"; 


central , exprimé  en  secondes  de  degré,  on  aura 

n„ 

N sin  rl„  ' 

I"  représente  alors  l’angle  dièdre  compris  entre  les  méridiens  des 
stations  extrêmes,  exprimé  en  parties  de  la  même  graduation.  Or 
cet  angle,  conclu  des  mesures  géodésiques,  peut  être  soumis  à 
une  comparaison  astronomique , analogue  à celle  qu’on  applique 
aux  arcs  méridiens,  mais  qui,  malheureusement,  comporte  beau- 
coup moins  de  précision. 

105.  Pour  cela,  il  faut  se  rappeler  les  notions  établies  dans  les 
chapitres  XI  et  XV  du  volume  précédent , sur  l’uniformité  du 
mouvement  diurne  de  la  sphère  céleste , ainsi  que  l’emploi  de  sa 
révolution  pour  constituer  l’unité  de  temps  que  l’on  appelle  le 
jour  sidéral.  Si  l’on  définit,  dans  chaque  lieu,  l’origine  de  ce 
temps  par  le  passage  méridien  d’une  étoile  absolument  fixe,  ou 
rendue  idéalement  telle  par  les  petites  corrections  que  j’ai  annon- 
cées, pages  327,  sous  les  noms  de  procession,  d’ aberration  et  de 
nutation,  l’angle  dièdre  décrit  par  le  cercle  horaire  de  cette 
même  étoile  mesurera , pour  chaque  observateur,  les  parties  du 
temps  écoulées  depuis  son  passage  méridien  ; et  cet  angle  lui  sera 
indiqué  à chaque  instant,  par  son  horloge,  s’il  a déterminé  soi- 
gneusement la  marche  de  celle-ci , en  la  comparant  au  mouve- 
ment du  ciel  par  des  observations  de  passages,  comme  cela  a été 
expliqué  au  chapitre  XI.  Concevons  maintenant  deux  observa- 
teurs établis  aux  deux  stations  extrêmes  SD,  S„  du  parallèle  calculé, 
munis  tous  deux  d’horloges  exactement  réglées  comme  je  viens  de 
le  dire , et  comptant  tous  deux  le  temps  sidéral  à partir  du  pas- 
sage de  la  même  étoile  à leur  méridien.  Désignons  par  I"  le  nom- 
bre de  secondes  de  degré  qui  exprime  l’angle  dièdre  compris  entre 
ces  plans , et  supposons  S„  plus  occidental  que  S0.  Lorsque  l’étoile 
prise  pour  signal  céleste,  passera  au  méridien  de  S„,  elle  se  trou- 
vera à l’occident  du  méridien  de  S„,  et  son  cercle  horaire  s’en  sera 
éloigné  , dans  ce  sens , d’un  nombre  de  secondes  de  temps  sidéral 

I" 

égal  à — = , puisque  la  vitesso  de  son  mouvement  uniforme  lui  fait 

! D z 

décrire  les  36o°  de  sa  révolution  entière  en  vingt-quatre  heures  de 
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ce  incme  temps.  Donc,  en  général,  si  l’on  nomme  H„,  II„  les  temps 
absolus  que  les  deux  observateurs  comptent  simultanément  sur  leur 
propre  horloge , a un  même  instant  physique,  on  aura  toujours 

I" 

H„  — p — H„. 

i5 

D’après  cela,  si  l’on  pouvait  connaître , pour  un  même  instant 
quelconque  , la  différence  H0  — H„ , l’angle  I"  se  déduirait  de 
cette  égalité.  C’est  à quoi  l’on  parvient  en  faisant  apparaître  entre 
les  deux  stations  un  signal  soudain,  visible  de  l’une  et  de  l’autre , 
tel  que  le  produit  l’inflammation  d’une  petite  quantité  de  poudre. 
Car  l’instant  de  l’apparition  étant  noté  par  chaque  observateur  sur 
sa  propre  horloge , la  différence  de  ces  indications  donne  H„— H,. 
Si  ces  identifications  pouvaient  se  faire  avec  une  parfaite  rigueur, 
une  seule  suffirait.  Mais,  comme  elles  comportent  inévitablement 
quelque  incertitude , on  réitère  la  même  épreuve  un  grand  nom- 
bre de  fois , à des  instants  fixés , en  les  espaçant  par  des  intervalles 
de  temps  convenus  d’avance,  et  l’on  atténue,  par  compensations, 
les  erreurs  partielles , en  prenant  la  moyenne  de  tous  les  résultats 
ainsi  obtenus.  Ayant  donc  ainsi  H„  — H„ , on  en  conclut 

I"-  i5 (H„  — H„). 

Cette  évaluation  astronomique  de  I"  peut  alors  être  comparée  àson 
évaluation  géodésique  (*).  Or,  celle-ci  est  déduite  de  la  longueur 
de  l’arc  mesuré , combinée  avec  sa  distance  polaire  observée  et 
avec  les  éléments  a,  e3,  de  l’ellipse  qui  représente  la  forme  generale 
des  méridiens  terrestres.  L’accord  ou  la  discordance  des  deux  ré- 
sultats apprend  donc  si , sur  le  segment  de  parallèle  où  l'on  a open\ 
la  configuration  de  la  surface  terrestre  s'identifie  exactement  Jt* 
l’ellipsoïde  régulier  de  révolution  qui  représente  son  ensemble, 0° 
«i  elle  en  diffère  localement.  Mais',  pour  bien  apprécier  l'étendue  <b 
ces  écarts , lorsque  le  calcul  les  accuse , et  même  en  constater  su* 
rement  la  réalité,  il  faut  discuter  l'influence  des  erreurs  de  deuu 


(*)  Dans  Ica  pages  suivantes,  on  a imprimé  par  erreur  H„ — II0,  au  K"1 
de  H0 — H*  ; il  faut  intervertir  les  indices  pour  avoir  cette  différence 
comme  on  l'a  supposer. 
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qui  pourraient  fausser  la  comparaison , en  altérant  les  valeurs  îles 
éléments  observés  sur  lesquelles  on  l’établit. 

*94.  L’évaluation  géodésiquc  de  I" 'offre  peu  d’incertitude. 
Ses  éléments  sont,  i“  les  distances  polaires  des  stations  extrêmes 
qui  se  déterminent  astronomiquement  avec  beaucoup  de  précision; 
a°  la  longueur  de  l'arc.  Elle  se  conclut  d’mje  triangulation  , ordi- 
I nairement  appuyée  sur  plusieurs  bases  qui  donnent  la. longueur 
| absolue  de  ses  côtés  principaux  , qu’elles  vérifient  par  Jenr  dé- 

I duction  mutuelle.  Les  segments  du  parallèle  qui  la  traversent  se 

I calculent  avec  exactitude  d’après  ces  éléments,  au  moyen  des  for- 

l mules  que  nous  avons  établies,  en  supposant  qu’on  ne  les  tronque 

l point  par  des  simplifications  hasardées,  qui  pourraient  diminuer 

leur  précision  ; 3°  enfin,  les  éléments  n,  e"  de  l’ellipse  générale 
(.  soiït  connus,  avec  une  approximation  qui  suffit  certainement  pour 
assurer  les  petites  corrections  quièn  dépendent.  La  valeur  de  I", 

I obtenue  ainsi,  représente  donc  bien  l'amplitude  vraie  que  devrait 
, occuper  l’arc  mesuré  du  pagallèle,  enl’appliqiiant  sur  l’ellipsoïde 
I • terrestre,  considéré  dans  la  régularité  abstraite  de  sa  configura  - 
I tion  générale.  On  peut  donc  légitimement  l’employer  comme  pre- 
mier terme  de  la  comparaison. 

Maisl’évaluationastronomiquedeJ",  par  les  différences  des  temps 
absolus,  ne  comporte  pas,  à beaucoup  près,  autant  de  srïrote.  D'a- 
I bord  son  expression  montre  qu’ufie erreurde  l’de  temps , commise 
I dans  l’appréciation  de  H„ — H„,  en  produit  unc.de  i5"  de  degré  sur 
I sa  valeur.  Or,  les  erreurs  de  cette  appréciation,  se  cômpo^nt,  i » de 
| celles  qu’on.peut  commettre  sfir  l’évaluation  dA  temps  absolu  dans 
I chaque  station  où  les  signaux  instantanés  s’ôhservdht*  a®  de  l’appli- 

cation qu’on  fait  à chaque  horloge  du  phénomène  perçu,  soit  qu’on 
I l'effectue  directement,  ou  en  y transpqrtantfépoqnedHa  perception 
| par  l’intermédiaire  d’un  chronomètre*  3°  de  l’inégalité  qui. existe 
i entre  le  jugement  que  charpie  observateur  porte  sur  l’époque  comp- 

i tée  du  phénomène  perçu.  Car,  dans  les  observations  qui  se  font 
par  exemple,  avec  l’instrument  des  passages,  on  a remarqué  que 
l’occultation  des  étoiles,  par  chaque  fil  du  réticule,  est  rapportée, 
par  différents  observateurs,  à des  temps  quelque  peu  différents  de 
l’horloge  qu’ils  écoutent;  ce  qui  produit  une  inégalité d’identifica- 
t.  ni.  n 
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lion  à laquelle  il  devient  necessaire  d’avoir  egard,  dans  des  déter- 
minations précises  de  tçmps  absolu.  Cette  circonstance  affectera 
donc  l'intei vaJIc  H„  — lf„ , d’une  erreur  constante  pour  chaque 
couple  d observateurs , si  on  ne  l’a  pas  spécialement  mesurée  pour 
ru. v,  par  des  expériences  préalables,  ou  si  l’on  n’a  pas  constaté  que 
son  résultat  devient  insensible  par  opposition , dans  leurs  observa- 
tions simultanées  du  signal  intermédiaire.  Les  effets  des  trois  cau- 
ses d errqur  que  nous  venons  d’énutnérer,  devenant  quinze  fois 
plus  grands  dans  l’évaluation  astronomique  de  I",  elle  est  néces- 
sairement beaucoup  moins  sûre  que  l’évaluation  géodésiqne;  et  il 
faut  apprécier,  avec  une  sévère  critique  , la  part  qu’elles  peuvent 
avoir  dans  les  différences  que  ces  deux'détcrminations  présentent, 
avant  d'en  conclure  qu’elles  dégèlent  des  anomalies  locales  réelles 
dans  la  configuration  du  parallèle  mesuré. 

t !)i>.  Peut-être  améliorerait-on  les  observations  du  signal  in- 
stantané, en  substituant  aux  feux  de  poudre,  les  éclipses  récipro- 
ques de  lampes  à courant  d’air,  munies  de  réflecteurs,  qui  seraient  •. 
fixement  établies  dans  chaque  station.  Elles  seraient  occultées  par 
la  chute  d’un  écran  métallique,  tombant  d’une  hauteur  suffisante 
pour  donner  à leur  disparition  "une  durée  sensiblement  nulle,  ou 
que  sa  constance  permettrait  d’évaluer.  L’observation  se  ferait  (à 
chaque  station,  avec  une  lunette  fixe  dirigée  vers  l’autre.  Le  si  gna! 
serait  successivement  donné  et  reçu,  dans  toutes  deux,  à des 
époques  fixées,  se  .succédant  par  des  intervalles  de  temps  con- 
venus d'avance,  ce  qui  permettrait  de  réunir  un  très-grand  nom- 
bre d’observations. réciproques  en  fort  peu  de  jours.  Le  mode  d’i- 
dentification. de  Ta  perception  et  du  temps,  propre  à chaque  obser- 
vateur, et"  qu'on  appelle  son  rq nation  personnelle,  se  conclurait 
d’expérience» préalables’,  faites  simultanément  partons  deux  dans 
une  même  station,  où  ils  observeraient  et  reporteraient  à la  même 
horloge  les  éclipses  soudaines  qu’un  aide  opérerait  dans  l’autre. 

190.  Supposant  l’amplitude  astronomique  I"  déterminée  [iar 
ce  procédé  ou  par  d’autres  analogues  , soit  pour  l’étendue  totale 
de  l’arc  mesuré,  soit  pour  les  divers  segments  dans  lesquels  on 
subdiviserait  sa  longueur  par  des  stations  intermédiaires,  on  en 
pourra  conclure  proportionnellement  la  longueur  d’un  degré  du 
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11. 

NUMÉROS 
d’ordre 
des  segments 
consécutifs. 

« 

L1MITF.S  * DES 

, 

Marennes-Saint-Pr 

7. 

Sairit-Pretiil  - Sauva 

3 

Sauvagnar-Isson. . 

4 

Isson-Genève.  . . 

5 

Genève-Milan.  . . 

6 

Milan-Padoue.  . . 

7 

Padoue-Fitime  (Jar 

Éléments  relatifs  à l’arc  total.  . 

CORRECTION 

qu'il 

faudrait  faire 
dansl’amplitude 
astronomiq.  H' 
do  chaque  seg- 
ment, évaluée 
en  temps  aider. . 

pour  détruire 
leur  excès  prop. 
sur  le  degré 


iii,  page  259. 
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* ' * . 
parallèle  considéré.  Pour  cela, 'nommons  H1  la  différence  H,. — IT„ 

exprimée  en  secondes  de  temps  sidéral  ; en  sorte  que  1"  'soit 

égale  à i5HJ.  Alors,  n étant  fa  longueur  mesurée  qui  corres- 


pond à l'amplitude  I",  la  longueur  d’un  degré  sera 


t 36oo"n  ■ 


i5H 


En 


supposant  les  éléments  de  cette  détermination  exempts  -de  tonte 
erreur,  le  produit  ainsi  obtenu  devrait  être  constant  sur  .fout  le 
contour  d’un  même  parallèle,  soit  qu’il  lût  conclu  de  l’arc  entier 
ou  de  ses  segments  ; et  s’il  ne  l’était  pas , on  devrait  en  conclure 
que  la  configuration  de  la  surfine  terrestre  s'y  écarte  de  sa  régu- 
larité générale  , propre  à un  sphéroïde  de  révolution  rigoureux.  Il 
sera  toujours  important  de  faire  cette  épreuve.  Mais,  si  les  valeurs 
des  degrés,  ainsi  calculées  par  les  divers  segments  de  l’arc,  pré- 
sentent des  différences  entre  elles,  il  faudra,  avant  d’en  inférer 
l’existence  d’anomalies  locales , examiner  si.  ces  différences  sont 
assez  ' fortes  pour  ne  pas  pouvoir  provenir  des  seules  erreurs  d’ob- 
servation qui  affectent  les  divers  éléments  d’où  on  les  déduit. 

197.  Le  plus  grand  arc  de  parallèle  que  l’on  ait  jusqu’à  présent 
mesuré,  traverse  une  triangulation  continue,  établie  à peu  pré# 
sur  le  45e  degré  de  distance  polaire,  ayant  son  extrémité  Occiden- 
tale sur  les  côtes  de  l’Océan , près  de  Bordeaux , et  son  extrémité 
orientale  près  de  la  ville  de  Fiume,  en  Istrie.  C’est  sur  cette  même 
ligne  qu’ont  aussi  été  faites  un  grand  nombre  d’expériences  sunla 
longueur  du  pendule , rapportées  à la  fin  de  notre  tome  II , p.  48?.  ; 
de  sorte  que  ces  expériences  s’y  associent  aux  déterminations  géo- 
désiques,  aussi  complètement  que  sur  l’arc  de  méridien  qui  s’étend 
depuis  la  petite  île  d’Iînst,  dans  l’archipel  des  Shetland,. jusqu’à 
celle  de  Formentera , afc  dont  les  Anglais  ont  mesuré,  ou  achèvent 
de  mesurer,  la  partie  boréale. 

Cette  grande  mesure  de  parallèle  ,<  d'abord  projetée  en  France, 
a été  exécutée,  dans  ses  diverses  parties,  par  des  Observateurs 
très- habiles  appartenant  aux  différents  États, que  l’arc  devait  tra- 
verser. C’étaient,  pour  la  France,  feu  le  colonel  Brousseaud,  ayant 
sous  ses  ordres  des  officiers  pris  dans  le  corps  des  ingénieurs-geo- 
graphes  ; pour  la  Savoie,  M.  Plana,  l’astronome  royal  de  Turin  ; 
pour  l’Autriche,  M.  Carlini,  de  l'observatoire  de  Milan;  et  des 


17. . 
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officiers  sous  les  oédres  de  M.  le  colonel  Fallon,  directeur  du  bu- 
reau topographique  de  Vienne”.  "L’amplitude  géodésique  a été  ap- 
puyée sur  deux  bases  extrêmes,*  l'une  occidentale  , mesurée  du» 
leS  latules  de  Bordeaux  ; l’adtrc  orientale  ; mesurée  sur  les  bords 
dû  Tesin.  Les  amplitudes  astronomiques  de  l'arc  entier  et  de  plu- 
sieurs de  ses  segments. pnt  été  déterminées  par  des  feux  de  pou- 
dre.'Les  temps  absolus  out  clé  fixés,  soit  par  des  instruments  de 
lissages,  soit  par  des  observations  tic  hauteurs  d’astres  prises  avec 
le  qprcle  répéfiteur.'Lcs  résultats  généraux  de  l'operation  entière  ont 
été  rassemblés  dans  un  ouvrage  publié  par  le  colonel  Brousseaud, 
sons  leèitrc  de  Mesure  d’un  arc  du  jmi allèle  moyen  entre  le  p6le  et 
V équateur.  C’est  de  la  que  j’ai  tiré  tous  les  éléments  contenus  dans 
le  tableau  placé  en  regard  de  la  page  précédente.  Les  longueurs 
mesurées  sont  exprimées  eu  mètres  français,  dont  la  longueur  légale 
en  toises  est  oT,5t3o^o.  Nous  verrons  phisloin  comment  ce  rapport 

«e  déterminé? pour  le  moment,  je  l’emploie  comme  un  fait  convenu. 

% * • 

198.  Ce  tableau  parle  de  lui-mêine.  On  y voit,  dans  la  <*■ 
lonne  VI , que  les  divers  segments  du  parallèle  mesuré  donnent 
drt  longueurs  du  degré  notablement  différentes  les  unes  des  au- 
tres, pt  qui , comparées  au  degré  moyen  conclu  de  l’arc  total, 
sont  tantôt  plus  grandes.,  tantôt  moindres  d’un  nombre  de  mètres 
qui,  pour  quefqucsiubçs , paraît  fort  cohsiderable.  Mais  la  der- 
nière, colonne  montré  qu’en  remontant  aux  déterminations  ex- 
périmentales données  degrés  sont  déduits,  leurs  inégalités  metn- 
ques  répondent  à des  différences  de  temps,  que  les  observations 

les  plus  habilement  faites  ont  pu  difficilement  rendre  certaines  * • 
• • 

(*)  Les  nombres  comenus  dans  celte  dernière  colonne  sont  calculés  P'lr  ^ 

méthode,  que  j’ai  indiquée  en  noie  page  an,  mais  il  ne  scia  pas  inutile  i* 
la  reproduire  ici  dans  l'application  spéciale  que  je  lui  ai  donnée.  Soit  H I* 
longueur  en  iticlres  d’un  de  nos  segments  de  parallèle  dont  1",  ou  i5H*,<** 
l'amplitude  astronomique  expl  iméoTn  secondes  do  temps  sidéral.  Ij  l°n‘ 
guegr  IK0)  du  degré  quisVii  déduira  aura  pour  expression 


ll(®>  = 


3Goo  n 

Î5  H*  ’ 


Désignons  maintenant  par  .r  le  nombre  de  secondes  de  temps  qu’il  faudrsd 
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Toutefois,  si  l’on  suit  la  marche  de  ces  différences  entre  les  ser- 
ments consecutifs,  pour  y chercher  les  indices  les  pins  saillants  d’a- 
nomalies locales , que  l’on  puisse  juger  réelles,  leur  maximum  se 
présente  vers  les  deux  extrémités,  occidentale  et  orientale,  dé 
l'arc,  avec  des  signes  opposes.  Or,  c’est  aussi  vers  çes  mêmes  ex- 
trémités que  les  longueurs  observées  du  pendule  ont  offert  les 
anomalies  les  plus'  considérables , et  pareillement  de'signes  con- 
traires j comme  on  le  voit  dans  le  tableau  inséré  à la  page  4^2.  du 
tome  precedent.  SiTon  ajoute  à cela  que,  sur  l’are  méridien  3e 
France  et  d’Espagne,  les  variations  les  plus  irrégulières  des  degrés 
se  manifestent  également  vers  le  45'  degré  de  distance  polaire,  on 
conclura  de  ces-rapprochcments,  avec  toute  vraisemblance,  ifhc, 
dans  la- portion  de  la  France  où  le  mjiridrcrt  de  Paris  coupe  le,45p, 
parallèle,  la  configuration  delà  surface  terrestre  s’écarte  sensible- 
ment de  l’ellipsoïde  général  qui  représente  sou  ensemble.  Cet 
écart  est  probablement  plus  marqué  'encore  sur  d’autres  parties 
plus  orientales  du  même  parallèle,  par  exemple  vers  Padoue^et 
Finine.  Car  c’est  là  que  les  longueurs  des  degrés , mesurées  Pin- 
son contour,  et  les  longueurs  dn  pendule  qu’on  y a observée^, 
diffèrent  le  plus  des  lois  générales.  Aussi,  lorsque  Padone  a été 
rattaché  à Milan'par  triangulation  géodésique  , les  astronomes  ita- 
liens ont  trouvé  une  discordance'  de  t3'',5  entre  la  latitude decîttè 


ajouter  à H*,  pour  que  le  quotient  reproduisit  la  Valeur  inoyeuno  tl[°^  du  de- 
gré, tille  que  la  donne  l’arc  lotijl.  D'après  cette  condition , il  faudra  ■qu’gn  ait 
1 . .a  * - * 

. ' • „<o>  _r  3ÇooH  •'  . * «... 

Si  l’on  divise  la  première  équation  membre  à tncmbie  par  celte  jui  mère’,  “I 


en  résulté 
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d on  l'on  lire 
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Les  nonrfMT‘1  cou  tenus  dan»  la  dcj-nl^tc  colonne  du  Idtdeau  ont  été  c»èculcft# 
par  cotte- forint  t!e.  Ou  vgll  que  la  correction  r est  toujours  de  môme  sitfii** 
qui  la  différence  lit")—  • "*  * . - 
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ville,  déterminée  aslrononiiquenienc,  et  celle  t|ui  se  déduit  de 
Milan  par  les  triangles  intermédiaires  supposes  appliqués  sur  l’el- 
lipsoïde terrestre  général. 

109.  Le  parallèle  sur  lequel  ont  été  prises  lés  mesures  d’arcs 
rapportées  dans  le  tableau  précédent  ayant  'Sa  distance,  polaire 
✓4=44“  1 6’  4«",  il  se  trouve  très-peu  distant  de  celui  auquel  ap- 
partient  le  degré  moyen  Dî°>  que  nous  avons  cpnclu  par  l’ensemble 
des  opérations  de  France  et  d’Espagne,  ce  dernier  se  rapportant 
à,  la  distance  polaire  d=43“5i’  54,,.  En  combinant  ces  deux 
genres  de  déterminations,  il  est  facile  d’en  conclure  les  dimensions 
de  l’ellipsoïde  particulier,  qui  serait  oscillateur  à la  surface  ter- 
restre dans  le  point  où  le  degré  moyen  ü,a>  coupe  son  parallèle 
propre;  c’est  ce  que  je  vais  exposer. 

Pour  cela  je  prends  d’abord  la  moyenne  des  quatre  degrés  de 
parallèle , qui  ont  été  obtenus  par  les  observations  faites  entre 
Mare  unes  et  Genève,  parce  que  le  milieu  de  l’arc  qu’elles  embras- 
sent se  .rapproche  spécialement  du  méridien  auquel  appartient 
notre  degré  D a).  Cette  moyenne  est  ^■j884m,4°4>  ‘l11*»  converties 
en  toises  de  l’Académie  par  le  rapport  légal  o,5i 30740,  valent 
3,jyT,oVî6 , en  négligeant  les  fractions  ultérieures  dont  on  ne  sau- 
rait répondre,  .le  désigne  cette  longueur  par  11„.. 

La  première  chose  à faire,  c’est  de  lji  transporter  sur  le  parallèle 
dontja  distance  polaire  este/,  ce  qui  exige  qu’on  la  multiplié  par 


le  rapport  - des  rayons  des  circonférences  correspondantes,  aux 


distancés  H,  Ces  rayons,  dans»  un- méuic  ellipsoïde,  ont 
pour  expVessions  Nsinrf,  N„sin(/„.  Nommant  donc  fl<°l  la  lon- 
gueur du  degré  de  parallèle  ainsi  transporté,  on  aura 


» r /• 


1 , , II,  sin  d * IN 

II<°!  = T » • — 

#tn  ✓/„  ’ N» 


Au  preirtier  aperçu,  cette  operation  de  -transport  Semblait  impli- 


sin  d 


quer  Un  cercle  vicieux  , non  qoanhau  rapport  . — - qui  s^ déduira 

* ■ * , - , 

rigoureusemçnt  de  nos  données ,;  mais  |jar  (évaluation  qir’tl  nous 
* - * • 
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faudiïV  Mire  du  rapport  — des  ilcux  normales  dans  l'ellipsoïde  in- 
• r 1 *•  «.TU»  « - 

^ t 9 *«  t É I 4'  • | 

connu.  Heureusement  celte  difficulté  disparaît  ici  f à cause  dp  |>eu 
d’écartement  des  deux  parallèles  entre  lesquels  le  transport  s’opère- 
Car,  ainsi  qu’on  le  verra  tout  à l’heure,  la  partie  de  îa  réduction 

N ’ 1 

qui  est  produite  par  le  facteur  — est  si  petite,  qu’elle  s’évalifera 
• -Nu  % 

très-exactement  avec  la  valeur  de  c\  appartenant  à l'ellipsoïde 
général.  « 

Je  commence  donc  par  former  le  produit  qui  dépend  de  l’autre 
facteifr.  On  l’obtiendrait  sans  erreur  sensible  par  l'application  di- 
recte des  logarithmes.  Mais  on  apercevra  mieux  la  petitqsse  de 
cette  première  réduction , en  représentant  pa;  o>  la  petite  diffé- 
rence i/„ — rf  des  distances  polaires  qui  est  o“  ?4'  54".  Car,  en 
substituant  à d la  valeur  équivalente1  </„—*•  w,  on  aura 

. • ‘ . *,  • ‘ # . * . 
sinii=sini/„cosw — cosr/, sin'a=sinc/„ — cosr/„sinu — asim/.sin’-j  w, 


ce  qui  donne  * 
•*  sin  d 
sinrf, 


sin  w . , , 

-t— r = i ; ^sin’-jM  ; * 

tang  dn  ■ • • « 


et,  en'effectüant  par  parties  le  calcul  des  deux  termes  qui  dépen- 
dant du  petit’angle  ta,  on  trouvera  - , • » * 


n — 3qqGo.T,  4<j  — 2q6T,  8o’3-  — i T,  oiB  = <i i • 

* sin  d„  m 3 « » • ♦ * ♦ 

- . ; • - iï  * * • ♦ 

C’est  ce  qu’on  aurait  pu  trouver  directement,  matsavcc  uneappre- 
ciation  moins  évidentç  de  l’effet  de^pe  faCtour.^  < ■-  . 


c'^sin  (d„  -t-  d)  sin  id„  — d ) 
^ 1 i — c’  cos5  d 


r * 
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Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  que  le  tenue  qui  s’ajouta  àl'uhité 
sous  le  radical  est  rendu  très-petit  par  l'association  |les  dtAix  fac- 

J Û i * ^ «t  9 0 m 

teilrsj  c-  etsm(cf„ — /ij.^C’est  là  oe  qui  permqt  de  le  calculer  avec 
la  valeur,  générale  de  c :3e  lais  doue  , |Kir  abréviation, 


• “ '■ 


r’sin  \d„  -+-  </)sin  {d„  — d 


J C*  COS  'il 

, — c' siri  {il.  -+-  d)  sih  [il.  — il)  ( t -1-  e:  cosJ  il  -f-  c1  cos'  il. . 

. * • • 

Lorsque  u sera  réduit  en  nombres  par  cette  expression,  sa  peti- 
• # N 

tesSe  permettra  d’obtenir  rapidement  — par  le  développement  du' 
binôme  qui  donnera 


ti 


N 


» . 


• : jN" 

or,  en  cHs'etuant  le  calcul  de  u,  on  trouve.*  *■ 

* . • 

log,«  s=  5,665i2i  1 ; log  «’ = i)j.33oa4a2. 

y*  . *1  *" 

O11  voit  qu'il* serait  tout  à fait  inutile  d'aller  an  delà  de  ces  deux 

premières  puissances  Leur  appliquant  donc  les  diviseur^  respec- 

• '*  * * M * ' J)  f » , I 

tifs  qui  les  affectent  dans  le  développement  de  -r  ) puis  ajoutant 

■ * * • "*  •'  *'  » 

, . A , n„sin  d « * . 

à chaque  terme  le  logarithme  ue  — on  *rnl,vpi  en  .se  bor- 
nant «tix  centièmes  de  toise  , * 

-«à  » _ “ 


« 


, ==  3q<)(>:>.T , ü 1 -f-  oT.c)2  â=3Gqf)3T,53^ 

*•"  * * % * J*  M • 

• * (,  * f f / . » * 

L’exceSsiye  petitesse  deiarorrretion,  qiÿMépend  ici  du  rapportées 
normal  A,  légitime  parfaitement  l'cinplbi  que  nous  avpns.fait  de  la 
valeur  genéralediv’1  phqi*la  eftlcnlcr.  * » # • » * V 

201.  D’après  Alai;’ Tés  éiiyieVtS  déterminatifs  du  nofte  eMÎp- 
soïde  local  seront  : 

• • v .*  f « . . . 

La  longueur  du  degré  de  méridien.  . . 1>°)  = 57024*, t»4  ‘ 

Ltj longueur  dt^i^gré  de  parallèle.  . . n>o)  =^3g663®j53 

applicables  à la  dist.  polaire  commune.  . d 43"5i'54  • 
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Le  degre  DiD)  appartient  au  cercle  qui  est  oscillateur  de  l’ellipse 

génératrice,  Jt  la  distance  polaire  d.  Le  rayon  de  ce  cercle,  que  je 

désigne  par  y , aura  donc  potir  expression  générale  , 

' ‘ ' , „ 1 . - * 
. «(,.—  «*)•  ■ 

„ . ' 7 = i»  • 

(l  — e’ cos *dy 

, • • 

.a,e1  étant  les  deux  constantes  inconnues  de  l’ellipsoïde  qn’il  s’dgit 

de  déterminer.  » • 

« 

Le  degré  n{°)  appartient  à la  circonférence  du  parallèle  situésur 
l’ellipsoïde  à la  même  distance  polaire  d.  Soit  rie  rayon  de  cette 
circonférence  ; r sera  N sin  d , N étant  la  longueur  du  segment  de 
la  normale  qui  se  termine  à l*axe  polaire.  Mettant  donc  pour  N 

son  expression  générale,  on  aura 

1 * * 

* • a sin  d . • 


(1  — e1  cos’  rfl’ 


Or,  les  rayons  des  deux  cercles  doivent  être  /espectivement  pro- 
portionnels aux  arcs  de  i",  mesurés  sur  chacun  d’eux.  On  devra 
donc  avoir 


7 _ 
r 


0(°) 
rïï°?  ’ 

•* 


ce  qui  donne  ici 


d’où  l’on  tiré  aisément 

'è’sin1  d 


(«) 


|—  e 

(1  — e’cos;f/)sin  d nto-' ’ 

. **  i* 

D»" — Dt1")  sin  d *■ 


1 — co*1  (l 


« nw 


e:  pourra -donc  éfre  déterminé  par  cette  équation.  Quand  inséra 
conclu , on  obticndrsf  Le'deuïr-grànd  axe  a d’après  la’ longueur  ab- 
solue de  l’uti  ou  l’autre  des  degrés  ngesures,  puisque  l’üfi  a-^vi- 
demment  * « • , ‘ • 

K" 

(2)  r- 


D (°> 


3tjoo" 


R" 


3(ioo", 


# 


Égalant  donc  ces  valeurs  aux  expressions  analytiques  de  y ou  de  r, 
on  en  déduira  a,  puisque  tr  aura  été  préalablement  déterminé. 
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202.  e*  est  le  carre  du  rapport  de  l’excentricité  au  demi-grand 
axe.  Ce  carré  est  donc  du  même  ordre  que  le  second,  membre  de 
J’équation  (1  ),  et  il  deviendrait  nul  si  IlW  se  trouvait  égal  à DW  sinrf; 
de  sorte  que  l'ellipsojde  réduirait  alors  à une  sphère.  La  raison 
de  ce  résultat  est  sensible.  Dans'une  sphère,  les  degrés  de  tous  les 
grands  cercles  sont  égaux  ; et  ainsi  DW  sin  d représente  la  longueur 
du. degré  équatorial,  transforme  en  degré  de  parallèle  pour  la  dis- 
tance polaire  d,  ce  qui  rend  ce  produit  égal  à n<°>,  comme  l’équa- 
tion l'indique  pour  un  tel  cas,  en  montrant  que  e’  y devient  nul. 
D’après  cela,  notre  ellipsoïde  local  devant  être  peu  différent  d’une 
, sphère, de  second  membre  de  l’équation  (i)  devra  se  trouver  fort 
petit,  et  c’est  aussi  ce  qui  arrive.  Cur,  en  le  réduisant  en  nombres 
d’après  les  données  que  nous  avons  rassemblées,  on  trouve 
DW  sin  d égalé  3g5t5T, 88, cequi  diffère  peu  de ITf0J.  De  là  on  tire 


et , par  suite  , 


n<°> — DWsinrf=  i47t,65, 
IlW  — DW  sin  d 


IK°> 


= 0,00372247. 


La  différence  IlW  — DW  sin  d,  qui  caractérise  la  forme  elliptique , 
Surpasse  lçsdiscordances  qtie  les  diverses  évaluations  des  degrés 
de  notre  parallèle  nous  ont  présentées.  Sa  réalité  est  donc  ici  indu- 
bitable; mais  elle  est  comparable  en  grandeur  à ces  discordances  , 

et  doit  être  considérablement  influencée  par  les  erreurs  des  obser- 
• • *■  , * 
valions  qui  y concourent.  Nous  devons  donc  nous  attendre  qu’en 

combinant  ainsi  des  évaluations  diverses  des  degrés  DW  et  IlW  , 
correspondants  à une  distance  polaire  commune , nous  obtien- 
drai^ des  ellipsoïdes  très-differents  les  uns  des  autres,  tant  par  les 
irségtdarités  réelles  de  la  surface  terrestre  qfte  par  l’intervention 
des^errcitrs  que  ces  évaluations  comportent,  sans  qüc  nous  puis- 
sions assigner  la  proportion  dans  laquelle  chacune  de  ces  causes 
modifié  les  résistais.  ; * 

205.  Pour  achever  ici  le  calcul  de  c1,  je  fais  généralement 


f*  == 


nw . 


- DW  «in  t{ 

n w ~~ 
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ce  qui  donne  ici  . 

Togtt  =3,5708310.^ 


A 


Je  nie  borne  à l'exprimer  ainsi;  car,  en  no- poussant  pas  Jefréva- 
luations  au  delà  des  centièmes  de  toise  , ce  qtii  serait  fort  inutile, 
* puisque  l’on  ne  peut  déjà 'pas < y répond  re*Me  ces  centièmes,  il 
suffit  d'employer  les  Tables  logarithmiques  ordinaires  il  sept  dé- 
cimales dans  tout  ce  calcul.  Alors,  en  dégageant  c1  de  l'équation  (1), 
on  a , ' 

A - ' u : : 

e>  = — »— «- 

sinV/  -j-  fxcos1  d 

Pour  profiter  de  la  petitesse  de  y.  , je  mets  cette  expression  sous  la 
forme 

_ » w 


• . V + us“s,rf/  ?*** 


et,  en  développant  le  second  facteur  en  série  par  la  division  , elle 
donne 

sin3  a \ 


Kf 

(** 


tan  ÿr/  tangr«i  / • a1*,.' 

* .1  J • . 

L^extréme  petitesse  de  u,  rend  la  convergence  t tes- rapide.  l’c  troi- 
sième terme  ne  donne  déjà.  plus  qu’une  unité  sur  les  décimales  «lu 
septième  ordre  ; en  s’y  bornant /-on  trouVe  r 

e1  = 0,0077a  087,  loge1  =‘3,8876)603. 

Nous  ayons  vu , dans  la  page  18/f,  que  c ’ est  lié  à l’niilatïssemûnt  3 
«1<‘  l'ellipsoïde  par  l’equation 

i . ■ =‘2s i’/sP  «A  » 

,r  # • ’ » •• 

«jù  rdt  tirj 


e«  = as 

I * 


1 fr 


* 

• • 

Mettant  donc  ici  pouy  e"  sa  "valfti  u,  oiy  frouve  * 

«•••  • ^038697,5  = a__: 
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Cet  aplatissement  est  beaucoup-  plus  fort  que  celui  que  nous 
avons  obtênu  en  combinait  les  degrés  du  lÀcrùlien  mesurés  à des 
distances  polaires  très-inégales,  et  qui  s’est  trouvé  être  en  moyenne 
TîTTjT»  Pab'°  221  ! ma'*  la  nature  des  données  d’où  nous  l’avons 
déduit  peut  -seulemdnt  attester  le  sens  de  la  différence,  non  sa 
quantité  absolue.  * 

Je  ne  m’arrêterai  pas  à calculer  la  valeur  de  «,  qui  se  trouve ^as- 
sociéc  à. cet  aplatissement,  par  la  valeur  trouvée  de- parce 
que  ce  serait  une  recherche  de  pure  curiosité!  Mais  je  signalerai 
une  conséquence  plus  importante  t}es  résultats  qui  précèdent. 

204.  Supposer  que,  dans  un  lieu  donné  S,  on  ait  déterminé 
astronomiquement  la  direction  de  la  ligne  méridienne,  et  la  dis- 
tance angulaire  d du  pôle  au  zénith.  Puis,  qu’on  rattaché  un  antre 
lieu  S„,  à,  celui-là,  par  un  resta u de  triangles  sphériques,  où  l’on 
aura  observé  tous  les  angles , .et  déterminé  les  longueurs  des  côtés 
en  les  rapportant  e une  base  mesurée.  An  moyen  des  formules 
que  nous  .avons  établies,  on  pourri,  én  procédant  de  proche  en 
proche,  déterminer,  i"  la  portion  d’arc  méridien  comprise  entre  S 
et  S.  ; ce  qui  donnera  la  distance  polaire  relative  de' cette  dernière 
station;  ?.D.razimitt  du  demièr  côté' de  la  clmiuc  des  triangles  au- 
tour de  la  ligne  méridienne  Aê  son  horizon  propre  ; 3°  enfin  , 
l’angle1, dièdre  compris  au  pôle  entre  les  méridiens  de  S.et  de  S,,. 
Mais  toute  ce|.te  déduction’  ne  s’cITectftcra  qu’en  transportant , à la 
station' S*,  les  éléments  astronomiques  de  la  station  S,  par  l’intér- 
médiaire  des  tpùmglôs  supposés  établis  sur  un  même  ellipsoïde  de 
révohqipn  , auquel  on  ne  polirra  généralement  attribuer  qud  les  * 
valÀifs  dè  aVt  de  e3  qui  conviennent  à rensemble  de  la*surface 
terrestre,  abstraction  (aile  de  ses  irrégularités  locales.  Tmufluéïicc 
de  celles-ci,  que  nous  vjpyirhs^ètre  fort  sensible,  produira  dftnc 
habituelléinent  des  discordances  du  même  ordre  jaeittre  tes  élé- 
ments <lc  position  *écls , donnés  par  léS  obsérvaiions  asfl-onônii- 
ques,  .et*  ecs  mérites' élément^  jéodésiqnement  calcules.  C’est,  en 
effet,  ce  qfii  arrivp  dans  presque  Ums^les c.1s,où  l’itn  peut  faire 
des  éprouves  pareilles,  Los  dtffér^ncçs*qu*  KOri  trou^  alors  entre 
les  résultats  de  l’obseréjlioii  cf  dut  dq  calcul  luSélent  l’exis- 
tence et  donnent  la  mesure  des  anomalies  île  ljfsnrfafe  lcrrftrft , 
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entre  les  deux  stations  extrêmes  ainsi  rattachées  trigonométri- 
quement l’une  à l’autre. 

UOi>.  Tous  les  cléments,  tant  generaux  que  particuliers,  de  l’el- 
lipstfide  terrestre  que  j’ai  déduits,  dans  cette  section,  des  lon- 
gueurs des  degréi'  mesurés  $ur  les  méridiens  ou  les  parallèles 
peuvent  être  établis  par  des  calculs, analytiques,  où  l’on  emploie, 
coumie%lenicntS(lésainplitu(IcstotalesdesaiTsemhrasscst>ar  chaque 
opération  locale.'  C’e*t  la  méthode  quoDelambre a suivie  dans  son 
ouvrage  intitulé  :*Basc  du  système  métrique,  et  l’on  peut  voir  au 
tome  M,  pages  G?4  et  suivy  la  formule  générale  que  la  rectification 
analytique  des  arcs  d’ellipse  lui  a fournie  pour  ce  but  JUais,  si  l’on 
considère  l’incertitude  inévitable  des  données  physiques  sur  les- 
quelles la  solution  du  problème -repose,- on  pourra  légitimement 
• douter  que  Telle  méthode,  mathématiquement  plus  rigoureuse, 
et  aussi  plus  complexe,  conduise  à des  résultats  beaucoup  plus 
certains.  Je  nie  .borne  donc  à l'indiqué*  , ayant  préféré  ici  la 
marche  naturelle  et  simple’ qui  .emploie  les  degrés  eux-mêmes 
comme  des  éléments  de  combinaison  suffisamment  rapprochés  de 
l’inGniment  petit.  C’est , au  reste.,  la  même  forme  de  données  que 
Laplace  a employé»  dans  le  tome  111  de  la  Mccaqjque  céleste,  et 
cet  exemple  me  justifiera  suffisamment.  , 

ÎIOO.  Les  géomètres  ont  doanc  lu  nom  général  de  lignes  géodé- 
siqttes  aux  cfttirbes  de  plus  courte  distance  que  l’on  puisse  tracer, 
soit  sur  le  sphéroïde’terrestre  , soit  sur  un  sphéroïde  quelconque  , 
entre  deux  points  donnés  de  sa  surface.  Sur  la  sphère,  une  telle 
ligqe  est  l’ait  aie  grand  cercle  qui  passe  par  les  points  donnes; 
alors  elle  est  toujours  plane.  Mais,  pour  toute  autre  forme  de 
surface,  le*  lignes  de  plus  courte  distance  ne  sont  planes  que  par 
exception  ; elles  sont  généralement  à double  caurbune.  Le  nom  de 
géodesique  leur  a été  donné  d’après  l’application  spéciale  qu’on  en 
a faite  à la  surface  terrestre.  Comment  peut-on  les  y décrire,  et  les 
déduite  des  triangulations  sphériques  établie^,  sur  cette  surface? 
C’e!»t  ce  que  l'on  va  aisément  comprendre  quand  j’aurai  expliqué 
les  conditions  de  tracé  d’une  ligne  de  ce  genre  sur  un  ellipsoïde  de 
révolution  , d’après  la  propriété  de  plus  courte  distance  qu’on  lui 
attribue.  » 

■ * * •'  •-  t . 
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207.  &)it  A,V.V/^..42„  un  méridien  de  l'ellipsoïde  que  je  sup- 
poserai très- peu  différent  d’une  sphère  pour  tue  rapprocher  des 
applications  réelles,  quoique  çptte  particularité  ne  soit  pas  essen- 
tielle au  mode  de  raisonnement  dont  je  ferai  «usage.  Sur  ce  méri- 
dien, désignons  par  m le  point  de  départ  de  la  ligne  de  plus 
courte  distance  que  l’on  veut  tracer;  et  donnons-nous , pour 
condition  initiale  de  6a  direction,  qu’elle  doive  y faire1  un’ccrtain 
angle  assigné’*  avec  le  méridien  primitif  PiwA.  Puis,  concevons 
qu’en  Vertu  de  ces  éléments  primitifs.,  elle  doive  suivre,  dans  son 
cours  , la  série  des  points  m,  rn, , m,  ,.r  . . Pour  établir  le  raison- 
nement , je  prendrai  ces  points  très-rapprochés  les  uns  des  autres, 
comparativement  aux  dimensions  générales  du  sphéroïde,  afin 
que,  sur  la  surface  ten%strc"*por  exemple,  chacun  dès  petits 
arcs  mm„  mm;,  puisse  se  trouver  intercepté  dans  un  des  triangles  ’ 
principaux  d’un  réseau  géodésique,  établi  suivant  la  direction 
générale  que  suivra  la  ligne  que  l’on  veut  trneey.  Du  pôle  P je 
mène  une  suite  de  pl;oi6  méridiens1,  passant  par  les  points  /**,, 
m,,...,  ainsi  définis;  et  je  suppose  les  amplitudes  des  petits 
arcs  mm, , m,m,,. . . assez  restreintes  pour  que,  sur  toute  leur 
longueur  individuelle,  le  sphéroïde  ne  s’écarte  pas  sensiblement  de 
la  sphère  qui  serait  transversalement  osculatrice  au  méridien  de 
leur  origine  propre.  Ceci  convenu  , le  premier  élément  mm,  appar- 
tiendra à celle  de  ces  sphères  qui  sera  ainsi  osculatrice  en  m ; et  il 
devra  suivre,  sur  sa  surface,  la  direction  d’un  grand  cercle  partant 
du  point  m,  suivant  la  direction  aziniulale  i qui  est  assignée.  Cela 
détermine  son  extrémité  m,  sur  cette  fnème  sphère;  et,  par  hypo- 
thèse, en  ce  dernier  pointcommesur  toute  l’étenduede  sa  longueur, 
il  se  confond  sensiblement  avec  la  ligne  de  phts  courte  distance  qui 
partirait  du  jmint  m , avec  la  même  condition  azimutale  , sur  le 
sphéroïde  réel.  On  obtiendra  donc,  par  nos  formules  sphériques, 
i°  la  longueur  de  ce  côté  mm,  dans  le  premier  triangle  principal  où 
il  se  trouvera  intercepté  ; 2°  la  distance  polaire  de  son  extrémité  m, 
sur  la  sphère,  que  l’on  convertira  en  distance  polaire  elliptique  P***,  ; 

3°  son  azimut  final  pm,m,  qui  se  transportera  sur  l’ellipsoïile , et 
donnera  l’angle  Vm,m,  sans  aucune  réduction.  C’est  exactement  le 
même  calcul  que  nous  avons  f^tsur  la  fig.  18,  pour  v déterminer  le 
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premier  nœud  *»,  de  l'are  méridien , si  ce  n'est  que  la  valeurde  l'ari- 
nmt  initial  / sera  differente.  Parvenus  ainsi  en  «„  fig.  U noi)s 
passons  sur  une  autre  sphère  oacnla, ri  ce,  dont  le  rayon  n'est  plus  la 
normale  elliptique  mn,  mais  la  normale  elliptique  »/,«,,  qui  est  con- 
tenue dans  le  toéfitfien  propre  de  ce  point  ; et  il  faut  chercher  quelle 
devra  être  la  directiondu  second  élément, //,;*„  sur  la  surface  de  cette 
seconde  sphère.  Elle  sera  donnée  pàrlaconditionïondamentalede  la 
ligne  demandée.  Car,  devant  être  la  plus  çourte  que  Ion  puisse  tra- 
cer suri  ellipsoïde,  entre  deux  points  quelconques  pris  sur  les  élc- 
mentsww,,  il  faudra,  qu'à  leur  point  de  jonction  j*,'  ces  deux 
éléments  forment,  avec  la  tangente  menée  ,u  méridien  elliptique 
en  /»„  des  angles  opposés  égaux  entre  eux , afin  que  leurs  segments 
infiniment  petits,  contenus  dans  le  plan  tangent  en  ce  point,  s’ysui- 
vent  en  ligne  droite.  En  effet , s’ils  ne  se  continuaient  pas  ainsi , le* 
points  que  l’on  y prendrait  autour  de  m,  pourraient  être- joints, 
dans  ce  même  plan  , par  une  ligne  plus  courte,  ce  qui' est  contraire 
a la  condition  assignée.  Cela  donne  donc  l'angle  azimutal  m,m, P 
égal  à l'azimut  final  P de  l'élément  précèdent;  et  la  même 
condition  d'égalité  existera  entre  les  angles  opposés  que  les  mêmes 
cléments  formeraient  avec  toute  autre  tangente,  menée  sur  l’hori- 
zon de  suivant  une  direction  quelconque.  Par  là  on  çonnaîtra 
l'angle  initial  que  l’élément  m,nh  doit  former  avec  le  coté  com- 
mun des  deux  premiers  triangles  prinftpaux  qui  passe  par  le  point 

m'-  0n  P°,,rra  alHrs  diriSe«',  dans  le  seoond  de  ces  triangles,  ce 
second  élément , comme  on  a dirigé  le  premier  dans  le  triangle 
qui  précédait.  Ceci  conduira  au  troisième  point  m,  de  la  courbe, 
et  de  là,  progressivement,  à tous  ceux  qui  doivent  îe  suivre’ 
comme  dérivant  du  premier  wm,  , dont  le  point  de  départ  et  l’azi- 
mut initial  ont  été  donnés  arbitrairement.  Les  détails  du  calcul 
seront  d’ailleurs  exactement  pareils  à ceux  que  nous  avons  faits, 
sur  la  fig.  pour  conduire  un  même  arc  méridien  à travere 
toutes  les  parties  d’une  triangulation  sphérique. 

20fl.  Cette  construction  montre  pourquoi  Ta  ligne  ainsi  tracée 
sur  l'ellipsoïde  n’est  pas  généralement  plane.1  Le  premier  élément 
"im,  est  contenu  dans  un  plan  mené  du  centre  n suivant  la  nor- 
male mn  ; le  second  ///,*/.  est  contenu  dans  le  plan  mené  d’un 
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autre  centre  «, , suivant  la  normale  ///,  n, , différente  de  mn  en  lon- 
gueur, et  située  dans  un  autre  méridien.  Ces  circonstances,  jointes 
à l’égalité  des  angles  opposes  formés  en  ///,  sur  I horizon  de  ni, 
empêchent  ces  plans  de  coïncider,  si  ce  n’est  dans  deux  cas  : d abord 
quand  l'azimut  de  départ  / est  nul,  ce  qui  rend  tous  scs  dérivés 
pareillement  nuis,  et  fait  coïncider  tous  les  méridiens  des  points 
ni,  771, , ni, , avec  le  méridien  primitif;  secondement,  lorsque 
l'angle  i est  égal  à §0°  et  le  point  ni  placé  en  A à la  distance  po- 
laire de  90",  sur  l'équateur  même.  Car  alors,  l’azimut  PM, A étant 
aussi  yo°  comme  celui  de  départ  ^ et  la  normale  Olï^,  .partant  du 
même  centre  O , dans  le  même  plan  équatorial , l’opposition  des 
angles  en  M,  maintient  l’élément  M,M,  dans  ce  même  plan;  de 
sorte  que , pour  ce  système  de  données,  la  ligne  de  plus  courte  dis- 
tance est  la  circonférence  équatoriale  elle-même.  Or,  ce  dernier 
résultat  a toujours  lieu  sur  la  sphère  , parce  que  les  données  ini- 
tiales peuvent  toujours  être  ramenées  à des  conditions  pareilles. 
En  effet,  soit , fg.  4?.  bis,  m le  point  de  départ  pris,  partout  où  l'on 
voudra,  sur  le  méridien  P/n  , et  soit  i l’azimut  initial  quelconque 
que  doit  suivre  le  premier  élément  mm,.  Menez  en  ni  un  arc  de 
grand  cercle  perpendiculaire  à cet  élément , et  soit  P'  son  pôle , ce 
qui  fera  l’arc  P 'ni  égal  Sun  quart  de  la  circonférence.  AlorS , en  pre- 
nanüe  plan  qui  contient  P 'ni,  pour  le  méridien  de  départ  de  notre 
construction , ce  qui  ne  changera  rjen  aux  conditions  ultérieures  du 
tracé,  Parc  P 'm,,  mené  du  même  pôle,  sera  aussi  perpendiculaire 
à 777 , m , et  l’opposition  des  angles  azimutaux  formes  en  ///,  conti- 
nuera la  même  condition  de  perpendicularité  qui,  dès  lois,  se 
transmettra- à tous  les  éléments  suivants.  La  courbe  de  plus  courte 
distance  ainsi  tracée  aura  donc  tous  ses  éléments  perpendiculaires 
aux  méridiens  .menés  du  même  pôle  P';  elle  sera  donc  un  grand 
Cercle  île  la  sphère  , ayant  ce  poiftl  pour  pôle.  Mais  la  sphère  est  la 
seule  surface  dhr  laquelle  on  puisse  toujours  famener  les  données 
primitives  à une  pareille  relation  d’identité  polaire.  C est  aussi  ce 
que  confirment  .les formules  [ 1]  et  [2] , que  nous  avons  établies 
pages  i58,  i5g  et  16b,  pour  calculer  les  coordonnées  finales  D',  i' 
d’un  premier  élément  de  grand  cercle  mm,,  pris  sur  une  sphère 
transversalement  osculatrice  an  méridien  de  son  origine.  Car,  si  I on 
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y faittsimultanément , à cette  origine , 1=90°  et  rf=go°,  ee  qui  réa- 
lisera le  changement  de  pôledïectue  fig.  42  bis,  elles  donneront 
d’abord,  par  la  page  t58,  f/'r=rf=g o".  Ensuite,  dans  la  page  160, 

-i.  (z/'-f-</)  étant  90°,  i — i'  deviendra  nul,  ce  qui  donnera  encore 
i'=zi  = gon.  Mais  supposez  seulement  t=go°,  (/étant  quelconque, 
ce  qui  conviendrait  à une  ligne  géodésiquc  partant  d’an  point 
quelconque  ni  du  méridien  elliptique,  fig.  42,  sous  l’azimut  initial 
de  90".  Alors  la  distance  polaire  linale  D'  du  premier  élément  mm„ 
mesurée  en  arc  sur  la  sphère  osculatrice,  y différera  de  D par  le 

1 A2 

terme-  ;»  ce  qui  la  rendra  plus  grande  que  D de  cette 

2 Pt  tang  -, 

quantité.  Par  suite  , la  distance  elliptique  linale  d’ différera  egale- 
ment de  l’initiale  d.  Fat  outre,  dans  la  formule  de  la  page  160  , 
ÿ.(</'- F-  d)  n’étant  plus  égal  à 90°,  1 — i'  ne  s’évanouira  point;  ainsi 
l’azimut  final  i',  différant  de  i , ne  sera  plus,  comme  lui,  égal  à 
90°.  Par  ces  deux  causes,  le  second  élément  m,  m,  s’écartera  de 
la  direction  qu’il  avait  sur  la  première  sphère.  Cet  écart  ne  de- 
viendra nul  sur  l’ellipsoïde  que  sir/ devient  aussi  go°,  comme  1, 
ce  qui  place  l’origine  m dans  la  circonférence  équatoriale  elle- 
même.  Car  alors,  tang</  devenant  infini  en  même  temps  que 
1 A2  * . 

i = qo°  , le  terme  - — ; sera  nul , comme  ceux  auxquels  il 

■ 2 N tang  d 1 

est  associe  dans  l’expression  de  D' — D ; et,  par  suite,  /'  sera  égal 
à go°,  comme  i. 

209.  La  ligne  de  plus  courte  distance  tracée  sur  l’ellipsoïde, 
fig.  42,  à partir  d’un  poin t donne  m,  sous  la  seule  condition  initiale 
( = 90°,  s’appelle  généralement  la  perpendiculaire  à la  méridienne 
qui  passe  par  son  originem.  Elle  ne  diffère  d’un  grand  cercle  tracé 
sur  la  première  sphère  osculatrice,  avec  la  même  condition  azimu- 
tale,  que  par  des  quantités  de  l’ordre  de  l’excentricité  de  l’ellipsoïde. 
Mais  l’fexistence  de  cet  élément,  quelque  jjetit  qu’on  le  suppose, 
modifie  progressivement  son  cours,  de  manière  à l’écarter  de  plus 
en  plus  du  cercle  dont  il  s’agit.  Soit  rn,Jîg.  43 , son  point  de  dé- 
part sur  le  méridien  elliptique  A,  PA  placé  dans  le  plan  de  la  figure 
même.  Elle  descend  progressivement  vers  l’équateur , le  dépasse , 
puis,  lorsqu'elle  a atteint  le  parallèle  c'  mR  situé  à la  même  distance 
T.  m.  18 
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jiolaire  que  son  parallèle  de  départ  un,  elle  s’v  retrouve  ileVou- 
veau  perpendiculaire  au  méridien  ki#l  P m„,  formant  avec  le  pri- 
mitif P/nA  un  angle  moindre  que  i8ou.  Delà  elle  remonte  vers  son 
parallèle  de  départ  cm , qu’elle  ne  dépasse  point , mais  elle  le're- 
joint  dans  un  méridien  -antérieur  au  primitif  PA;  et  elle  continue 
ainsi  indéfiniment  sa  marche  spirale  , en  restant  toujours  comprise 
entre  les  circonférences  des  mêmes  parallèles.  Ces  propriétés  , dé- 
montrées par  Legendre,  la  distinguent  essentiellement  de  la  ligne 
analogue  tracée  sur  la  sphère,  fîg.qi  bis.  Car  celle-ci  étant  un  grand 
cercleaie  reviçnt  à la  même  direction  azimutale  que  lorsqu’elle  re- 
joint le  prolongement  de  son  méridien  primitif  au  point  m„,  à l’cx- 
trcmité  dp  diamètre  qui  passe  par  son  point  de  départ  m ; après 
quoi,  elle  retourne  de  nouveau  à ce  point,  d’où  elle  recommence 
une  révolution  nouvelle,  sans  sortir  jamais  des  mêmes  limites  ni 
du  même  plan  central. 

210.  La  méridienne  et  la  perpendiculaire  s'emploient  comme 
axes  de  coordonnées  rectangulaires  dans  les  grandes  cartes  topo- 
graphiques, pour  représenter  par  développement,  sur  une  sur- 
face plane,  les  positions  horizontales  relatives  des  divers  points 
d'une  même  contrée.  On  prend  pour  un  de  ces  axes  la  ligne  méri- 
dienne qui  pa$>e  par  le  poirft  principal  de  la  carte,  autour  duquel 
on  veut  grouper  toutes  les  autres , et  l’on  rattache  ceux-ci  entre  eux 
par  une  grande  triangulation  qui  recouvre  toute  la  surface  que  l’on 
veut  représenter.  Ce  réseau  est  lie  à une  ou  plusieurs  bases  mesu- 
rées, qui  servent  à calculer  tous  les  côtés  .de  ses  triangles  princi- 
paux. Ayant  choisi  sur  le  méridien  principal  un  point  m qui  ser- 
vira d’origine  aux  deux  axes  coordonnés,  on  y détermine  astro- 
nomiquement la  distancé  e/  du  pôle  au  zénith,  et  l’azimut  formé 
avec  sa  ligne  méridienne  par  un  des  côtés  des  triangles  principaux 
qui  y aboutissent.  Par  exemple , pour  la  triangulation  de  la  France, 
supposons  que  ce  point  de  départ  soit  la  station  de  Dunkërque. 
Alors , adoptant  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l’excentricité  soit 
donnée  , on  calcule  progressivement , par  les  formules  que  nous 
avons  établies , tous  les  nœuds  dans  lesquels  la  méridienne  pro- 
longée coupe  les  côtés  des  triangles  qui  se  trouvent  sur  sa  direc- 
tion, ce  qui  donne  leurs  distances  en  arcs  à l’origine  m.  Puis  , ré- 
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solvant  aussi  les  triangles  latéraux, ou  calcule  de  proche  en  proche  : 
i°  les  distantes  polaires  individuelles  de  leurs  sommets;  20  les 
angles  dièdres  />  compris  entre  leurs  méridiens  propres  et  le’ méri- 
dien primitif;  3°  lénrs  azimuts  réciproques,  éléments  que  l’ontap- 
porte  toujours  à I ellipsoïde  adopté.  .Cela  fait , .on  conçoit  autant  de 
(igne4  guodesiques,  qui,  partant  de  ces  sommefc  connus,  se  diri- 
gent perpendiculairement  à la  méridienne  primitive  , et,  par  des 
procèdes  tpie  j’expliquerai  tout  à l’heure,  on  détermine  pour  cha- 
é»n  deux  : t°  la  longueur  de  la  perpendiculaire  a terminée  à 
cette  méridienne;  a°  la  longueur  de  l’arc  méridien  compris  entr£ 
le  point  d'intersectiorf  et  l’origine  m.  Ce  sont  les  deux  coordonnées 
cherché»*.  La  première  s’appelle,  en  termes  de  géodésie,  ta  tlis- 
tance  \ta  méridienne;  la  seconde,  la  distance  à la.pcrpendicutaire, 
menée  sur  l’ellipsoïde  par  l’origine  m.  Ces  deux  déterminations 
exigeaient  des  calculs  trés^complexes  , si  l’on  voulait  les  effectuer 
avec  upe  complète  rigueur.  Mais,  comme  la  représentation  graphi- 
«|ue  à laquelle  on  veut  ainsi  arriver  n’embrasse  jamais  qu’une 
portion  très-restreinte  de  la  surface  terrestre,  sur  laquelle  les  pUis 

. • grandes  valeurs  des  angles  polaires /jatteignent't^jcmejif  huit  ou  dix 

degres,  on  admet  que  chaque  perpendiculaire  A peut  être  évaluée 
sur  la  sphère  qui  serait  transversalement  osculatrice  au  méridien  de 
la  station  d oit  elle  part,  ce  qui  la  réduit  A un  arc  de  grand  cercle 
tracé  sur  cette  sphère  perpendiculairement  au  méridien  primitif. 
Alors  la  détermination  de  sa  longueur  et  de  la  position  du  point  où 
elle  se  termine,  n’exige  plus  que  la  résolution  d’un  triangle  sphéri-' 
que  rectangle,  plus  nne  très-petite  correction  qui  a pour  but  »le 
transformer  la  distance  polaire  sphérique  de  ce  point  en  distance 
polaire  elliptique  comptée  sur  le  méridien  primitif.  Cette  simplifi- 
cation est  encore  légitimée  par  deux  circonstances.  La  première, 
c’est  qu’en  vertu  des  irrégularités  de  la  figure  de  la  terre,  les  coor- 
données angulaires  des  stations,  calculées  géodésiquement , ont 
presque  toujours  des  valeurs  tant  soit  peu  différentes  de  celles  qu'on 
leur  trouve  parles  observations  astronomiques  immédiates;  en  sorte 
qu'on  ne  pourrait  jamais  les  associer  rigoureusement  sur  un  même 

- ellipsoïde  ; la  seconde,  c’est  que  le  but  final  qu’on  se  propose  étant 
une  représentation  graphique,  il  serait  absolument  inutile  de  cher- 

18. 
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cher  à lui  donner  une  rigueur  idéale  que  le  trace  ne  reproduirait 
pas. 

‘i  I i*  Le  calcul  devient  très-facile  pour  les  stations  peu  distantes 
du  méridien  principal , et  qui  appartiennent  auTéscan  de  triangles 
à travers  lequél  on  a progressivement  détermine  sa  direction,  ainsi 
que  ses  divers  segments.  Soient,  _/fg.  44»  PM  rc  méridien,  ef  M la 
station  à partir  de  laquelle  on  a commence  à le  tracer;  désignons 
par  S' le  sommet  que  l’on  veut  y rapporter.  Parmi  les  pgint^où  les 
côtés  des  triangles  coupent  la  méridienne  et  qui  ont  été  déterminés  . 
par  le  calcul  successif,  choisissez  celui  qui  est  le  plus  rapproché 
de  S',  et  que  je  désignerai  par  S.  Le  segment  MS  du  méridien  est 
déjà  connu  : je  le  nomme  M.  Concevez  en  S la  sphère  qukest  oscu- 
latrice  transversalement  à ce  méridien.  Son  rayon  sera  la  normale 
elliptique  N menée  par  le  point  S,  et,  comme  elle  peut  être  censée 
embrasser  le  sommet  S',  menez  l’arc  de  grand  cercle  SS'  “Sur  sa 
surlace.  Vous  pourrez  toujours  déterminer,  dans  le  réseau  des 
triangles,  la  longueur  A de  cet  arc  et  son  angle  azimutal  i sur  l’ho- 
rizon de  S , si  déjà  res  deux  éléments  n’ont  pas  été  obtenus  dans 
la  suite  même  des  opérations  que  le  prolongement  de  l’arc  MS  né-  m 
cessite.  Alors  du  point  S',  sur  cette  même  sphère,  mençzain  arc  de 
grahd  cercle  S'I*T ou  A,  perpendiculaire  an  méridien  primitif:  ce 
sera  la  distance  de  S'  à la  méridienne,  et  NS  -+-SM  sera  sa  dis- 
tance à la  perpendiculaire  de  M.  Les -longueurs  de  A et  du  segment 
S N ou  A'  s’obtiendront  en  résolvant  le  triangle  sphérique  SS'N, 
Tectangle  en  N.  C’est  exactement  le  même  problème  que  nous  avons 
traité  primitivement  § 66,  page  h3,  puis  une  seconde  fois  page  1 5q, 

55,  en  prenant  pour  type  la  fi  g.  et  j’ai  employé  ici  les  mêmes 

lettres  pour  désigner  ses  éléments.  Ainsi  nous  pourrons  leur  appli- 
quer* les  mêmes  formules , sauf  que  le  rayon  R de  la  sphère 
deviendra , ici  la  normale  elliptique  Ji , propre  au  point  S. 

Siü.  Conformément  à la  marche  que  nous  avons  suivie  alors, 
je  transporte  les  calculs  trigonometriques  sur  la  sphère  centrale 
décrite  avec  un  rayon  égal  à l’unitc  de  longueur , en  y traçant  les 
arcs  homologues 


\ 
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et  Iq  triangle  semblable,  formé  par  ceux-ci , donne 


277 


tang  a'  = tang  a cos  1 ; sin  à — sin  a sin /. 

La  petitesse  supposée  Je  l’arc  a permettant  de  résoudre  ces 
équations  par  développement , on  en  tire , comme  dans  le  passage 
cité , • 

a'xa  cos  i 4-  4**’  cos  1 sin1  i ; 9 — a sin  i — ya'sin  1 cos!  i ; 

et,  en  revenant  de  la  sphère  centrale  à la  sphère  réelle,  il  en  re- 
suite 


A* 


A'  = A cos  ( 4-  7;  — cos  t sin’  1 , 
3 N’ 


...  1 A1  . . , . 

A = A sin  ( — ^ — sin  t cos- 1. 
b N1 


A est  la  distance  cherchée  de  S'  à la  inçridienne  PM  , et  la  distance 
du  même  point  à la  perpendiculaire  est  M 4-  A'. 

C’est  par  ce  procédé,  on  par  d’autres  équivalents,  que  Delambre 
a calculé,  pour  la  grande  triangulation  qui  traversé  la  Frauce  et  la 
Catalogne , les  distances  de  toutes  les  stations  à la  méridienne  et  à la 
perpendiculaire  de  Dunkerque,  rapportées  au  toine  Ilf  dé  la  Base 
du  système  métrique.  Il  y a joint,  pour  chaque  station,  sa  distance 
polaire  d' , et  les  disftincts  respectives  des  parallèles... Celles-ci  ont 
été  obtenues  en  ajoutant  à chaque  segment  A'  le  terme  correctif 

t A» 

2 N tang  d'' 


qui  exprime  la  distance  de  l’intersection  de  chaque  parallèle  au 
pied  N de  la  perpendiculaire,  d étant  la  distance  polaire  de  S'. 
Tout  cela  est  conforme  à ce  que  nous  avons  trouvé  .pages  80  et 
142  (note). 

215.  Ces  approximations  ne  peuvent  |^lus  être  employées  quand 
la  station  S'  fait  partie  d’une  triangulation  latérale,  sur  laquelle 
elle  se  trouve  à une  grîtnde  distance  dn  méridien  principal  auquel 
on  veut*la  rapporter.  Soient  ^ilors  PS'A,  Jig.  45,  Il  méridien  el- 
liptique propre  de  cette  station , situé  dans  le  plan  même  de  la 
figure,  et  PMB  le  méridien  principal  formant,  ayec  celui-là,  un 
angle  polaire  p,  que  l’on  appelle,  par  abréviation,  la  longitude 
relative  de  S'.  Sur  ce  méridien , je  marque  en  M la  station  prise 
pour  origific,  où  l’on  a déterminé  astronomiquement  la  distancç 
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angulaire  d du  pôle  au  zonitli.  La  résolution  des  triangles  qui  rat- 
tachent S'  à RI , étant  effectuée  de  proche  en  proche,  par  les  for- 
mules que  nous  avons  établies,  a fait  connaître  l’angle  p,  et  la  dis- 
tance angulaire*/'  du  pôle,  au  zénith  de  S'  sur  l’ellipsoïde  adopté. 
De  là  on  peut  déduire  l’arc  O' — D de  l’ellipse  génératrice,  qui  est 


par  une  formule  que  j’exposerai  dans  la  Note  It  annexée  à la  t 
sente  Section.  Maintenant,  en  S',  on  conçoit  la  sphère  qui  serait  os- 


de  l’être  sur  toute  la  circonférence  du  même  parallèle,  on  admet 
qu’elle  comprendra,  sans  erreur  appréciable,  les  portions  du  mé- 
ridien PM  qui  en  seraient  très-peu  distantes.  Le  pôle  propre  de 
cette  sphère,  que  je  désigne  par  P',  est  situé  sur  l’axe  polaire  de 


que  j’exagère  dans  la  figure  pour  l’y  rendre  perceptible;  car  elle 
est  du  même  ordre  de  petitesse  que  l’excentricité.  Mais,  comme 


Angulaire  P'N'S'.du  rayon  S'N',  est  égale. à puisqu’ilest  normal 
à l’ellipse  en' S'.  Cela  posé,  je  mène  sur  la  sphère  l’arc  de  grand 
cercle  S'n  perpendiculaire  au  méridien  primitif,  et  je  désigne  sa 
longueur  inconnue  par  S.  Je  désigne  aussi  par  II  la  longueur  de 
l’arc  P'rt,  compris  sur  le  méridien  spherique,  entre  le  point  II  et 
le  pôle  P'.  Je  vais  d’abord  déterminer  les  valeurs  de  ces  deux  élé- 
ments; après  quoi  nous  examinerons  quelles  corrections  ils  peu- 
vent nécessiter  pour  être  employés,  sur  l’ellipsoïde,  à la  solution 
du  problème  que  nous  nous  sommes  proposé. 

214. Le  triangle spheriyue P' II S'est  rectangle cnllpar  construc- 
tion, ctilest  tracé  sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  la  normale  S'N' 
ou  N',  terminée  à l’axe  polaire.  Je  forme  son  homologue  sur  la 
sphère  décrite  du  même  centre  N' , awee  un  rayon  égal  à f unité  de 
longueur;  puis,  désignant  les  côtés  de  ce  triangle  central  par  des 
lettres  respecti^emei\t  analogues,  je  fais 


compris  entre  les  parallèles  de  ces  points.  On  l’obtient  dir^tt 


culatrice  transversalement  au  méridien  PS';  et,  comme  elle  continue 


l’ellipsoïde  comme  le  pôle  vrai  P,  dont  il  s’écarte  d’une  quantité 


les  plans  méridiens  des  deux  surfaces  coïncident,  l’angle  dièdre  p, 
compris  entre  eux , est  le  même  ; et  , en  outre , la  distance  polaire 


. A 


L’arc  homologue  à PS'  est  donné  par  son  expression  angulaire*/'. 


t 
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L’angle  (Hilaire  p est  aussi  commun  aux  deux  triangles.  On  aura 
donc*  par  le  troisième  cas  des  triangles  sphériques  rectangles  de 
Legendre, 

(s)  sin  S = sin/?  sin  d'\  (a)  tangjr  =:  tangr/'cos/?. 

La  première  de  ces  équations  donnera  immédiatement  l’arc  5 en 
parties  de  la  graduation  du  cercle.  Si  l’on  nomme  5"  sa  valeur  ex- 
primée en  secondes  de  degré,  on  en  tirera  proportionnellement, 
sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  N', 


(0 


A = N*  —7  • 

R 


L’équation  (2)  admet  une  transformation  qui  en  facilite  singuliè- 
rement le  calcul  numérique.  Dans  tous  les  cas  auxquel^on'l’ap- 
filiquc , p est  ultangle  qui  atteint  au  plus  io°,  de  sorte  que  son 
cosinus  est  une  fraction  de  très-peu  moindre  que  t.  D’après  cela, 
77  se  trouve  toujours  moindre  que  <•/',  mais^a  différence  <l'  — t. 
doit  être  fort  petite;  et,  en  effet,  on  verra  tout  à l'heuréVju’elIc 
s’élève  seulement  à 26'r8",n8  pouf  la  limite  extrême  de  p que  je 
viens  de  spécifier.  Il  convient  donc  de  chercher  à extraire  de  l’é- 
quatioQ  (2)  cette  différence^  plutôt  que  la  valeur  absolue  de  ir. 
C’est  ce  qui  est  très-facile,  car  on  a généralement 

' 1 -f-  tang  il  tang  r 

Remplaçant  tang-  par  sa  valeur,  dans  le  second  membre,  on  en 

déduit,  après  quelques  réductions'cvidentes , 

. • • 

, , , ..  . sin’  {p  sin  2 tf 

(2)  tang  >/  — Tv)  = v.-v,-7-y. — 

bv  ; 1 — 2an’/f  sirj|/? 

9 “ 

Or,  un  arc  tl'  — w ne  diffère  de  sa  tangente  trigonométrique 

que  par  des  quantités  de  l’ordre  dua'ube  de  cette  tangente,  les- 
quelles seraient  ici  de  l’ordre  sin *jp.  Admettant  que  la  petitesse 
de  l’angle  p rendra  toujours  ici  ces  quantités  négligeables,  on 
pourra  très-légitimcinent  sè  bprncr  à prendre 

,,  sui’ènsin  id' 

* <■/'—  7t  = 

1 — asin’rf  sin’Ap 
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Dans  cette  expression,  l'arc  d' — ir  est  exprimé  en  parties  du  rayon 
de  la  sphère  centrale,  «pii  est  égal  à l’unité  de  longueur.  & l’on 

D'  — H 

veut  l’exprimer  en  parties  du  rayon  N' , sa  valeur  sera  — — — ; 

>v  • 

si  l’on  veut  l’exprimer  en  secondes  de  degré,  ce  sera  . 

Pn  aura  donc , dans  ces  deux  suppositions, 


/.y  n,  n_  W'sin1ÿp«inarf'  . . , R'sin’^sin  *d' 

' i — 2sin,rf'sin,ÿ/>  1 i — 2sin1<f'sin,-jyj 

218.  Venons  maintenant  à l’application  de  ces  résultats,  d est 
la  distance  cherchée  de  S'  au  méridien  principal.  On  l’emploiera 
comme  telle,  sans  modification  , lorsque  S"  sera  calculé.  D' — n 
exprime* la  longueur  du  segment  de  méridien  qui  est  compris,  su» 
la  sphère osculatrice,  entre  le  parallèle  de  S' et  le  parallèle  du  point  II . 
Or,  le  parallèle  de  S'  coupe  le  méridien  primitif  PM  à la  même  dis- 
tance polaire  elliptique  d'  correspondante  à l’arc  elliptique  D' 
comptée  du  pôle  P,  puisque  tous  les  méridiens  de  l’ellipsoïde  sont 
pareils.  Ainsi,  sa  distance  en  arc  au  point  M est  D'  — D , que  l’on 
peut  évaluer  en  toiser,  d’après  les  distances  polaires  elliptiques  d 
et  d' qui  la  limitent.  Conséquemment , si  l’on  place,  sur  le  méri- 
dien primitif,  le  petit  #rç  sphérique  D'  — II  que  nous  venons  d’é- 
valuer sur  la  sphère  osculatrice  , et  qu!on  l’y  retranche  de  D'  — D, 
le  reste  sera  la  distance  en  arc  du  point  n au  point  M , sur  ce 
même  méridien.  On  aura  donc  encore,  sans  aucune  réduction: 
Distance  en  arc  de  la  station  S'  à la  perpendiculaire  de  M , 


• . 

N'sin’j/i  sin  id' 
i — 2sin’  rf'sin’l/i 


* 


216.  Mais  il  y aurait  un  petit  calcul  ultérieur  à faire,  si  l’on  voulait 
avoir,  en  angles,  la  distance  -polaire  absolue  du  point  n sur  le  méri- 
dien PM , comptée  k partir  de  la  normale  elliptique  ON  propre  à ce 
point.  En  effet , l’angle  ir , que  nous  venons  d’évaluer  sur  la  sphère 
osculatrice , est  représenté , dans  la  Jtg.  £5,  par  l’angle  P'  N'  n,  que 
le  rayon  central  N'n,  mené  dans  le  plan  du  méridien  primjtif,  forme 
avec  l’axe  polairr;  et  l’angle  qu’il  faudrait  connaître  est  PNI1,  ou 
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>M*lQ)Ur.  ^10, 

... , formé  avec  co  mêm^  axé  |>ar  b nonnalç elliptique  vraie  IJN, 
mené*  du  pointu . Mais  nous  ayons  tjejà  etabligenéralement  la  petite 
correction  que  nécessite  un  pareil  transport  aux  pages  242-245 , 
eft  prenant  pour  typa  le*  37  et  3g,  dont  la  dernière  convient 
an  cas  actuel , puisque  le  pointn  est  plus  rapproché  du  pôle  qneje 
point  S'.  L’application  sera  dono  immédiate.  C’est-à-dire  que,  lors- 
qu'on aura  calculé  le  petit  angle  positif  *),  en  secondes  de 
degré,  sur  la  sphère  osculatrice,  & qui  y donnera  l’angle  t égal 
à d \d  n)",  il  faudra  le  'multiplier  par  x-He’sin’/i'  pour 
avoir  l’angla  On  jjbtienVj  ainsi  ^définitivement* , t , 

Distaflce  polaire  elliptique  vraie  du  p*rd  lie  l’ai  é perpendiculaire 
S'n  sur  le  méridien -primitif,  * - q ' 

Æ m M 


,,  R'^io’^z;  sin  2<T 

rr,  — d — — - « : ■ » ( 1 e>  sin’  d'). 

t — esin’tf'sRi’vfi  ' 

Voilà , je  crois,  la  solution  la  plus  simple  et  surtotfi  la  ph^vi- 
dente  du  problème  que  nous  nous  étiots  proposé.  Eft e me  semble 
préférable,  par  ses  caractères,  à celles  qo’on  trouve  dans  d’autres 
ouvrages,  établies  sur  des  développements  analytiquescxtrémenient 
complexes , auxquels  on  impose  des  restrictions  dont  l’esprit  ne 
peut  pas  apprécier  la  portée,  et  qui  conduisent  en  définitive  à des 
résultats  numériques  identiques,  ou  physiquement  équivalents,  à 
ceux  que  nous  obtenons  directement  ici. 

217.  La  petitesse  du  terme  correctif  qui  dépend  de  sin’jp 
permet  de  lui  appliquer  un  mode  d’évàiuation  approximatif  qui  en 
facilitera  habituellement  le  calcul.  Représcntons-ie  généralement 
par  x.  Si  1 on  développe  son  dénominateur  en  série  par  la  di- 
vision, et  que  l’on  se  borne  aux  termes  de  l’ordre  sin’ \p,  on 
aura  d’abord 

sin»  y p sin  f.d'  * 

J ~ = Sin’ * p sin  arf'+2 sin‘  7 P *d'  sin’rf' ; 

or,  on  a , dans  les  mêmes  limites  d’approximation  , 

*in  j P —z\p  irf1-,  sin»  sin1  j/,  =^,1*. 
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( Ati  riant  sublime  dan»' le  sccoud  irienibrcdouiic 

(•Sn,rf*£-*  i)*  * 

jk  W/#  <&  "*  •»  i.*  ; * * 

ou,  si  l’un  i \primc  />  cil  seconde»  de  dqgrc  , ce  t^ni  sera  plus 
moite  poi£r  Je  calcul  uunicnque  , j ^ • . • 

4.  • Vfa  »s  A+'S  *•  V ‘ • 

•if  *'  ■»-  ^w»’^v/î. 

L>  i X.  \â  I _ • * * 


asjjiokomi^ 


8 /^arçqJFoîi*  Lj^stitiieça*  j*  sous»  cette  jletnière  Tonne  dans 
l'expression  pfrécédenU?  de7r,«  un  des  Acteurs,  B",  disparaîtra  du 
(lenoniinatonr  , cp  qui  conservera  rhomogéogiTé.  Mais  on  obtiendra 
totft  de  suite'  cet  effet,  avéf  une  appkcutiou'qiUt»  générale  de  l'éva- 
luation (Se  x , si  on  l'exprime  en  seeondes  de  degré  , en  faisant 


(3) 


x"  = i ^ sin  si'p  Î>.  d'  (6  sin’  d'—  i ). 

,7  • 

Car  ou.  auûi  Mors  : 

**.  * , ... 

Qistanc»  en  arc  de  la  stiniôn  S'  à la  perpendiculaire  de  Sf , 


(2) 


D'  — D — N' 


K" 


DistaOeij,  polaire  elliptique  du  pied  de  la  perpendiculaire  S'il 
sur  le  méridien  primitif,  , 


7 r,  = rf'  — x"  ( i -+-  r’sin’  d'). 

J 


N'  • 


Longueur'de  cette  perpendiculaire.  (i)  .. 

$"  étant  déduit  de  l’équition  . . (»)  sin  3 = sin  /;  sin  d'. 

Alors  x"  et  3"  seront  les  seifles  quantités  nécessaires  à calculer. 
On  les  obtiendra  avec  une  exactitude  toujours  suffisante  par  les 
Tables  logarithmiquesordinaires  à sept  décimales , ce  qui  permettra 
de  prendre 

log  ( ) = K sin  i"  — 6,6855749 , 

nombre  que  l’on  a sous  les  yeux  dans  ces  Tables  mêmes. 
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•219.  Pour  constater  que  cette  évaluation  approximative  ifê  x"  * 
ou  (d1  sera  toujours  suffisante , «.je  pjénds.lc  càf  r\tn'mt 

où  l’angle /i  serait  égqj  àio°;  et  je  supposerai, enfphtre,  d' é& I 

X / .“il  Jl..’  J 1 J'  1 K « s 


tang(rf'  — ■)  = ttng*|/>;  - rr  = 2^,8':,^=  1 5y8't,'J75. 

\ ♦ * 

Par  l’expression  approchée,  . t 

' ={d'~  ':''=4  k"  + 4r-  ■.  ’ *'hM$** 

L;i  lÊneiihce  des  ^eiix  évaluations  sera  donc  toujours  insensible. 
220. ‘Pour  sujet  d'application  numérique,  {««prendrai  une  il  a* 

* stations  appartenant  à la  triangulation  générale  de  la  France,  *cx^*- 
culee  par  les  ingénieurs  géographes  du  Dépôt  de  la  "Guerre.  Tout  * . 
le  réseau  de  cette  grande  opération  se  rattache  à*lif*l#gne  m«Vi- 
dienne  qui  passe  par  un  point  central  d’une  salles  de  l’ôbser- 
vaioire  royal  de  Paris,  appelée  sali»  de  Ut  méridienne.  -La  résolu- 
tion progressive  des  \riangles , effectuée  sur  un  ellipsoïde  de 
révolution  convenu,  a fait  connaître  distances  polaire^,  tant 
relatives  qu'absolues,  de  tous  les  sommets,  ainsi  que  les  angles 
dièdres  p compris  entre  leurs^méridiens  propres  et  ^dui  de  l’Ob- 
servatoire royal,  qui  passe  par  le  point  M adopté  pour  cenfPe 
dans  la  salle  désignée.  On#a,  en  outre,  dans  plusieurs  stations. 


déterminé  par  des  observations  astronomiques,  leur  distance 
polaire  absolue,  les  angles  ^zimutaux  des  côtés  qui  s’y  joignent, 
et  mêino.en  (juelques-unes  leur  longitude  relative  p,  afin  d appré- 
cier les  irrégularités  occasionnelles  de  la  figure  de  la  Terre  sur 
J’etendue  superficielle  que  le  reseau  embr.lsse,  en  comparant  ces 
cléments  de  position  réels  avec  ceux  quj  se  déduisent  du  calcul 
géodésîquc  pour  ces  mêmes  points.  De  là  on  a conclu  la  distance 


de  chacun  d eux  à la  méridienne , et  à la  perpendiculaire  du  point  M; 
on  y a joint  leurs  hauteurs  relatives  au-dessus  du  niveau  de  l’Océan, 
obtenues  par  les  observations  comparées  du  baromètre , ou  des  dis- 
tances,  zénithales  réciproques;  et  la  reunion  de  ces  résultats  con- 
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stilue  les  déments  d’une  nouvelle  carte  generale  île  la  France,  qui 
est  en  oOt'rs  d’exéention.  Les  résultats  généraux  des  operations  geo- 
desiqueset  astronomique,  jusqu’ici  effectuées,  ont  été rendus  publics 
dans  un  ouvrage  intitulé  2 Description  gcoinétrit/uc  de  lu  France, 
doht  detlx  volumes  ont  dfy’à  paru.  J’en  extrais,  comme  sujet  de 
calcul,  les  données  Suivantes,  relatives  à la  position  du  clocher 
de  Biarritz , l’une  des  stations  du  parallèle  de  Rodez , tome  l", 
J>age  ÿf.'j  : * ■*  ht 

Distance  polaire,  obtenue  par  le  calcul 

géodésiguq . . d'ç=  46°3 1 

LongHude  relative,  comptée  à Foccident 
•du  point  M de  l’Observatoire  de  Paris.  p =*  3°53*3jj ",*3 1 4 

pn  demande  Ja  distance  dç  ce  point  à la  méridienne  et  à-  la  per- 
pendiculaire du  point  M.  * 

J-’ai. choisi’ ce  cas  parce  qu’il  est  présenté  comme  exemple  de 
calcul  dans  ci  même  ouvrage , tome  Pr , page  32g.  Je  n’ai  fait 
que  <*onvertir  en  ^vision  sexagésimale  les  (déments  de  position 
qui , d’après  des  considérations  plus  influentes  alors  qu’elles  ne  le 
paraîtraient  aujourd’hui^  ont  été  malheuiiusement  exprimées  en 
parti,»  de  la  graduation  décimale,  dont  l’usage  n’a  pas  prévalu. 
Avec  ces  données  je  trouve  d’abord  : 

Par  l’équation  (l),  # 


d"=2°49'28", 548  = ioi68", .548;  * 

Par  l’expression  (3) , 
r"'=2d7  "t623+o",  198=238", 021  ; 


log  R7' = 2’ BQ2833»; 


l°g  3^96*1902. 


Pour  eoptinuer  le  caknl  plus  loin  , il  faut  convenir  de  l’ellipsoïde 
que  l’on  veut  adopter.  1^  diversité  des  choix  que  l’on  peut  faire  à 
cet  égard  aura  peu  d’influence  sur  le  terme  correctif  de  ir,  qui 
dépend  de  e%  parce  qu’il  est  extrêmement  petit.  Mais  les  consé- 
quences en  seront  plus  sensibles  dans  les  évaluations  des  arcs  de 
distance  par  les  expressions  (i)el(e),  où  la  longueur  absolue  de 
la  normale  N'  entre  comme  coefficient.  Comme  exemple  (Fappli- 
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solde,  qui  sont  dynné^  pat*  n™“‘~L“ï‘  **  ' 


6f»tab1 


la  page 


■285 

de  l’çllïp- 


J*  je 

calculerai  le  Ipgarithniô  de  N'^xiur  l’a  Hisfance  polaire  donnée  d\ 
par  sou  expre  Mfik  série,  rapportée  daqS  la  page  2?.f.  Quand 

A l—j’  J* v ri»  _ 


proportionnelles.  Ici  ,nous  devrons  iffecîuer  îè  calcul  direct  pour 
t Ja -dislance  (xîlaire  <U  par  la  série  indiquée..  Je  trouve  ainsi , sur 


«pire  ellipsoï^;*  *.  V 

logN'  = loj»n  -t-  jvjoo6'5 


* ’JL  r 

• - 


nous  avon 9,  en  outre , 


En  associant  ces  nombres 
obtient  : 


loge1  ÿ»^,8<j3i 


«ux  rtiltqirs  pf' 


\p 


<Jb  D"*ti 


9 ' * V 

<•  \ 

V, 

x , on 


Distance  du  clocher  de  Biarritz  à la  perpendiculaire  de  M,  én  toises 
(formnlea),  *%  m 

. D'  — D — 3,j8tT,3o. 

Distance  à la  méridienne  de  M (formule  3) , 


1 i6i542t.  • 

•* 

Distance  polaire  elliptique  du  pied  b de  cette  perpendiculaire  sur 
le  méridien  de  M , 

n,=d'  — 238",8i9  = 46027'3o",29i. 

♦ 

Cette  distance  polaire  surpasse  seulement  de  o",ooi  celle  qui  est 
rapportée  dans  l’otiVrage  cité , tome  I , page  33o,  et  l'on  ne  peut 
pas  répondre  d’une  si  petite  fraction  avec  les  Tables  à sept  déci- 
males. La  valeur  qu’on  y assigne  pour  la  distance  à la  méridienne 
est  moindre  de  toT  que  celle  que  nous  obtenons,  ce  qui  s’explique 
suffisamment  par  la  différence  des  dimensions  de  l’ellipsoïde 
adopté  pour  la  calculer.  Mais  l'influence  de  ce  choix  , sensible  sur 
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lend 


« ■ • 

• VSTl<0<nMIX 

ait  priint  ■stiri»‘r1pistin?tio»gt#- 

. ,_)*  * > 

l’ou  voulait  f»or  quoique  hnttfiÆriqife^l-acej'  figou- 
t uni?  perptrtdiculairt  au  itiéridien  pnndpal , en  partant 
t nr,  -prU  ♦ voloyptc  sur  <ft  ligne  m lydienne,  on  y par- 
£a<?ileinètft  ^rar  le  njode  de  construction  successif/que 
4.Æ.  V ,*•  on  'suPpqÿerftiP  d'abord 
w a U tf'jei  TonicMcul  éf:«r>r  f»os  formures,  i0l!n<n}- 
guenr  da  premier  elemêgt  sphériqifc  m/rf,  ;«e°  soja  azimut  final  i' 
*ur  le  »cond -méridien  Pm|  ; ’S°  la  distance  polaire  Sphérique  Mu 
point  m, , que  l’dff  transformerai^ en  distance. porayi1  elliptique^ 
comptée. syr  ee  seetarft^rnéridiVn  ^jpar^l'eniplqi  de  la- correction 
ex prinlée [pagte ^49-  Avec  Wsifonaées , on  Feitm  an  calcul  pareil, 
pour  pa3fcfr  du  point au  point  //j„  situé  stir  un  t*niViéme  mé- 
ridien . formarft  aussi,  at^c  le  a4$ivtièrnf , un  angle  de-i”;  et 
• l'on  fÿ-elon^erait» ainsi  pnûjjr&sifemenf  lajÿntrbé  par  des  .inter- 
valles M UililabVs  , tmssfloîh  qup  l^in  voudtïùt.  „ . 


f 


Digitized  by  Google 




• ..v*lpM5fr.  . 

• * p \>  % • * 

* . » ««iftiffl  v*n*  paA^4  '*  » 

j ! . / y ■ • «%L  k*  I * lApteaAsdh 

PAut  détçyitrec  tes  dpux  r^^luü^nOnîpriaKf^M  le  t(qpT,geconsJrirts 

tajifi.  PAP'ete  un^lenSrvnérldJm  de  IVIlipsP  géjR'atrice, |D  est  s^tcen* 
tre  , OA*son  (fenii-gn^l  iwLfcqu®  «e  tmive^fre  peiei  Ja  longueur  de  la 
normale  \ ^ ] o il  r le  soumit  éXpfbrift  A.  Du  pot  Jf)  dvcç  OA. pour  rayon  , 
je  décris  la  ftrco(ffércncé^Agentc^g  A et  je  mène 
avec  OA  ftn  angjr.v  que  pous  devrons  VateepAtSB 

même  rayon  cftupe  l'ellipse  en  M,,  ft  îcvielW^énffalMneTld,  pmYr^ AST/ute  4 

rayon  vecteur  dontje  n^rnme  laj^flgufltir  r.  Cete  pttefe  je  vais  evitjuerTùi 
tcrvalle  M,  M , , et  calculer  l'qpcèd  de  l'arc  dd  cercle  ÏM,i  sur  TIW  de lft- 
lipac  AM,.  . + • *'  *■  , X ‘ 

A cet  effet , je  rapporte  d'Jlibrd  cette  cnwys^lenx  coordonné  Aciiu^u- 
laire# xf  y,  parties llu  eefltjc  O et  comfffjgs  aé-Cpcc t i r el«r  «üwï  dWt 
lions  OA  , OP.  Son  équation  en  fonction  de  «tes  CateddAiJm  gdkiflVcfn 
l’»vu,  „ •,.*.  * *•  • -V  • 

1,+»,(|-'.) • */.  • 

et,  en  désignant  ppr  ds  Ijélément  de  Port  elliptique  cortejtee  dé  A vers  P, 

0,1  a . . 

di’=ir’  4-  <£’  t * 

Maintenant  j'introduis , au  Heu  dexety,fei  coordonnées  pÀUlres */  et  v en 
faisant  * * 


x = r c.os  e ; 

Cela  (fonne  , par  .suhstitutlbii , 


y = rsin  v . 


. * 
• A 


*(1  — «*V  ...  * -•  • 

et  ds*  = ai •*  -f-  r1  dv*. 


I — e*  ccA*  v 

\ 

(Considérant  d'abord  / , je  mets  son  expression  aous  la  forme 


/ «*  • s\^ 

= fl  I I -H -.Sin’e  I 1 

. \ *-«•  / 


(,+_fLSin.,)i 

a • . ■ 

et,  en  développant  le  radical  en  série  par  la  formule  du  binAme,  j’obtiens 

"“•['“ïfrM  ,in‘  * + â(T^ôî  ,in‘ " ~ 7è (7=v/  *tc  ]- 

Lorsque  nous  aurons  donné%  l’angle  v sa  valeur  finale , a — r exprimera  l’in- 
tervalle M,  M,  Mais,  pour  Ie6  limites  de  petitesse  auxquelles  nous  voulons 
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fCnlroinOi ^bct'  «nglo  ^ no».  poé'rr*i3^borner  lu  st*ç  au  lcrm< 
trd|iva  Ma  petniépe  puissance  , f?  qui  noua  donnera  , 


terme  oi\  ç*  sc 


"«H 

SÉ  *à  #• 


elle 


^panera  simph-ùwn# 

• _ • * JfV  ^fc>  = a ^ — Isr*  tin’  a)  A • 

IP*  *•  i 

itfl F JéAée  *oir  <lWq|»iW'nt  Ans  anbsfitu’Ûrtn  . carmin  onnriilinn  do 
' Jen  A rend  4r  'd*  4’oadrc  pur  conséquent  dr'  de 


l'^HPe  (pStefrfflM  $«e  non»  fte-gy^on»,  ce  qui  5<*  oit  tts  h rdv  comme ‘nous 
.étions  de  la trou%r.«  A."  * * * 

Pour  ijaiégnr  1 expression  de  dx.  il  fJln  y remplacer  lin’r  par  la  quantité 
, * • i— ioaae 

eqtw.alente * j Ce  qui  donne  j 

* • *i  **•  / 

ds^=  a (V-^j  «'+{('  coa  je)  dv , 

’ , . 

et  alors,  qu  l’iiflegifant , on  a . • 

’ * • Sa  • • 

• • . 

j — a [ (i  — le*)e-t--j-  e*  ain  an], 

• • 

Je  n'ajnule  point  dû  conslaplc , perce  que  je  faia  (ommencer  l'arc  t en-A,  où 
ÿ est  nA  en  mime  temps  que  lut.  Dans  ne  calcul,  l'arc  v est  censé  exprimé 
en  partie*  dv  rayon  priafxpfb  unité  de  longueur.  Si  l'on  veut  l'exprimer  en 
o •y’ 

seconde* do  dejpe,  fl  faudra  remplacer  la  lettre  v par  — • Alors  l'équation 
précédente  donnera 


(a) 


tn/P  i ^ 

, —est<i«i  longueur  do  l'arc  circulaire  AM , correspondante  à l'angle  v ou  v" . 
n 

s eçt  la  longueur  de  l'arc  elliptique  AM,  pour  le  même  angle,  le  second 
membre  de  l'équation  ici  obtenue  exprime  donc  l'excès  cherché  du  premier 
arc  sur  le  second. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  convertir  les  formules  (i)tel(2)  en  nombres,  avec  les 
«leurs moyennes  de  a et  de  e*  que  nous  avons  trouvées  convenir  à l'ellipsoïde 
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terrestre.  Je  prends  donc,  d’aprôs  la  page 221,  où  a est  exprimé  en  toises  , . 


logo  =6,5i47957  j ^ loge*  = 3,8039324. 

• '< 

Alors  en  faisant  l'angle  v égal  à i°  ou  v"  égal  à 36oo",  on  trouva  d'abord , 
par  l’équation  (1), 

M 1 -M,  . = joe1  sin’  v = 3”1",  17H; 


et  ensuite  par  les  cléments  de  l’équation  (a), 

\>U  T 

i««*p  = 9°T’go85 
— 7 ne1  sin  2>’ = — 90  ,8900 

Conséquemment,  ^ — s — ot,oi85 

n 

' * **  rfj\ 

Ce  sont  les  nombres  que  j’ai  rapportés  dans  le'texte.  La  compensation  près- 

, rt%,n 

que  exacte  qui  s’opère  dans  Jes  deux  termes  de  — s pouvait  sc  prévoir 

d'après  la  petitesse  de  l'angle  v.  Car,  si  l'on  considérait  le  cube  de  sin  æ 

• a*  ' i’*  2^ 

comme  négligeable,  on  pourrait  remplacer  ce  sinus  par  — ; et  alors,  le 

/ * K 

terme — -J  sin  2p  détruirait  complètement  le  précédent  auquel  il  est  associé 
dans  la  différence  cherchée. 
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NOTE  II. 


Sur  la  rectification  général ç de  'l'ellipse. 

» 

9 

222.  Prenons  à volonté,  sur  le  contour  de  l'ellipse,  un  point  M situé  h 
la  distance  polaire  »•,  exprimant  l'angle  formé  avec.l'axa  polaire  par  la  nor- 
male menée  à ce  point.  Soient,  à cette  même  distance  polaire,  ds  J'élémeni 
infiniment  petit  de  Tare  , et  y le  rayon  du  cercle  oscillateur  à l'ellipse  en  M, 
on  aura 

a ( i — e*  ) 

(i  — c*  cos*  v)* 


Ce  cercle  a son  centre  sur  la  normale  du  point  M.  Par  la  condition  de  l'oscu- 
lation , sa  circonférence  coïncide  en  ce  point  avec  le  contour  de  l'ellipse  sur 
toute  l'étendue  do  l'élément  ds  y et  deux  rayons  menés  de  sou  centre  aux 
extrémités  de  ccl  élément  sont  dirigés  suivant  des  normales  à celte  courbe. 
L'angle  qu’ils  comprennent  représente  donc  la  variation  infiniment  petite 
que  l'angle  v subit  en  passant  de  l'une  à l'autre.  Exprimons  généralement  la 
valeur  locale  de  cet  angle  par  l'arc  qu'il  sou  tendrait  au  centre  d’un  cercle 
décrit  avec  un  rayon  égal  à l'unité  de  longueur.  Alors  le  petit  angle  soutendu 
nu  centre  du  cercle  osculateur  par  l'élément  ds  sera  la  différentielle  de  do 
l'angle  s>  ainsi  exprimé.  Ainsi  le  petit  arc  du  môme  cercltff  qui  sera  compris 
entre  ses  branches  et  aura  pour  longueur  y de,  devra  être  égal  h Pclcmeut  ds 
de  l'ellipse.  Celle  identité,  qui  n'était  qu'approximative  quand  nous  l'avons 
appliquée  à des  angles  d'une  amplitude  sensible  telle  que  i°,  devient  rigou- 
reuse dans  les  amplitudes  infiniment  petites.  Remplaçant  donc  y par  son 
expression  analytique  générale , la  condition.de  cotte  coïncidence  élémentaire 
sera  ' , 


^ a (1  — e*  ).de 

.*  * 

(i  — e*cos*i')'  •{ 

» 

Dans  l'ellipse  des  méridiens  terrestres  que  nous  foulons  spécialement  con- 
sidérer, e*  est  une  fraction  très-ptflite j on  pourra  donc,  par  la  formule  du 

— i F » * 

binôme,  développer  le  radical  (i  — e * cos* y)  *en  une  sô*ic très-convergente 
procédant  suivant  les  puissances  asccadaufcs  de  e*  cos*  y,  ce.  qui  donnera 

3 , , i5  , J 

1 -h  - e*  COS  e -+-  rr  e cos 
a o 


ds—a(l — «•)  ^ 


V-f  “C1  68*1»+....  W 


Je  me  borne  à écrire  les  quatre  premiers* termes , parce  qu'ils  suffisent  tou- 
jours dans  les  applications*  Mais  les  coefficients  numériques,  de  la  série  peu- 
vent s'écrire  sous  qne forme  qui  permet  il  en  prolonger  indéfiniment  l'appré- 
ciation numérique,  comme  Dclambrc  l'a  fnohtrc  dans  le  tome  11  de  la  Base 
du  système  métr  ique,  page  T6j4*  • » 

225.  Maintenant  , dans  le  Traité  de  Calcul  différentiel  cl  intégral  de  La- 


Digitized  by  Google 


PHYSIQUE.  2f)  I 

croix,  Introduction,  page  go,  on  trouve  les  égalités  suivantes,  qui  ont  été 
établies  par  Euler: 

a cos*  v = cos  2»' Èf-  i , 

8 cos4 v = cor  4^-+-4  cos at* •+•  3, 

3acos‘i*  = cos  6^-4- 6cos  i5  cos  2»'  îo. 

Ces  Iransformatiops  peuvent  être  étendues  indéfiniment  suivant  une  loi  gé- 
néralode  lqurs  coefficients  numériques  , qui  est  rapportée  dans  l'ouvrage  que 
je  viens  de  citer.  Je  les  borne  ici  & la  puissance  sixième  de  co&V  , à laquelle 
nous  avons  arrêté  notre  développement;  mais  il  est  essentiel  do  remarquer 
que,  qyelqpQ  loin  qu'on  les  prolonge,  tous  leurs  termes  demeurent  con- 
stamment positif!*' ci  ne  contiennent  jamais  que  <lcs  multiples  pairs  de 
l'angle  c,  lorsqdo  la  puissance  de  cos  v qu'elles  remplacent  est  également 
paire,  co  qui  aura  toujours  lieu  dans  notre  expressiou  de  ds , quelque  loin 
qu'on  la  suppose  prolongée. 

En  substituant  ces  expressions  des  puissances  de  co>  y,  le  second  membre 
ne  contiendra  plus  que  des  termes  composés  de  ce  genre  de  multiplet.  Et  si 
l'on  fait,  par  abréviation  , 

m . 3 , ^4*>  . ;i75  . *• 

—r  I + : c1  + p ^ H — rp  r , 

4 64  250  • * • 


B = 


C = 


i5  . 525 • 

' -sf  •+■  r 

1U  512 


y 


i5 

85‘ 


-ig*. 

a56 
35  . 

53e  * 


t . d = 

Oïl  trouveS*îci  , 

di  ==  a (i—  (A  -4-  B cos  2e  C cos  \v  -r-  D cos  6e  . .)  t 

224.  Chaque  terme  de  la  série  ainsi  transformée  peut  être  intégré  immë 
diateincut  ; et,  co  faisant  commencer  toutes  les  intégrales  partielles,  de  ma- 
nière que  l'angla  total, .rsoit  nu]  qua^i^  v est  nul , sa  longueur,  depuis  le 
pèle  jusqu'à  la  distance  polaire  f 3 so  trouve  êtrç  évidemment 

i = a (t  — e’)  ^Ae  -t-  a B 6ih  w-+-  - C »in  /je  ^ L)  sin  6v. . 

* & . * * ^ 

Ut  lettre  r,  qui  entre  hors  dès  Signes  ,trigonométri<pi(,»i  dans  le  premier  terme, 

représenté  l’a^i  cfc  e escrimé  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité  de  longueur. 
Cela  en  fait  un  rapport  abstrait , comme  sont  aussi  les  sinus  qui  entrent  dans 
les  termes  suirnuts  ; et,  da  celle  manière  , l'homogénéité  des  deux  termes 
de  l’équation  se  trouve  conservée,  l’ap  exemple, si  rel  angle  (levait  être  droit, 
la  valeur  de  c serait  A®,  er  étant  le  nombre  3,  j^i^yaG...,  qui  expriibe  la 
demi-circnnfércayce  <Jont  le  rayon  est  i.  Si  sa  valeur,  exprimée  en  secondes 

c* 

do  degré , était  e",  il  faudrait  faire  c égal  à -jp- 

22if.  D'après  la  remarque  faite  tout  à l'heure  sur  la  forme  des  cosinus  qui 

19.. 
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composent  la  série  avant  l'intégratioD  , tous  les  termes  de  l'expression  de  t 
qui  suivent  le  premier  Ae  ne  contiendront  que  des  sinus  de  multiples  pairs 
de  l’angle  e.  Ainsi  tou»  ces  termes  s’évanouiront  si  l’on  suppose  cet  angle 
égal  n go°,  auquel  cas  l'are  total  s deviendrait  un  quadrant  de  l’ellipse  que 
je  désignerai  par  Q.  Alois  la  lettre  e doit  être  remplacée  par  J u hors  des 
signes  trigonométriques , comme  nous  venons  de  le  voir.  Ou  aura  dune,  par 
l'équation  ainsi  réduite , 

Q = î or  aA  (l  — e*)  j • . • 

ce  résultat  nous  servira  dans  la  section  Vil. 

220.  Noire  expression  générale  de  s nous  donnera  nüémcnt  la  longueur 
du  segmentde  l’ellipse  qui  serait  compris  entre  deux  points  M*, , AI,,  de  son 
contour,  dont  les  distances  polaires  respectives  seraient  v, , e,.  Car,  en  éva- 
luant.les  longueurs  de»  arcs  i, , i,  compris  depuis  le  pôlc  jusqu’à  chacnn  de 
ces  points,  nous  aurons  évidemment 

— r’)  [Ae,-t-|B  sinae.-f-j  Csin 4*',-+-  JD  sin  6e,. . .3 , 

J,=a(l — e’) [Av,-t-{  B sin  3e,-t-^Csin4e,-h  JDsin  6e,. . .]. 

* • 

En  supposant  e,  plus  grand  que  vt , j,—- sx  sera  la  longueur  du  segment 

cherché.  On  simplifiera  son  expression  i>ar  l'emploi  de  la  relation  générale 

è • • • 

sin  p — sin  7 ==  a sin  } (p  — q)  cos  { (p*+-  q ), 
et  l'on  obtient  alors  # 

A C‘'»f — B sinC^v  — v.) 

* 1 ^ ^ i*,)cosa;»’t-K\î-HïOsin3(w,— e,cos3(et-<-vï)...J 

Üeîambro,  dans  son  ouvrage  intitulé:  Basa  du  système  métrique,  s'est  servi  de 
cette  formule,  particulièrement  tome  II,  page  677,01  tome  111,  page  i3<J,pour 
déterminer  les  éléments  de  l'ellipse  terrestre  par  une  sorte  de  régie  de  fausse 
position,  en  supposant  ces  éléments  déjà  Irès-approxiftalivomcnt  connus,  et 
cherchant  les  petites  variations  qu'il  faut  leur  faire  subir  poursatisfaire  le 
mieux  possible  aux  mesures  de  segments  de  méridiens  que  l'on  peut  croire 
avoir  été  obtenues  avec  le  plus  de  précision.  Si  ces  mesures  pouvaient  6tro 
employées  comme  des  données  rigoureuses,  on  réaliserait  très-directement 
cette  idée  en  employant^  valeur  déjà  approximativement  connue  de  <?*  pour 
calculeras  termes  de  st^-  sx  qui  cnntienncnf  les  puissances  supérieures  de  cette 
quantité  , et  n'y  laissant  d’inconnue  que  la  première  seule/ Alors  deux  arcs 
mesurés  donnant  deux  valeurs  de  on  obtiendrait  les  deu*  cléments  at  e* 
de  l’ellipse,  par  la  condition  de  reproduire  exactement  leurs  valeurs.  Mais 
nous  avons  trop  évidemment  reconnu  quq  les  erreurs  des  observations,  et  les 
irrégularités  totales  de  forme  du  sphéroïde  terrestre,  jettent,  dans  les  me- 
sures partielle»,  des  discordances  inévitables  qui  Otent  toute  possibilité  d'en 
déduire  des  valeurs  constantes,  pour  une  quantité  aussi  petite  que  l'ellipti- 
cité des  méridiens  terrestres.  La  méthode  approximative  dont  nous  avons 
fait  usage  me  paraît,  par  cette  raison,  suffire  pour  comparer  de  pareilles 
données,  et  pour  en  Tirer  les  résultats  généraux  les  plus  vraisemblables 
qu'elles  puissent  fournir. 
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Section  VI.  — Des  grands  nivellements  géodésïçues. 

227.  "Lorsque  j’ai  exposé  la  théorie  Mes  réfractions  atmosphéri- 
ques dans  le  chapitre  VII  du  tome  I'  r , j'ai  annoncé , page  s(>"  (note), 
que,  dans  les  grandes  triangulations  géodésiques , les«febservations 
de  distances  zénithales  réciproques  faisaient  connaître  les  différences 
relatives  de  hauteur  des  stations  au-dessus  du  sphéroïde  formé  par 
la  continuation  régulière  de  la  surface  des  mers  environnantes; 
d’où  l'on  déduit  toutes  leurs  hauteurs  absolues  par  une  seule 
«l’entre  elles  directement  mesurée.  J’ai  fait  seulement  pressentir 
alors  le  procédé  général  par  lequel  on  réalisé  cette  importante 
application.  levais  maintenant  l’expliquer  dans  ses  détails. 

2211.  Relativement  à une  sphère,  deux  points  sont  de  niveau 
quand  ils  sont  à une  égale  distance  de  la  surface  sphérique , sur 
leurs  sécantes  propres  menées  à son  centre.  Relativement  à un 
sphéroïde  de  forme  quelconque,  deux  points  sont  de  niveau  lors- 
qu’ils sont  à égale  distance  de  la  surface  sphéroulale,  slir  leurs  nor- 
males propres. 

Dans  l’application  au  .sphéroïde  terrestre,  l’operation  se  divise 
en  deux  parties.  On  détermine  d’abord  directement  la  hauteur  ab- 
solue d’jine  des  stations  au-dessus  du  niveau  moyen  de  la  mer  la 
plus  proche  ; on  détermine  ensuite  la  différence  successive  de  hau- 
teur de  toutes  les  autres  stations  sur  leurs  normales  propres , au- 
dessus  de  l’ellipsoïde  de  révolution  qui  estîa  continuation  de  cette 
mer.  . r ' ' «i 

229.  Pour  obtenir  le  premier  résultat , on  conduit _ le  réseau 
«les  triangles  jusqu’à  une  station  voisine  du  bord  de  la  mer  d’où 
l’on  veut  partir.  Désignons  cette  station  par  S , 'fig.  46.  On  mesure, 
par  un  nivellement  direct,  les  hauteurs  absolues S/i,,  S h,,  ou/;, , h, 
du  point  S au-dessus  du  niveau  de  deux  hantes  mej-s  consécutive*, 
et  aussi  sa  hauteur  absolue  S h ou  h au-dessus  delà  basse  mer  inter- 
médiaire. ■’  donne  la  hauteur  do* S aftrdessus  de  la  haute 


mer  moyedne 


-f-À,  \ 

t -h)  ou  , est  sa  hauteur  au- 


2 / 4 
dessus  du  niveau  moyen.  On  procède  à ces  observations  par  un 
temps  calme,  pour  éviter  les  irrégularités  accidentelles  que  les  oscil- 
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talions  périodiques  de  la  mer  éprouvent  en  vertu  de  l’action  momen- 
tanée des  vents;  et  on  les  compense,  en  prenant  la  moyenne  totale 
de  plusieurs  déterminations  obtenues  à des  jours  différents. 

230.  Connaissant  ainsi  la  hauteur  absolue  de  la  station  S , on 
détermine  successivement  les  hauteurs  de  toutes  les  autres  relati- 
vement à celle-là, . par  le  procédé  des  distances  zénithales  réci- 
proques. J'enai  expliqué  complètement  l’application  surune  sphère 
dans  le  chapitre  cité , pages  25 1 et  suivantes.  11  s’agit  maintenant  de 
l’étendre  à des  stations  réparties  sur  un  ellipsoïde  de  révolution , 
dont  la  configuration  est  donnée  conventionnellement;  et  je 
vais  montrer  qu’il  s’y  applique  avec  la  plus  grande  facilité , presque 
sans  modification  de  calcul. 

231 . Pour  le  faire  voir,  je  considère  d’abord  le  cas  simple  où  les 
deux  stations , dont  on  veut  connaître  la  hauteur  relative,  S, , S,, 
Jîg.  47,  seraient  comprises  dans  le  plan  d'un  même  méridien  ellip- 
tique PM,M,A.  On  connaît,  par  la  triangulation,  les  distances  po- 
laires_c/y  (/,  de  leurs  normales  propres,  la  position  despoints  M,,  M„ 
où  elles  coupent  le  méridien  elliptique,  et  la  longueur  de  l’arc 
elliptique  M,M,  qui  les  sépare.  En  effet,  dans  le  cas  que  nous-con- 
sidérons,  cet  arc  sera  un  cAté  des  triangles  principaux;  et,  àcàuse 
du  peu  d'étendue  qn’on  leur  donne,  on  pourra,  sans  erreur  appré- 
ciable pour  l’application  actuelle,  l’assimiler,  quant  à sa  lon- 
gueur, à un  arc  de  cercle  décrit  du  centre  N,  avec  le  rayon  ISM,  égal 
à la  normale  N,  menée  au  point  M,  qui  est  intermédiaire  entre  M, 
et  M,.  La  première  idée  qui  se  présente  serait  donc  d’évaîuer 
d’abord  , par  les  distances  zénithales  réciproques,  la  différence  de 
hauteur  des  deux  stations  S,,  S, , au-dessus  du  ctrcléainsi  decrit,  et 
de  transporter  le  résultat  à l'ellipse  par  quelque  correction  qui  ne 
pourrait  être  que  fort  petite.  Mais  cette  marcfie  présenterait  deux 
inconvénients  graves.  A la  vérité,  lesintervalles compris  surchaque 
normale  entre  l’ellipse  et  le  cercle  tangent  en  M seront  fort  petits. 
Car,  aux  pages  2^ct  a$t;(nole),  nousavons  trouvé  que,  dans  les 
plus  grandes  amplitudes  que-l’on  donne  à l’arc  M,M„  ces  intervalles 
n’excAderaient  pas  3 toises;  et  la  différence  de  leurs  valeurs  s’ajoute- 
rait seulcà  la  différence  de  niveau  évaluée  surlc  cercle  tangent.  Mais 
la  dissymétrie  de  l’ellipse  autour  du  point  M rendant  çes  valeurs 
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inégales;  diverse, lient  sclgp  sa  position,  il  deviendrait  necessaire 
de  calculer  Ta  variation  locale  de  leur  inégalité,  et  il  serait  embar- 
rassMnt  de  le  faire.  Ensuite , l’évaluation  de  la  d.fférence  de  niveau, 
meme  sdr  la  sphère  r suppose  que  les  distances  zénithales  y sont 
mesurées  a partir  des  sécantes  qui  seraient  ici  NM,  Xi , NM,  Z,  ; 
taudis  qu’en  réalité  on  les  observe  à partir  des  normales  reelles 
,,  lesquelles  font  avec  les  sécantes  des  angles  va- 
riables qu'on  no  peut  pas  négliger.  Cela  exigerait  encore  une  autre 
réduction.  Delambrc , qui  a suivi  cette  voie  dans  son  ouvrage  sur  la 
Base  du  système  métrique,  tome  U,  page  7 38  , a étécondujt  ainsi 
a des  calculs  horriblement  complexes,  dont  la  conclusion  finale  a 
ete,  que  toutes  ces  corrections  lui  paraissent  pouvoir  être  habituel- 
lement négligées  ; et  il  a été  imité  en  cela  par  la  plupart  des  auteurs 
qui  ont  voulu  traiter  cette  question  après  lui.  Mais  toutes  ces  dif- 
ficultés disparaissent,  comme  par  enchantement,  quand  on  envisage 
le  prublèmé  sous  un  autre  aspect , et  qu’on  y applique  les  formules 
tres-sim pies  de  la  réfraction  terrestre  que  j’ai  exposées  duns  le 
tome  Ier  de  cet  ouvrage. 

232 • Pour  Cf,la . continuant  à considérer  d'abord  le  cas  de  deux 
stations  situées  dans  un  même  méridien  elliptique , fig.  q8 , je  les 
rapporte,  non  pas  à la  sphère  tangente  qui  serait  décrite  du  centre  .N 
avec  le  rayon  NM,  comme  dans  la  fig.  4?,  mais  à la  sphère  oscula- 
tnce  dans  le  sens  du  méridien  même,  qui  serait  décrite  du  centre  C, 
avec  le  rayon  osçulateur  elliptique  y.  Cela  aura  deux  avantages.’ 

D abord  , l’intervalle  Compris  sur  les  normales  de  chaque  station 
entre  Ellipsoïde  et  cette  sphère,  sera  beaucoup  moindre  que  pour 
la  sphère  tangente  décrite  du  centre  N;  et,  dans  son  excessive 
petitesse,  il  sera,  en  outre,  égal  pour  les. deux  stations,  de  sorte 
que  leur  différence  de  niveau,  mesurée  sur  cette  sphère,  sera  exac- 
tement la  même  que  sur  l’ellipsoïde.  Ensuite,  dans  les  plus  grandes 
amplitudes  queTon  donneà  l’arc  M,M„  les  rayons  osculateurssphé- 
riqucsCM, , CM,  no  feront  que  des  angles  de  quelques  dixièmes  de 
seconde,  avec  les  normales  menues  des  deux  stations  S„  S, , comme 
nous  l’avons  démontré  pages  189  et  23a.  Par  conséquent,  si  l'on 
emploie  les  distances  zénithales  observées  à partir  de-s  normales , 
comme  partant  des  prolongements  M,  C,  M,C  de  ces  deux  .avons . 
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le  résultat  sera  absolument  le  même  que  si  l'on  supposait  une  erreur 
<lu  même  ordre  dans  les  réfractions  qui  affectent  ces  distances , les- 
quelles comportent  toujours  individuellement  des  variafions'et  des 
altérations  physiques  incomparablement  plus  considérables,  que 
l’on  est  forcé  de  négliger.  Le  calcul  se  fera  donc  ainsi  très-exacte- 
ment avec  l’emploi  du  rayon  osculatcur  au  milieu  M defarcM.M,, 
rayon  dont  la  longueur  y peut  toujours  être  évaluée  en  nombres 
sur  l’ellipsoïde  adopté,  puisque  les  positions  absolues  des  points 

M,,M,surle  contour  de  l’ellipse  sorft  connues. 

• 1 * 

233.  Venant  alors  au  cas  où  les  deux  stations  S,,S2  ne  sont  pas 

comprises  dans  un  même  méridien,  je  les  rapporte  de  même  à la 
sphère  qui  serait  osculatricc  à l’ellipsoïde  dans  le  sens  de  l’arc  de 
plus  courte  distance  mené  par  les  pieds  de  leurs  normales  propres, 
fig.  49-  Soient  C le  centre  de  cette  sphère,  p la  longueurde  son  rayon 
qui  peut  toujours  se  calculer.  Les  résultats  de  cette  construction 
seront  les  mêmes  que  tout  à l’heure.  Car  d’abord  , les  intervalles 
compris  sur  chaque  normale  entre  l’ellipsoïde  et  la  sphère  étant 
encore  excessivement  petits  et  sensiblement  égaux , la  différence 
de  niveau  des  deux  stations,  au-dessus  de  la  sphère , sera  la  même 
qu’au-dessus  de  l’ellipsoïde.  Quant  aux  angles  formés  par  chaque 
rayotl  CM, , CM,  avec  les  normales,  ils  seraient  rigoureusement  nuis 
si  les  deux  stations  étaient  situées  sur  un  même  parallèle,  puis- 
qu’alors  le  centre  de  la  sphère  coïnciderait  avec  le  point  de  rencon- 
tre des  deux  normales  sur  l’axe  polaire.  A partir  de  ce  cas 
d’exacte  nullité,  ces  deux  angles  croissent  à mesure  que  les  deux 
stations  se  rapprochent  d’un  même  méridien.  Mais  puisqu’alors , à 
cet  état  de  maximum , leurs  valeurs  sont  négligeables  dans  l’ap- 
plication actuelle,  comme  nous  venons  de  le  voir,  elles  le  seront 
toujours  à plus  forte  raison  dans  les  azimuts  intermédiaires. 
Ainsi , les  distances  zénithales  observées  à partir  des  normales 
réelles,  pourront  encore  être  censées  mesurées  à partir  du  rayon 
de  la  sphère  qui  est  osculatrice  au  milieu  M deVàrc  M,M„  dans  le 
sens  de  cet  arc , comme,  dans  le  cas  précédent. 

234.  Il  ne  reste  donc  qu’à  transporter  ici  •les  formules  générales 
«pie  nous  avons  établies  dans  le  tome  I"r,  pages  265  et  suivantes , 
pour  calculer  les  différences  de  niveau  par  l’observation  des  dis— 
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tances  zénithales  réciproques , ou  non  réciproques,  sur  une  sphère 
d’un  rayon  donné.  Nous  pourrons  ensuite  examiner  jusqu'à  quel 
ilegré  de  précision  la  connaissance  et  l'emploi  spécialrdu  rayon 
oscillateur  p sont  nécessaires  pour  !es  réduire  en  nombres,  quand 
on  connaît  la  longueur  de  l’arc  circulaire  M,M,  ou  A qui  joint  les 
pieds  des  normales  sur  la  sphère  considérée.  Car  .cjt  afc  est  tou- 
jours donné  par  la  triangulation  dans  les  circonstances  actuelles  , 
puisqu'il  est  un  des  côtés  des  triangles  principaux. 

253.  Dans  les  formules  citées,  on  a désigné  par  r',  r"  les  dis- 
tances respectives  des  deux  stations  S,,  S,  au  centre  de  la  sphère. 
L indice'  s’applique  aux  éléments  de  celle  pour  laquelle  cette  dis- 
t:nce  est  connue,  sans  s’inquiéter  si  elle  est  la  pins  haute  ou  la  plus 
hisse,  le  jeu  des  signes  algébriques  décidant  cette  alternative  dans 
le  résultat.  Soit  donc  //,  fig.  49»  la  hauteur  absolue  delà  station  S, 
au-dessus  de  l'ellipsoïde,  hauteur  que  l’on  devra  supposer  connue 
par  les  opérations  antécédentes.  On  aura  alors 
r'=p  + //, 

et  r"  — r'  sera  la  différence  de  niveau , qui  se  trouvera  positive  si 
S,  est  plus  élevée  que  S,  , et  négative  dans  le  cas  contraire. 

Les  formules  contiennent  l’angle  au  centre  S,  CS,  ou  v compris 
entre  les  sécantes  menées  aux  deux  stations.  L’arc  M,  MM,  étant 
donné,  on  en  pourra  toujours  déduire  la  valeur  de  cet  angle.  Si  on 
veut  l’exprimer  par  l’arc  qui  le  mesure  dans  un  cercle  dont  le  rayon 
est  i,  on  aura 

A 

Si  on  veut  l’exprimer  en  secondes  de  degré , et  le  désigner  sous 
cette  forme  par  v" , on  aura 


Nous  aurons  aussi  besoin  de  connaître  la  longueur  de  la  corde  rec- 
tiligne M,M,.  ’En  la  désignant  par  C,  les  expressions  établies 
page  G8  donneront , avec  une  exactitude  toujours  suffisante, 
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Il  faut  sè'  rappeler,  d'ailleurs  , que  la  corde  C et  l’angle  au  centré  v 

sont  liés  l’un  à l’autre,  par  la  relation  rigoureuse 

' *•'  • ,,  >. 

C=i^p  smje.  . , 


L’expression  précédente  de  C n’est  que  le  développement  de  celle- 
ci  , limitée  aujt  troisièmes  puissances  3u  rapport  - • 


250.  Maintenant,  conformement  à la  notation  adoptée  dans'le 
tome  I , page  265,  soient  Z',  Z"  les  deux  distances  zénithales  ap- 
parentes, observées  ou  observables  en  S,  et  S,;  et  nommons -4- é', 
— I—  <?",  les  rétractions  locales,  connues  ou  inconnues,  qu’il  faudrait 
ajouter  respectivement  à chacune  d’elles , pour  avoir  les  distances 
zénithales  vraies,  rapportées  à la  corde  rectiligne  que  l’on  mènerait 
de  S,  à S,.  Le  triangle  rectiligne  S, CS,  établira  d’abord  entre  celles- 
ci  la  relation  générale 


Z'  -g  Zv  -+-  3'  4-  3"  = 1 80»  -f-  <*  ; 


prenant  ensuite  une  quantité  auxiliaire  x telle  qu’on  ait 
x = tang je  tangj(Z"  — Z'  4-  0*  — 3'), 
l’expression  de  la  différence  dç  niveau  cherchée  sera 

' 1 — X 


Cette  expression  est  générale  : elle  ne  spécifie  nullement  si  les  dis- 
tances zénithales  apparentes  on^  été  observées  simultanément  sur 
la  même  trajectoire  lumineuse  , ou  à des  époques  différentes  et  sur 
des  trajectoires  lumineuses  diverses.  Elle  suppose  seulement  que 
les  réfractions  locales  3',  3"  sont  évaluées,  théoriquement  ou  pra- 
tiquement, telles  qu’elles  ont  dû  se  produire  dans  la  trajectoire 
spéciale  sur  laquelle  chaque  signal  a été  observé. 

La  corde  C peut  s’introduire  dans  l’expression  de  x,  par  sa  re- 
lation avec  l’angle  e au  moyen  de  la  transformation  suivante  : 


:?Æii'tangi(z"-  z'+ y-y  j = Ct3-gügl~  z>.  s"~3'  > 

2pCOSjr  2p  COS  , e 


257.  Dans  les  applications,  x est  toujours  une  fraction  très- 
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petite  : d’abord,  parce  que  la  corde  G est  toujours  très-petite 
comparativement  au.  rayon  oscillateur  p ; puis,  les  triangulations 
s’appliquant  a Ja  convexité  delà  surface  terrestre,  deux  sommets 
de  triangles  «réciproquement  visibles  l’fin  de  l’autre  ont  toujours 
une  différence  de  niveau  très-petite  comparativement  à la  lon- 
gueur de  l'arc  qui  les  sépare.  Cela  fait  que  l’angle  contenu  sous  Iè 
signe  tangente  dans  l’autre  facteur  de  x est  habituellement  très- 
peu  different  de  zéro,  qui  serait  sa  valeur  si  la  différence  de  niveau 
était  nulle  ainsi  que  les  réfractions;  et,  par  suite,  la  tangente  de 
cet  angle,  qui  forme  le  second  facteur  de  x , n’a  jamais  qu’une 
très-petite  valeur.  Profitant  donc  de  cette  circonstance,  je  déve- 
loppe en  série  le  facteur  qui  entre  clans  l’expression  de 

r"  — r7  ; ce  qui  donne  , 

' 9 

r"  — r = ar7x(l  4-x -f-x’ . . . ); 

alors,  remplaçant  r'  dans  le  second  membre  par  sa  Valeur  p 4-  h',  ’ 
et  mettant  pour  x son  expression  en  C (fue  nous  venons  de-former, 
on  a 


r'=cfj  I <'\lan8î(Z,-Z,+r- 

\ P/  ««T1’ 


n 


^ C tangy  (Z77-  Z'-4-o"-  S' ) | 

2p  COS-j  P 

_/  0"tnng’|(Z,/-Z,-f-<r-<î')  | 

4P1  cos’ip 

etc. 


258.  Examinons  d’abord  la  imposition  du  facteur  qui  pré- 
cède la  parenthèse.  Le  rayon  oscillateur  p ne  s’v  montre  expUcitc- 
* . v 

ment  que  connue  diviseur  de  h' . Or  le  rapport  — sera  toujours 

excessivement  petit,  même  quand  la  triangulation  traverserait  les 
plus  hautes  chaînes  de  montagnes  du  globe  ; et,  hors  de  ces  circon- 
stances exceptionnelles , il  sera  habituellement  négligeable.  L’em- 
ploi précis  du  rayon  local  p ne  sera  donc  jamais  nécessaire  pour  éva- 
luer ce  rapport  avec  une  suffisante  précision,  et  l’on  pourra  v sub- 
stituer toutcautre  quelconque  de  ses  valeurs.  La  longueur  decc  rayon 
entre  aussi  implicitement  dans  l’évaluation  de  la  corde  C,  comme  on 
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l’a  vu  toùtà  l'heure;  mais son  carre  y sert  seulement  île  diviseur  au 
terme  correctif  en  A3,  de  sorte  qu’on  pourrait  encore  l’v  remplacer 
par  quelque  longueur  qui  en  serait  peii  différente.  Enfin,  ce  rayon 
dttre  aussi  implicitement  *dans ' l’évaluation  de  l’arc  v.  Mais  cet 
..  angle  ne  pSraît  ici  que  par  le  eoSinus  de  sa  moitié,  qui  peut  être 
mis  lions  la  forme  i — asin’-j-e.  Or,  t>  étant  toujours  fort  petit 
dans  les  applications  , où  il  ne  dépasse  jamais  i°3o',  limite  qu’il 
est  même  bien  loin  d’atteindre  habituellement,  le  terme  qui  en 
provientseraau  plus  i — 2sin12i'3o"ou  i — 0,000040918%.  Ainsi, 
dans  ce  cas  même,  il  produirailseulemcnt4centimètressurune  dif- 
férence de  niveau  de  1000  mètres.  Ce  terme  correctif  serait  donc  en- 
core très-suffisamment  exactsi  l’on  y évaluait  v avec  une  valeurdep 
qui  ne  serait  pas  absolument  rigoureuse.  La  même  remarque  s’ap- 
. plique,  à plus  forte  raison,  à tous  les  termes  compris  dans  la  grande 
pür,  ■ntlièse  qur  proviennent  des  puissances  supérieures  de  x.  Ainsi, 
en  supposant  que  l’on  connut  d’ailleurs  exactement  les  deux  dis- 
tances zénithales  Z',  Z"  et  les  réfractions  3',  3"  qui  les  affectent , 
une  erreur  d’application'Tocale , sur  l’évaluation  précise  du  rayon  p, 
n’aurait  qu’uud  influence  insensible  ou  à peine  sensible  sur  r" — r'. 
Voilà  pourquoi  Delambre  trouvait,  qu’en  définitive,  les  corrections 
dépendantes  de  l’ellipticité  du  sphéroïde  terrestre  devenaient  à 
peu  près  négligeables  dans  l’évaluation  des  différences  de  niveau  ; 
et  voilà  pourquoi  aussi  tous  ceux  qui  l’ont  suivi  ont  pu  obtenir 
ces  différences  avec  assez  d’exactitude , en  prenant  comme  rayon 
de  la  sphère  la  normale  N menée  du  milieu  de  l’arc  à l’axe  polaire, 
en  remplacement  du  rayon  p qui  est  oscillateur  dans  le  sens  spé- 
cial dé  l’arc  A.  Mais  ils  n’ont  pas  aperçu  plus  que  lui  le  véritable 
principe  qui  rend  cette  substitution  sans  inconvénient.  Lorsque 
nous  arriverons  tout  à l’heure  aux  applications  numériques , nous 
examinerons  les  limites  de  choix  auxquelles  on  peut  l’étendre. 

Îiô9.  Quand  les  deux  distances  zénithales  réciproques  Z',  Z", 
sont  toutes  deux  observées  au  même  instant  physique , les  rayons 
visuels  qui  les  donnent  sont  tangents  à la  trajectoire  commune 
que  la  disposition  actuelle  de  la  couche  d’air,  intermédiaire  entre 
les  deux  stations , fait  alors  décrire  aux  éléments  lumineux  qui  la 
traversent,  en  allant  de  l’une  à l’autre.  Dans  un  tel  cas,  on  sup- 
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pose  généralement  que  les  deux  réfractions  locales  3',  3"  sont 
égales  entre  clics  et  de  même  signe , ce  qui  les  fait  disparaître  dans  ' 
les  symboles  trigonométriques,  et  ramène  la  différence  de  niveau 
r"  — r'  à contenir,  sous  çes  symboles,  les  senlqs  distances  zéni- 
thales observées,  j’ai  "discuté  la  réalité  de  cette  hypothèse  dans  un 
Mémoire  spécial,  sur  les  réfractions  terrestres,  lu  à" l’Académie 
des.  Sciences  le  19  novembre  i838,  et  inséré  dans  les  Auditions 
h la  Connaissance  des.  Temps  pour  l’année  r84^.  J’ai  prouvé  ÿ lors 
que,  meme  dans  le  cas  d’un  équilibre  régulier,  oit  la  densité  des 
couches  d’air  décroît  également  sur  toutes  les  sécantes  menées  du 
centre  de  la  sphère  que  l’atmosphère  recouvre,  les  réfractions’qui 
affectent  deux  distances  zénithales  .réciproques,  prises  sur  une 
même  trajectoire  lumineuse,  sont  inégalés.  Celle  qui  appartient  à 
la  station  la  plus  basse  est  plus  forte  que  celle  qui  appartient  à la 
station  la  plus  élevée  , et  leur  inégalité  croît  à mesure  que  l’angle 
au  centre  augmente.  Mais,  lorsque  cet  angle  est  borné  aux  ampli  - 
tudes  restreintes  qu’on  lui  donne  dans  les  operations  géodésiques, 
la  différence  des  deux  réfractions  s’affaiblit  au  point  de  pouvoir 
être  négligée,  sans  qu’il  en  résulte  une  erreur  sensible.  Ainsi,  dans 
les  circonstances  météorologiques  sur  lesquelles  j’ai  établi  mes 
calculs,  et  qui  représentaient  l’état  de  l'atmosphère  lors  de  l’as- 
cension de  M.  Gay-Lussac,  l’excès  de  la  réfraction  inférieure  sur 
la  supérieure  s’est  trouvé  être  19", G8  pour  un  angle  au  centre 
de  i03o'.  En  négligeant  cet  excès,  et  supposant  les  deux  réfractions 
égales,  aux  deux  points  de  la  trajectoire  compris  entre  cet  angle  et 
ses  rayons  vecteurs,  la  différence  de  niveau  obtenue  entre  les  deux 
pointsacté  i854“,,oi7  au  lieu  de  i846m)o6o,  qui  était  sa  valeur 
rigoureuse , ce  qui  fait  seulement  une  erreur  de  70*, 957  sur  une 
mesure  totalqsi  grande.  Cette  erreur  décroît  rapidement  à mesure 
que  l’angle  ail  centre  devient  moindre.  Car  en  le  réduisant,  pat- 
exemple,  à 3o',  ce  qui  est  encore  une  amplitude  peu  commune 
dans  les  opérations  géodésiques  , la  différence  des  deux  réfractions 
n’a  plus  été  que  et  11e  pouvait  plus  produire  qu’une  er- 

reur insensible  dans  la  différence  de  niveau  , devenue  aussi  consi- 
dérablement moindre  que  dans  le  cas  précédent. 

2rt0.  Cette  hypothèse  d’égalité  ne  peut  toutefois  être  admise , 
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même  par  approximation,  qu'à  condition  que  la  densité  des  cou- 
ches réfringentes  décroît  suivant  une  meme  loi  sur  toutes  les  sé- 
cantes de  la  sphère,  dans  la  portion  de  l’atmosphère  qui  sépare 
les  stations  considérées.  Heureusement  c'est  là  l'état  habituel-,  et 
ainsi,  l’on  peut  en  compenser  les  petites  yàriations  accidentelles 
en  réitérant  plusieurs  fois  les  observations  à différents  jours,  par 
des  temps  calmes.  Maïs,  en  outre,  il  faut  toujours  que  les  distances 
7-éuitliales  réciproque?,  qû’oij  veut  assembler  par  couples,  aient  été 
observées  aux  mêmes  instants  physiques,  pour  qu’elles  puissent  ap- 
partenir à une  même  trajectoire  lumineuse.  Car,  sans  celte  condi- 
tion, comme  elles  devront  presque  infailliblement  appartenir  à des 
trajectoires  lumineuses  differentes,  on  ne  pourrait  plus  admettre, 
avec  aucune  vraisemblancç,  l’égalité,  même  approximative,  des 
deux  réfractions  extrêmes.  C’est  cependant  ce  qu’ont  fait,  pendant 
longtemps , tous  lesobservateurs,  et  en  particulier  Dclambre,  qui  a 
combiné,  comme  physiquement  réciproques,  des  distances  zénithales 
observées  à des  jours  differents",  entre  les  sommets  consécutifs  du 
réseau  de  triangles  qui  s’étend  des  bords  de  l’Océan,  à Dunkerque, 
jusqu’aux  bords  de  la  Méditerranée,  à Barcelone.  A la  vérité,  le 
défaut  de  simultanéité  s’affaiblit,  quand  on  combine  ainsi  beaucoup 
de  séries  d’observations  réitérées  à chaque  station , pendant  des 
jours  calmes,  à des  époques  de  l’année  peu  différentes  pour  toutes 
deux,  ce  qui  y ramèqe , à peu  près,  l’atmosphère  à un  état  moven 
commun.  Et  c’est  probablement  pour  cela  que  la  différence  totale 
de  niveau  obtenue  ainsi  par  Dclambre , entre  l’Océan  et  la  Médi- 
terranée, à ses  deux  stations  extrêmes,  s’est  trouvée  nulle,  ou  de 
l’ordre  des  erreurs  que  ses  observations  comportaient. 

SH.  Toutefois,  lorsque  les  distances  zénithales  réciproques 
VJ,  Z"  n’ont  pas  é{é  observées  simultanément,  il  serait  beaucoup 
plus  exact  d’évaluer,  pour  chacune  d’elles,  la  réfraction  actuelle 
qui  l’afTecte , laquelle  peut  se  Conclure  des  circonstances  météoro- 
logiques existantes  au  moment  où  on  l’a  mesurée,  comme  je  l’ai 
expliqué  aux  pages  262  et  266  du  tome  1.  Dans  de  tels  cas,  si  la 
stratification  des  couches  d’air  satisfait  aux  conditions  de  sphéri- 
cité, on  peut  très-approxiinativement-admettrc  qu’entre  les  in- 
tervalles restreints  qu’occupent  les  arcs  géodésiques , la  somme 
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&'  -)-  S"  des  deux  réfractions  est  proportionnelle  à l’angle  au  cen- 
tre *».  Le  coefficient  c de  la  proportionnalité,  propre  à chaque  dis- 
tance Z'  ou  Z",  se  déduit  d’observations  barométriques  et  thermo- 
métriques,  faites  à disperses  hauteurs,  au  moment  où  on  la  mesure: 
et  on  le  calcule  en  nombres  par  la  formule  que  j’ai  rapportée  alors 
page  262.  Quand  il  est  connu,  on  suppose,  comme  précédem- 
ment , que  les  réfractions  o',  S”  qui  existaient  au  même  instant , 
aux  deux  extrémités  de  la  trajectoire  lumineuse,  étaient  égales 
entre  elles;  et  prenant  la  moitié  de  leur  somme  ce,  c’est-à-dire 
■j-ce  pour  leur  valeur  individuelle , on  l’applique  à la  distance  zé- 
nithale  observée,  qui  se  change  ainsi  en  distance  vraie.  Mais,  pour 
conclure  de  cet  élément  unique  la  différence  de  niveau  r"  — r' , il 
faut,  dans  l’expression  analytique  de  celle-ci,  modifier  le  facteur 

tangi(Z"-Z'+a"-<n. 

de  manière  à ce  qu’il  ne  contienne  plus  que  la  seule  distance  zé- 
nithale Z'  ou  Z"  que  l’on  a observée.  On  y parvient  en  se  servant  de- 
là relation  générale 

Z'  -+-  Z"  +i'-i-«w=  180°  -+-  v. 


Lorsque  nous  avons  établi  cette  relation  dans  le  tome  I , 
page  254»  nous  avons  remarqué  que  l’égalité  qu’elle  exprime  s’ap- 
plique à tous  les  couples  de  distances  zénithales  apparentes  et  ré- 
ciproques, qui  sont  accompagnées  de  la  réfraction -actuelle  qui  les 
affecte,  soit  qu’on  les  ait  observées  simultanément  ou  non  simul- 
tanément. On  peut  donc  l’appKquer  ici  à la  trajectoire  lumineuse 
qui  existait  au  moment  où  une  seule  des  deux  distances  zéni- 
thales a été  observée , et  en  conclure  l’autre.  Alors , si  l’on  a ob- 
servé , par  exemple , Z',  on  exclura 'Z"-+-<î"  de  dessous  le  signe  tan- 
gente, en  tirant  de  l’équation  précédente 

+ a ) = 9oo  + |e-i(z'-w'),  * 

ce  qui  donnera 


£(Z"—  Z'+  S"—  S')  = 90"+  ie-  i (Z'  + 5')  — j(Z'  4- 
= 90° — (Z'-f-  3< — Y l>), 


et  par  fuite 

% - 
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si , au  contraire,  on  a observé  Z",  on  exclura  Z',  en  prenant 
* 7 (Z'  + <î')  = 900  -t-  7V  — T (Z"  + *")« 
ce  qui  donnera 

i (Z" — Z' -4- 3" — à')—  i {Z"  +«")— 9°n—  7-  +.7  (z"-t-  J") 

- » =— gof-HZ 

et  par  suite  tang  t(Z"  — Z' 4-  3"  — S'  ) =— 

Alors  si  l’on  a trouve,  par  les  circonstances  météorologiques,  le  coef- 
ficient  c de  la  proportionnalité,  égal,  dans  le  premier  cas,  àc' ,dans 
le  second  à r",  on  fera  (T  égal  à i c'a,  ou  3 " égal  à i c"a,  et  l’on  aura 
Parla  seule  distance  zénithale  Z', 


•*»6  «r-  z'+ J"  - i'> =u^tz--»(-^r 

Par  fa  seule  distance  zénithale  Z", 


„„81(Z--Z^  r-r)=-  „,.e[r_,  (, 

J’y  mets  les’ coefficients  de  a sous  cette  forme,  parce  que  les  valeurs 
du  coefficient  c sont  habituellement  peu  différentes  de  0,1 5,  ce 
qui  rend  1 — c'  et  1 — c"  positifs.  Quoique  les  tangentes  se  trou- 
vent maintenant  en  dénominateur,  les  termes  où  elles  se  trouvent 
ne  cesseront  pas  d’être  très-petits,  parce  que,  dans  les  applica- 
tions , Z'  et  Z"  sont  toujours  peu  différentes  de  90°.  Ces  expres- 
sions, substituées  dans  le  développement  de  r"  — r',  lui  laisseront 
donc  encore  sa  rapide  convergence  , et  l’on  aura  : 

Par  la  seule  distance  zénithale  Z', 


-t-C 


(l+jT  ) cos-y«>tang{Z'— -j(i — c')e]  - 
Par  la  seule  distance  zénithale  Z", 

:('4--W 

\ P '«»»7 


r 


i,+ 


y p cos  | étang  [Z' — 7(1  — c'  <• 
C» 

4 p cos^vtang’jZ" — ÿ(  1 — c')» 
etc. 

C 

apcos-jclangJZ" — 7(1 — c r 
C? 


V tang[Z"  7(1  C''M  I + 4p«COs'4toug‘tZ"— t -c’  <■]' 
” etc. 
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Dans  les  applications  habituelles,  le  facteur  qui,  précède  la  paren- 
thèse, sera  fctpffcinent  le'seul,  «îifde  ^expression  générale , soit 
cl e . Vea  rjprmgres ,*  auqi/et  iCfajlle  avojr  égard  { et  l’on  aura  tout 
au'  phis  nesoutde  calculer  fè’ terme  de  l’autreTacteur  qui 'contient 

> «*'  .«  * » i, 

la  première  puissance  da-oa.  C’esJ,ce  que  le  calcul  même  montrera 

pour  chaque  càs.  Mais,  dans  leS  expressions  où  l'on  n’emploie 
qu’utje  seuIe  dîâSnce  zcmtliîde,  l’angle  v entrant  sous  le  signe 
tangéntê  i. cm  peut  erptre  que  son  évaluation  nécessitera  plus  spé*- 
cialement  l’emploi^  dtp  ngjfon  ^oscillateur  exact  p,  que  l’expression 
générale  »i»  cet -angle  entre  seulement  par  le  cosinus  de  la  moitié 
dé  sà  'veleitK.  O’ est  pe  que  nous  apptendront  les  Applications  nu- 
merjffTies  qu/vnQjps  aN^rdpaire.  Les  calculs  qu'elles"  exigent  s*a- 
tiie&anfjén «yidence la  dépendance  mutuelle  des  termes 
dont  senompSent  les  formules  que  nous  venons  de  préparer?  Tel 
esïVoi^dà^n  tités  auxiliaires  que  je  vais  y introduire. 

j'r  c.*s > Çes'<fèqx  diitaflWi*zénithales  réciproques  Z',  Z",  ont  été 
obscAée5%imS5|6i#fffejfrt^  • 

j*  * 

Forme/,ld,*quïmtitè.  àxiliaire.. . ...  * x'  ys- J^)- 


^ cos  é v 


Vousaure*  la  différence  de  niveau  : 


'1 


(.)  y»  * * •• 

.A  . ; : . jl  »V  :*  2p  4P  v X , 

. - s’,  » . . 'v.  : 

si'  c*s  ! Z ' senl  observé.  *e'  le  coefficient  de  proportionnalité  ac- 
tuel, ou  $'  -h S"  — c'r.,*  • , - 

. . * ..  ..  ,0  f.i 


Quantité  auxiliaire. .....  v x'  — 

- ''**,•  y ^ ** 

DifFemnco  de  niveau’: 

r . » -JL  * ■ 

iiU 


co<j-j-ytang|Z'  — j(  i — c')e] 


r — r sx  I t+-  j'(  H Hy-q-J.)- 

V A p / A 2f  4pr,  { l 

' ' ■ ; • ..'.'et  ^ k 

3*  css.:  Z"  Seulobservé.  ,e"  le  cocffieientde  proportionnalité  ac- 

-I,  ou  0 -+•« . =c  r.  « • Y > , 


* ^ 


/ 
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QiiiUitlti1  îliïïlAin  • ■ j j • ^ A ■ — *•  jij  : — r>a }f  • i « -,  * 

' v { <•  •*<  .T  ^ ' . . ço§yi'l9n£(4' — *(t — c 

r " f i 1 • % 


Différence  de  niveau  : 


V F*  « 


_ a , V ».  **  V\  , / V'1  .'\•,3  * '* • ’ 

(3)  r'  = T i -+-  - r'  -i  i-  . + *-•..  b . . 

• . . m.  .à*  * / > **  v« 

La  Tnarchc  à'suivrc  <1nm  fc£  détails .lju  calcul  sera  toujours  la 

jHiriftc.  On  formera  d’abord  pffis  ou  .en  déduira  les  diverses 

. * * x ' •'*  ' *•  • , • ?„  . ~ . 

’ puissances  de—  i le  tout  pactes  Tables  de  logarithme^  à sept  déci- 

2f  , ■ i*  ..  . 

malçs.  Dans  ces  formules , les  éléments  affectés  d’un  seul,  acoent 
appartiminept  f/ivnriab/rnii*if  à la-statjon'S,  * dont  les  opérations 
t a.iôeeédente^soot  ceasees  avoir  fait  rononiiré  Ja  haUlepr  absolue  h' 
au-dessus  <le  la  surface  de  l'ellipsoïde,  p;u‘  eonsdipu'pt  au-dés^Bs 
dé  fa  sphère osciilàtrice  dont  le  rayon  est  p:  <‘t  la  cqrdeC  est  toujours 
prise  dans  cette  sphère  même.  On  va  Voir  tout  à l'heure  que,  danMcs 
applications  pratiques, 'Tin  n’aWra  jenflÂ ‘besoin  ilW  poussé  iVè  va - 

m l*»r  ^ 

luation  de  la  série  au  delà  de  son  premier  torui£r-,  lâ  dates 

«v  M . 

étant  Toujours  insensibles.  Je  nedesai  iudupiés  qne  pour  rappeler 
l'expression  finie  dont  ils  dérivent  par  développetrtent,.  'k  . 

il  dû.  Pour  compléter  l'exposition  de  ^ês  formules  par  nn  exem- 
ple numérique,  je  choisis  nu  systètnfr  «le  données  qui  dépassera 
toutes!  les  limites  d’amplitude  «[lie  les  operations-géddésiqnes  pett- 
^6^  jjréseiUbr.  -Je  l'extrais  draofj  Mémoire  sur  les  frfractiens 
Ityvestres,  annexe  à la  Cé/inaiss^hre  ttrs  Temps  de  1 8q?- , en  y fai- 
sant quehtaes  tpodifications  nécessaires  à noire  but  actuel , comme 
jéi’expliquerai  dans  une.  Note  à, la  suite  de.  là  présente' section.  Les 

e • ■ 'Lk£‘-u ‘ — i- 


dtm^utt^tnAdt  __  ^ ^ ^ 

tion  actuelle , «pii  suppose  les  téfractipns  égales  dans  h-s  distances 

“iRÆ^dhi 


«livulm‘llesA-P.y  lé  njéine  motif,  je  laissqj  aà  res  lofl  {$£«*#  les  frac 
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lions  dfe  piètre  qui  les  complètent,  èf  j’y  joindrai  leurs  logarithmes 
à dix  décimale*.  Cette  rigueur  numérique,  qui  serait  aussi  exagé- 
rée qu’inntile  dans  une  application  réelle,  aura  ici  l'avantage  de 
nous  reproduire  exactement  lés  données  angulaires  sur  lesquelles 

les  calculs  du  Mémoiré* ont  été  fondés.  Qeci  convenu  , voici  les  élé- 

, » . * * * t 

nipnk  rnrrp«tvttunnk  anv  /louv  , ictonoc  » l. ..  1 ...  ~ * 


ments  correspondants  aux  deux  distances  zénithales  apparentes 
pôsccs  observées  simultanément , avec  les  vàleurs'de  ces 


Z',  Z"  suppc 

distances  zénithales  ellcs-mèmcs. 

Longueur  do  l’arc  compris  entre-  les  pieds  dgs  normales  des  deux 
stations,  î ♦ 


A = iét>664m,  io83 , logA  = 5)'a2|^4  20®?9- 

•lu« 


rf).  r-  * 

ur 


Hauteur  absolue  dé  la  statipn  S,  au-dessus  de  la  surface  de  l’el- 
lipsoïde, identifiée  avec  la  surface1  de  la  sphère  rîsculatnce  danajef 

i_  « A 


sensde  i*at;c  A , 

* A =93^00»  » . log  U ^ t*9piA$f,  - , * . 

Longueur  du  rayon  oscillateur  dans  lé  sens  de  l’air  A,***  /v*?- 

t*(f — 6à§6ioom,oo,  hjg'p  = 8,8o38734563.  * "*» 

V » f»-  . »• 

Distances, zénithales  apparentes  observées  simultanément  dans 
les  de^stSg*,  ^ ^ 

29t=^o.°p%*,.  s7Téz  9i0i6'a7",oo. 

- *?ï  ‘ * **  * • * 

• Avec  CCS  données,  je  cherche  d’abord  ^longueur  de  la  corde 

de  l’arc  A par  son  expression  » , t * « 

V *'  ¥*  » ..  ^ f.  / « 

. 1 -, 

et  je  trouve  » ^ 

C ==  ifi6664m,io83  — 4‘5,7S|5^^^665p"',348n , » * ’ 

'j?-.  ♦,  -x  « ■WVè*  * • * 

<-d  où  1 on  dédnit-v  •_  ! ^ V- 

m»  > h)aC,=;5, 22*182  068^2.  ^f*  • 

. japy  * # * e » 

Je  chécèteensnité  l’angle  au  centre  e par  son  exprewion  en  se- 
a 


lu . . 
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Le  ralcnl  s’effectue  comme  il  suit  : 

log  A=5, 22184  20829 
• log  0 =6,80387  34563 

1 ,4*  796  8626Ç 

' ;•  IogRw=5,3i44a  5 1 332. 

»logr"=3, 732.39  37598,  d'où  »"=54oo"=  i°3o'o" 
Conséquemment,  ^ _ ,,  • % V • .l 

A 41’"  =o°45';  logcos-jc— 1 ,9999628'.’  '■' 

Les  deux  distances  Zénithales  apparentes  Z',  Z''„rtànt  supposées 
observées  simultanément,  ce  sera  le  cas  de  la  formule  (-1).  Consi- 
1 dérant  d’abord  le  facteur  extérieur  à la  païen  thèse,  j’ai  pour 
. données  ; .*  t « . • , „ 

A(Z’'eV?)afct»038,i3",95;  ' « ■•'h'ï=  t)8m.  ; 

. > v-, 

Alors  j’achève  le.calcul  roinme  il  suit,  en  restreignant  désormais 
J es  logarithme»  à sçpt  décimale»;  . ^ v 

lJ»  N|ogC=5,aai8a97 
log  tang4(Z"— Z')  = 2.,o46i  767 

log 

* i^S^r  ■ 

Facteur  extérieur. K *=j853»',7464 


* ** 


log  F =3,2.68o5o3 

•/éimMSÂ.  . • ' a4  «at1  HoK 


Voilà  la  partie  principale  de  rv  — r'.  Les  termes  de  la  sérié  qui 
se  combinent  avec  F,  par  multiplication,  çe  calculent  comme  il 
suit.  Je  jne  borne  aux  doux  premiers,  car  on  Va  voir  que  le  se- 
cond est  déjà  inuiHe,  ne  produisant  que.des  confiâmes  de  millimè- 
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trc,  qu'on  est  bien  daigne,  .djit(eiiidrc  jiai^rc  genre "d’obset 

Uonb'  *♦.***  ‘>L 

• • * w ’ ^ 

• ', , lognp  "=7»lo49°34 


3°9i 

%> 


«M  •* 

jt/V» 


* logF  = 3,a68o5o3 


•rf-' 


“^»p).:T8;3,,r28oA 

I og*F  =i-  3 , 2<  >8o5«  3 

3g^t»o7^ 


1,43' 190?  ^043807 

Vjr'\  * /xf\.  3J»»  *W 

r^-îjF^:  -.H  o™,  2698g  ( — ) F=  ô%onoo3  929Ô  ’ • 

negligeab^ 


Somme*  r"-y-t'z 


■i854m,o»6 
i 


\ ■ + * . - 

C 1 * • • 

Diyeau,  évaluée  clans  l'hypothèse  d’é- 
galitc  des  deux:  réfràctiorts  0',’  0".  La  différence  rigoureuse,  c«l - 
culée  avec  leurs  valÿjirs  individuelles , est  i846ra,o£>,  eomuiWni 
peut  le  voir  dans  le  Mémoirt^cito,  page  41-  6a‘  supposition  île 
leur  égalité, ne' produit  donc  ici  qu'une  erreur  do  7*, ^56.  Étant  slî 
faible  ponr  un  sj  graudmrc,  on  cirîu-oit'qu’eUe  dctâctidraÿ  (tfomp- 
tement  négligeable  popr  des  arcs  moindres.  OVsT  en  effet*<cè  que 
le  calcul  confirme;  car  lu  différence  des  deux  réfractions,'1  qui  èlaii 
ici  iy",68,  ne  serait  déjà  plus  q'utTo'  ,658  pour  lin  angle  au  Rentre 
de  3o',  comme  on  le  voit , pagej  <>l  4^  <^11  Mcnnure-cite.  Or, 
ce  Sera  là  déjà  line  amplitude  peu  commune ‘ dans  les  opérations 
géodesiques;  et,  pour  un  nivéllement  que  l’on  voudrait  rendre 
très-exqct , on  pourrait  aisément  procéder  par  des  intervalles 
d’une  amplitude  moindrç..  * . 

U43.  Dans  ce  calcul,  la  station  dont  la  bailleur ^absolue  etail^. 
donnée  se  trouve  cire  l'infcrieuriT.  Supposons,  au  contraire,  que 
cette  hauteur  eut  été^donnée  pour  la^  supérieure  , les  deux  dis- 
tances zénithales  observées  restant  d’ailleurs  lés  inémes  que  précé- 
demment. Cela  intervertira  seulement  le  signe  de  leitj  différence 
Z"  — Z'  qui  deviendra  — 1 4 1 6^7 ",90.  Pour  obtenir  la  nouvelle 
valeur  de  h',  en  conservant  1c  même  système  de  données  phy- 
siques, rit  faudra  ajouter  98'"  à la  différence  relative  exacte 
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1 846"' i°6.*  Cela  donnaraJ^fe  4'  égal  a ^e‘ 

Viendra  négative’,  en  conservant  d'ailleurs  la  même  valeur  absolue 

qug  précédemment.  Mais  la  valeu*,  dé  — , qui  se  combinera  avec 


elle,  iî^iemira  plus  grande  que  tout  à l’heure^  et,  en  concluant 
le  calci^ gu  ffl^quC'JfeJa  {MES  maniène^pbi^oblgniijj, d’abord 
Jefacdffi  •*--J**  f-iF-  ■ 


■ extérieur 

>* 


F, 


on  aura  : 


•*«  -^^3,2887097 

«f-  logp  =6,8o38735 

4H  1 TT  *• 

a . Iw(-)  =4.484836» :r  v 


tx< 


JT 


)og^S,i68o4#P^  • '£*=  U . 

Pn,,566o8 


•»  ffc‘\  » , 

lMr)x,=:,’75*8'798—  S_X 

VP  ' V pi 


=%- 

F = 


ColisrqueiiiAienl 


i854l“>284o  . 

<ètog*' = 3,26$  1^62-“ 

que 

pafcjle  produit 


Le  facteur  F^d^veuu  négatif,  Se  trouve  notablement  plu»  fort 
prccédemme^t^Mais  la  compensation  va  ètrdqpcrée  parole  prot 

I : ) qui  ilevient  in  posilil  à cause  du  signe  négatif  de  ses  (leux 

fa^t^^^fej|j|j|^'d|^ht  Pf^iyîjrfermes  jSj^serie , 

effectue  coq^g-t^ÿa^h^i^,  donti^  "•'A. 

loB 


r 3, 268 1762-1»/ 

V*  *ag>  A»  * 


logF  = 3,2682762 


,,V5  - * 

( — Jp^=-H  o"î;269lf)7^  | = o™,ooôo3  q3o6 


Som.r"rr'=-  i654u,,oi4*  . 

l,a  différence  dtl  niveau  calculée  se  retrouve  donc  la  mêmetjue  pré- 
cétlemtYfent,  à'2  millimètres  près.  Mais. elle  *a  change  de  signe, 
parée  qitc  la  station  dont  la  hlhteur  absolue  était  donnje^se  trou- 
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vail  cire  lapin»  haute  jk^jléu.^ ^Cqltc  petite  éUffüjcucjpale  o',,,pi»2 
tiegt  iota  l'onciir  itc  lhypotfiese  dVgalitc’frcS^ïï-ux  rcfraStioiÂ , 
<|ui  u’a  pas  une  infitieucc  loul  à fait  égalé  quand  ,on  procède  de 
l ime  ou  de  l'nulre  manière.  Cela  n’existe  plus,  quand  on  fait  le 
calcul  sur  la  jrajectoii'd  jgOuFeu^b^  en  appliquant  à chat|ue  dis- 
tante zénithale  observée. la  réfraction  J'  oit 5"  qui  l'affecte;  c’est 
ce  que  j’ai  démontré  .dans  le  Mémoire  cité , page  qy-  lei  la  diffé- 
rence trouvée  h'a  a u cii  ne  importance,  et  je  ne  la  signale  que  pour 
faire  remarquer  que  tout^ approximation , fondée  sur  desprin- 
cipes théoriques  exacts , doit , comme  celle-ci , ne  donner  que  des 
discordances  négligeables , dans  quelque  ordre  qu’on  l’applique  , à 
deux  stations  spécifiées  par  des  cléments  assignes. 

* s f i p.P 

244,  Je  vais  maintenant  examiner  jusqu  à quel  point  ces  déter- 
minations exigent  l’emploi  rigoureux  du  rayon  p,  qui  est  usciila 
leur  à relli|is«ide,  dans  le  sens  de  l’arc  A qui1  joint  les  pieds  îles 
normales  des  deux  stations.  Pour  cela  , je  recommencerai  le  calcul 
avÇc  les  méflios  données , en  attribuant  à ce  rayonne  longueur 
trèj-notablemcnt  différente,  quoique  neanmoins  contenue  entre 
les  limites  générales  des  valeurs  qu’il  peut  prendre  dans  l'ellip- 
soïde considéré.  Je  choisis,  pour  cette  épreuve  , lé  rayon  qui  serait 
oscillateur  au  point  milieu  d’un  ace  terrestre  situé  à la  distance 
polaire  de  /j5°,  et  formant  aussi  un  angle  de  45"  avec  la  direction 
du  méridien  local.  Osera  une  sortcjde  rayon  oscillateur  moyen 
qui,  s’il  peut  suflirc,  nous  dispensera  de  chercher  le  raynu-oscu 
latcur  local , ^L-ins  chaque  cas  Dfnposé.  , ‘ , • ’ 

SUD,  Soient:  p ce  rayon  inconnu;  y,  Pi  les  deux  rayons  respective- 
ment osculatcurs  dans  le  sens  du  méridien,  et  dans  le  sens  trans- 
versal au  point  moyen  de  l’are  considère.  Kn  nommant  « l'azimut 
de  cet  arc , on  aura  généralement , 'd'npcès  ce  qui  4 rtc  dit  pagé.  192, 

■*  „ Vi  1 * , . „ t *.  '*  * 

— dos’i  -!*■'  nn!  1.  , 

Pts. 

. “ • * * v » 

Pour  l'ellipsoïde  terrestre,  les  valenrs  île  y et  de  N,rà  la  distance 

polaire  d,  sont 

rfii — (•’) 


(1  — e’cos  V/)’ 


X = — - * 

(l  — c‘  COS!t/j‘ 


ogle 
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Dans  L'application  que  nous  eu  voulons  faire  a la  distance  polane 
dé  45°,  cos’rf  devient'^,  ce  qui  donne  jg 

£»»' 

» »('r's).  • * rr*  f.  - r 

et  comme  l'azimut  1 =.^5°,  que  nous  attribuons  à l'arc  A,  donne 
aussi, cos’i  = sin:i  = 7,  on  aura,  pour  cet  ensemble  de  con- 
ventions, CT  -, 

p 20  | i — e3  v 3 ♦ J 

• ^ * % 

Je  deyeloppe  en  série  les  deux  parties  du  facteur  qui  est  compris 

dans  les  parenthèses,  et  j’arrête  les  développements  aux  termes 
en  eSsJ’obtiens  ainsi 

* " f "W 

J»  nA  • . . ; ^ ' 

■ 

1 1 — — 1 +iei  + n,i  (, ±c»i»  — , JLj,* 

, ei  — 1 f » K I-  ,,  e 1c  ) -,  1 ,^c  îj 

- ■ V1*  é* 

La  première  puissance  de  e3  disparait  donc  dans  la  somme  de  ces 

deux  quantités  , et , en  les  substituant  dans  l’expression  de  p,  il 

reste  , » ... 

, *>Jl  ■ 

- J I 4 

* -f-rr**—)*- 

P fl 

• . f < • 1'  • 

• . 

Le  rayon  osculateur  , défini  par  les  conventions  précédentes, 

ne  diffère  donc  du  demi-grand  axe  a , que  par  dçs  quantités  de 

l'ordre  e*  qui  sont  extrêmement  petites  dans  l’ellipsoïde  terrestre. 

Ainsi , nous  pourrons  très-bien  le  remplacer  par  ce  demi-grand 

axe  même,  dans  l’épreuve  approximative  que  nous  nous  proposons. 

246.  Nous  avons  trouvé  ci-dèssus  la  valeur  de  a en  toises.  Pour 

l’epiployer  dans  ftotre  calcul  actuel , il  faut  la  convertir  en  mètres. 

Or,  sans  anticiper  sur  ^évaluation  de  l’unité  métrique  que  nous 

•effectuerons  plus  tard  , il  nous  suffit  de  savoir  que  le  rappprt  du 

• , . 1 \ 1 • 443,206  • . 

metrr  legal  il  la  toise  est  De  la  on  tire  : 

• 864  v -» 

1 -,  . 
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Logarithme  du  mètre. légal  en  toises...  . 1og/«  db  f,7  toi  Si 00700 

Mais , eu  exprimant  a en  toises , nous  , * 

avons  trouvé,  page  ,a?i . ......  . log a =6,5147956789 

Nous  aurons  donc,  en  mètres  de  la  loti-  •*■  *-* 

, ■ , r • t . ' « 4 

gueur  légale. ......  « >->.  log  et  =6, 80461  56089 

. / • V ( 

Je  vais  employer  cçtte  valeur  pour  calculer  la  différence  de  niveau 
r.'1  — r'.en  la  substituant  à celle  du  rayon  réellement  oscillateur 

• a * *•  * 

dont  nous  avions  fait  d’abord  usâge.  .4  y %• 

Cherchons  d’abord  l’angle  au  centre  v par  son  expééssiunjl 

S:-’  '*  • * 

• jt  A xi"  " 

• **  — - • 

' 

' . . .*  •;  .■  * ■ ■; 

nous  aurons,  comme  précédemment  : 

V ' • • » 

jlogA  = 5,231842082g  • . 

log  a =±6,80461  56089  • 

• ",  2^417226474°  "*  ‘ % 

log  IV"  = 5,3i4425f°32 

loge"  = 3,781 65aficrf* /,  4 . ■ 

dé  là  on  tire  v7'  = 5 390", 78-=  i°ag'5o',78 ; 

conséquemment  y •>"  = o°44'55r,  3g;  -log  cos-je  = 1 ,9999629. 

/ ; * t ^ . t-  -*  - » 

On  voit  <|ne  ce  calcul  aurait  pu  très-bien  s’effectuer  avec  les  loga- 
rithmes à sept  décimales.  La  valeur  obtenue  ici  pour  v"  est  relati- 
vement trop  faible  de  9",  22*  Mais  cela  ne  produit  qu’une  unité  de 
différence  sur  la  Septième  décimale Jlu  logarithme  de  cos  ~ e.  Je 
calcule  de  même  la  corde  C par  son  expression 

...  . '*  . , * 
p-. 1 ^ « 

* *■  24  fl  - 

■s  T * , ♦ » * j • « 

et  je  trouve  (?=  166664™,  io83 — 4 "*>74  33  = 166659"',  365, 

• ....  - . j 

d'où  * * logü  = 5,2218297227?  ' 


L’erreur  de  l'évaluation*  de  C est  extrêmement  pente , comme  on 
devait  s’v  attendre;  elle  ne  change  pas  d’une  unité  la  sqjitièmc 
décimale  de  son  logarithme.  Il  n’en  pourra  résulter  aucune  diffé- 
rence sensible  dans  la  valent;  de  r"*-  r' . 
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,*  • ji*  * . ' , 

J’achève  II*  Tralcul  avec  c«S  nouveaux  éléments,  finit r l<*  premier 
cas  tfue,  nous  Savons  cohsidérc,  dans  lequel  Jft  hauteur  absolue 
donnée  èst  celle  de- la  station  S,  égale  à 98™.  Car  < etto  valeur  (Te  h' 
est  indépendante  de  là  longueur  que  Ton  attribue  âu  rayon  de  la 
sphère  osculatrice^d’ailleUrs  on  -a  toujours  . 

;•  ' -•.%«*•*  -y  V ' ’* 

i(Z"— bt3£'i 3.", 95.  .«  .*■  ’ 

• * k 

Il  en  resuite  donc  : . «r-  ' . -,  * ’ - . • •+* 


- y . . lo6C  = 5>W8297 

1 iogi»og-i(z"ï-z')  =*^0*46*767 


J 1 


* 3,'4ÜjJoo64 


\ logéds  |e  = 1 ><$999^9  ' 

log  x'  =;  3,Æ8oiï5 

,,,\  ■‘•V  * 

-tng  l — \ — 5,t8GG  1 06 
^ ' * ‘i  ' 1 - . 

,v  *,4^465  4°  . , 


■c’y—  1 853'"',  0174 


AV 


= Ou‘,0285 


• t * 

-I..  " 


. F = i853m,j459 

logF=  3,268o5ot* 

, ■ f •-  p 

La  partie  principale  Je  /■  — c'  se  trouve  ainsi  à peine  diflert'lfte 
de  ce  qu’elle  était  précédemment.  Je  passe  au  calèul  des  termes 
correctifs.  ê'-* 

log  a:'  = 3,268o435  * • 

log  2«  = 7 , i d56456  r _ ' • . 

- t c • “ « ‘ ” . ■ > . 

*,0s(^Y:*4»l&3979  Kl 


i 


=’H, .3*47958 


log  F 3»2f>8o5p2  t logl*  âs  3,268o5o2» 

ni,  43r>448'  5,5t)'.»8.{fio 

x'A„  ».  • « ’ /x'\>  „*r.  / ; v 


F =r  o"!, 26943 


F = o,oooo3<)tC>8 


au  lieu  de 


F = l 853"‘,j*459  ' négligeable. 

r'  — i854"“)Oi53 

r'=  i854?*, O 16  .•  * -f*1 
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L'emploi  du  demi-grand  a xvn  rti  remplacement  du  rayon  oscilla- 
teur dans  le  scns.de  l’arc  iCa  donc  produit'ici  aucune  différence  sen- 
sible dans  l’évaluation  de  la  différence  de  niveau.  Par  conséquent, 
il  en  sera  de  même  dans  toutes  les  applications  habituelles  où  la  lon- 
gueurde  l'arc  A sera  généralement  beaucoup  moindrequcilans  notre 
exemple.  Ainsi,  lorsque  les  distances  zénithales  réciproques  Seront 
en  outre  simultanées,  la  recherche  du  rayon  local  qui  est  spéciale- 
ment oscillateur  dans  le  sens  de  l'arc  A ne  sera  point  necessaire. 
On  pourra  calculer  tous  les -résultats  en  lui  substituant  le  demi- 
grand  axe  de  l’ellipsoïde',  considéré  comme  rayon  oscillateur 
moyen.  Mais  celle  des  deux  hauteurs  absolues  h'  ou  h"  qui  sera 
donnée  devra  être  toujours  (fcimptée  à partir  de  la  surface  même 
de  l'ellipsrfide,  sur  la  normale  vraie  de  chaque  station.  En  outre  , 
ceci  suppose  que  la.  longueur  de  l’arc  terrestre  A est  exactement 
connue. 

247.  Je  vais  jaroccdcr  à des 'épreuves  semblables  pour  le  cas 
où  les  distances  zénithales  Z',  Z"j  quoique  réciproques,  n’ont  pas 
etc  prises  simultanément  ; de  sùtte  qu’il  faut  alors  calculer  la  dif- 
férence de  niveau  par  leurs  valeurs  individuelles,  associées  au 
coefficient  c de  la  proportionnalité  qui  convient  aux  circonstances 
locales  de  chaque  observation.  L’expression  de  ce  coefficient  se 
trouve  dans  mon  Mémoire  sur  les  réfractiàos  terrestres,  page  54. 
et  je  l’ai  reproduite  au  tome  I du  présent  ouvrage,  page  262  (* *). 
Pour  les  conditions  atmosphériques  propres  à la  station  inférieure 
désignée  ici  par  S,,  la  formulé  le  donne  égal  à o, 14^5252,  comme 
je  Pai  rapport!*  à la  page  263  du  lomc  1 , et  comme  on  pourrait  le 
constater  en  mettant  dans  cette  formule  les  éléments  météorolo- 
giques qui  M trouvent  consignés  dans  la  meme  page.  ErtTadmet- 

, 1 

(*)  Jo  profile  de  cette  occasion  pour  signaler  deux  fautes  d'impression  qui 
se  sont  glilsceadans  la  transcription  de  cette  formule,  à la  page  54  du  Mé- 
moire cité.  La  lettré  0 y désigne  la  somme  des  deux  réfractions  locales  qui 
est  proportionnelle  à l'angle  uu  Centre  v , dans  celte  forme  d'approximation  - 
Or,  dans  l'expression  de  ô,  telle  qt/on  l'a  Imprimée,  on  a commis  deux  erreurs, 
heureusement  faciles  à apercevoir.  D'abord , oh  rtii  a donné  le  sjgne  — au 
lieu  du  signe  -4-,  qu'elle  doit  avoiq  évidemment j en  otUre,  dans  nu  des  fac> 
, f . . r.+  r.  , r.-i-r. 

teyrs  de  son  numérateur,  on^i  écrit  - — j au  Itou  gQ  — , qui  est  su  fraie 
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tant,  je  vais  calculer  la  valeur  «le  t"  — par  la  formule  *(b).  i’ef- ■ - 
fectue  «l’abord  cette  opération  avec  le  véritable  rayon  oscillateur  p, 
déjà 'employé  dans  le  premier  exemple}  de  sorte  que  les  autres 
données  c,  v,  /«'  seront  ici  les  mêmes  «jue  nous  les  av'ohs  «mes 
alors;  et  de  plus  il  faudra  y joindre  la  distance  zénithale  appa- 
rente Z'  — 900-.  . * _v-  ' ' 

248.  L'angle  au  centre  v est  encore  égal  à 1 °3o'o“  ; en  Pàsso- 
ciant  à c'  — o,  , nous  en  tirerons  , par  ni ultiplicatîon  , 

a»  f s . 


■j(i  — c')v"  — o"45’o"  — 6'3n',,rn8  = o“3&'22",222; 

. 1 * * 1 

conséquttii nient , — -v- =:  tans  38  ^2  ',  222. 

tanglZ  — |(i— kc>] 


Le  produit -j  ce,  égal  à fi'  37", 778,  représente  ici  la  réfraction  lo- 
cale S'  que  l’on  suppose  devoirèlre  ajoutée  à la distanceapparenle  Z' 
pour  la  transformer  en  distance  zénithale  vraie., La  valeur  exacte  de 
cette  réfraction,  calculée  rigoureusement  d’après  les  données  météo- 
rologiques propres  à la  station  Si,  est  6'55",8p,  comme  on  le  pgut 
voir  à la  page  43  de  mon  Mémoire’,  et  c’est  aussi  ce  que  je  lui  attribue 
dans  le  fume  I du  prêsentYAivrage,  page  258.  L’erreur  de  18  , 1 i,’ 
qui  se  trouve  dans  son  évaluation  actuelle , est  le  résultat  combiné 
«les  «feux  hypothèses  par  lesquelles  on  suppose  ici  les  deux  réfrac- 
tions 3',  S"  égales  entre  elles,  et  leur"1  somme  proportionnelle  à- 
l’atnplitude  de  l’arc  v.  Ces  deux  causes  d’inexactitude  subsisteront 

toujours  dans  le  calcul  des  différences  de  niveau  oii  l’on  ne  pourra 

< a • *• 


“ • • t » 1 . S «»  - 

valeur,  comme  on  le  voit  pof**.»  5i,  oî»  ce  môme  facteur  est  reproduit  sous  une 

autre  forme.  I/eXpre&eion  exacte  de  6 est  doue 

"*  • *. 

(r  i ’i)  p,> 

«=.*.»*£• y«.  ** ,.  * 

L’est  ainsi  qu’elle  a été  employée  «Lins  l’application  numérique  dont  les  élé- 
ments sont  rapportés  a la  page  55  du  même 'Mémoire , et  c’est  do  là  que  j’ai 
déduit  le  coefficient  de  e (jpal  à o,l4"3î  5a , qui  résulte  de  cas  éléments. 

Ces  deux  fautes  n’ont  point  été  transportées  dans  l’impression  du  présent 
ouvrage.  L’expression  analytique  du  coefficient  c,  qu’on  y trouve  à la 
page  -Art  du  tomcl,  est  exacte,  cl  elle  reproduit  identiquement , sons  une 
autre  forme , celle  que  je  donne  ici  du  coefficient  de  e dans  l'expression  de  0. 
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employer  qu’une  seule  distance  zénithale.  Et  l’on  aura,  en  outre, 
3t  craindre  les  erreurs  que  l’on  pourra  coinmetfrr  sur  l’évaluation 
<lu  coefficient  de  proportionnalité  c,  si  on  ne  l’a  pas  calculé  d'après 
les  circonstances  météorologiques  contemporaines  à l'observation 
de  la  distance  apparente , comme  notis  l'avons  fait  ici. 

249.  Partant  donc  de  ces  données,  je  les  introduis  dans  la  for- 

: * t • t J 

nulle  (a)  pour  en  tirer  la  valeur  de  la  différence  de  niveau  r"  -K.r', 
et  je, rapporte  en  détail  le  type  du  calcul,  pour  que  l’on  puisse 
suivre  pas  à pas  l’influence  des  quantités  qui  le  font  différer  de 
celui  que  nous  avons  effectué  d’abord,  daps  le  cas.où  l’on  em- 
ployait les  deux  distances  zénithales  Z', Z".  % 0 ‘ • 

W '*•*’  *.  ML  ’Mt  , 

* • log  0=5,221^297 

Idg  tang(38'22",  222)=  2,04774»  • 


3',  2695698 
logeos  j v = 1 ,9999628 


logx'  = 3,2696070 
tf  c=^)8"’  log  = 5, 1 87  3527 


0 <* 

^ « 

• 1 

0 

• • •'  • 

’ ■ • 

• 4 

V 

•s  : * 

y= 

i86om,4o.3' 

* * 


a, 


H»  • <4 

r t , • . 

Termes  correctifs  : 
log  jc*  =?  3,-1696070 
log2p  = 7,jo4<)o34.’ 


4569597  Om,0286 

• , * \ P / " 

...  JT.  . F =1 860-43 16 
(i  I li»gF  =3,2.696137 

1 . » t va 


T* 

% 


l^-?’^î°36  * |og(^=8»3294o88'; 

log  F = 3,26961 3^  *'  V ‘‘V..  logF^  3,26961 37 

• • ^ -fm  ■ • fr  v*  ■ x 

t ,4343 173  W"*  • 5,59902.25 

F=  0“, 27 184  4 V ) F = om, 000039721 

P = 1 86o,n,43 1<^  . négligeable. 


^='  1 860 ,n, 7034 

Evaluation  ffBécédentc . . 1 854"‘,ol6. 
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La  différence  de  niveau  trouvée  ici,  est  donc  plus  forte  que  celle 

que  nous  avions^ obtenue  par  l'emploi  des  deux,  distances  simulta- 
nées et  réciproques.  Elle  s'écarte  aussi  davantage  de  la  -différence 
reelle  i846I,,otj.  C’est  une  conséquence  inévitable  des  deux  hypo- 
thèses approximatives  qui  entjrenl  ilÿns  cèttc  nouvelle  évaluation’; 
et , tant  par  cettt  cause  que  par  les  erreurs  quéTon  commettrai 
sur  la  valeur  du  coefficient  r si  on  ne  Té  déterminait  pas  d’après 
des  observations  météorologiques,  les  différences  de  hauteurs 
ainsi  calculées  ne  devront  pas  être  employées  pour.un  nivellement 
géodesique  tjue  l'on  voudrait  rendre  exact , à moins  que  les  ani- 
plitudes  des  arcs,A  ne  fussent  beaucoup  moindres  que  nous  ne 
l’avons  supposé  daq^  cet  exemple  (*)  ».  ' 

Je  vnis  maintenant  recommencer  le  même  calcul  en  em- 


• * «a 

(*•)  Il  doitVélre  glisse  une  erreur  numérique  dans  dévaluation  der  r' 
par  la  méthode  précédeulo>  que  j’ai  rappoitée  dans  mon  Mémoire  sur  le&  ré- 
fractions terrestres,  page  56;  car  elle  y eçt  présentée  inexactement  commet 
étant  égale  à a.86'ifat35 1 - La  remarque  n’est  pas  sans  importance.  En  eflet. 
dans  cette  môme^a^e  du  Mémoire,  la  valeur  de  rw— déduite  de  l’obser- 
vation faite  h la  station  supérieure  avec  remploi  du  coeflicienl  r*  prppre  à 
celto'station , a éüé  trouvée  égale  If  i847m,3,i9'  Or,  si  on  l’associe,  par  une 
moyenne,  avec  dévaluation  exactement  calculée  que  nous  venons  d'obtenir, 
on  aura  les  résultats  suivants • 
' v.  * * , 

Valeur  de  r*  — r',  obtenue  pot  ln^ilsthnee  zénithale  inferieure  Z'  m 

combinée  avec  son  coefiicieni^ .«t  .j  . . .'.•1860,703 

Valeur  de  r" — r'.  obtenue  par  la  distance  zénithale «upérienre  Z"  * 

combinée  avec  son  coe  ffi  oient  c*.A. . . *847»3o9 

^ ' • ••  < . ’ 

^ * Somme  .....  8708,03». 

Moyenne arithmétique  entre  les  deux  résultats.  v.  i854,oi6 
r « * .**••.«  % 

Cette  moyenne  est  identique  avec  le’  va^euc  que  nbus  avens  trouvée  part 
l'emploi  des  deux  distances  zériilhales  simultanées.  Ainsi,  lorsqu'on  aura 
dès  distances  zénithales  réciproques  , mais  non  6imullaneest.si  Ijn  déter- 
mine théoriquement , d'après  le.  circonstances  météorologiques,  le.  coeiïi- 
eienta  de  proportionnalité  c",  qui  çonviéiinenl  à chacune  d'elle»,  ce  que 
l’on  peut  faire  par  la  formule  rapportée  tome  I , page  atra , la  moyenne  des 
résultats  ainsi  obtenue  sera  la  mémq  que  si  le»  distances  eussent  ôté  obser- 
vées simultanément  ; cl  le  résultat  ne  sera  en  défaut  que  par  la  petite  erreur 
provenant  de  l’égalité  supposée  des  deux  réfractions , aux  deux  limites  d'une 
même  trajectoire  lumineuse  ' * 
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ployant  le  demi-grand  axe  a de  l'ellipsoïde , au  lieu  du  rayon  oscil- 
lateur vrai  p, comme  je  l’ai  fait  dans  le  premier  exemple  sur  les  dis- 
tances réciproques,  afin  d’apprécky  l’erreur  qui  pourra  résulter 
ici  de  cette  stibstiguion.  . . , . **  *.%  ' 

Il  en  résultera  d'abord  quelques  différences  dans  les  valeurs  de 
la  .corde  Cet  de  l’angle  au  rentre  e qui  se  déduisent  de  l’arc  donné  A. 
Pions  les  avons  déjà  calculées  dans  Lepage-  -J  1 3;  Mais  ici  „la  nou- 
velle.évaluation  de  Partie  e ac(|uena  plusd’influence  par  sa  pré- 
sence dans  le  produit  (1  — ç')t>.  Nous  avons  trouvé  pour  ce  cas 
v"  égal  à i°29'5o",78  <Su  53î)o*',78.  Én  combinant  cette  valeur 
avec  celle  du  Coefficient  </  qui  est  o,  14^3252  pour  la  station  S, 
que  nous  considérons  , on  trouve  é ' 

• . . , 
i ( 1 — c'  ) V"  = O-  44'  59",  39  — 6'  37", 099  = 0°  38'  1 8'  ,29 1 , 


donc 

.»  «, 


tang  TJ  r-  j ( 1’ — c')i 


= tjing  38^18", 291 


L'arc  qui  entre  ici  sous  Iç  signe  tangente,  est  moindre  de  4"  que 
dans  le  cas  precedent.  Il  se  rapproche  davantage  de  la  valeur  que 
lui  assignent- les  dèux.  distances  "zénithales  simnltaiiées.  La  diffé- 
rence de- niveau  r"-r-r'e n deviendra  donc  un  peu  plus  faible,  et 
moins  différente  dé  celles  que  ces  distances  avaient  données  par 
leur  association. Avec  ces  données  el  le$  résultats  déjà  obtenus 

page  3t3,  en  prenant  « pour  rayon  oscillateur,  Je  calcul-  s'achève 

« * #«,'w  %•*  . • pi* 

comme  il  suit  t * . 

--  - v * • /*  ■ ***.,  « 

dogtang(3&'>8;, 291)=  2,0469979  ^ o >• 


3,2688?  76 
logeos^e  = à, 99996  29 


hji-  • . r ■ r~-  - ta*  » 

>♦*.  log x’  zjç  3*?.6886 47  •r'=i8571*>2256 


f 

v 


.^^547  52  1 

loc  F = 3î2688t  1 4 


“J 
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Ternies  çorrcrtifs  : 
log  y 


3,268864^ 

log  aa  = 7 , 1 o564  56 

: * • ■ ■ t i — 

•<?g  =4,i6S2i91 

log  F = 3,26867  i4 

J 

1,4320905 


log  (£)  ’ =•  8,3264582 
logF=  3,26887  14 
* ' 5,5g532  g6 

(^)^=  on,>27°5 5-  F =ro,oooo3g385 

F=r  i857u,,a54« 


négligeable. 


r"  pf  . 


i857in,5247 


au  lieu  de i86om,7o34  trouvés  avec  l'emploi  du  rayon 

oscillateur  dans  le  sens  de  l’arc. 

La  différence  de  cc4  deux  évaluations  est  seulement  de  3m,  1 79. 
Elle  est  donc  déjà  très- faible  en  elle-même.  Mais  elle  le  paraîtra 
bien  plusjencore  si  on  la  compare'  a^x  .amplitudes  d’erreurs  que 
les  déterminations  obtenues  par  une  seule  distance  zénithale  com- 
portent toujours,  à causse  de  l’incertitude  attachée  à l’emploi  du 
coefficient  c1 , que  les  observateurs  , jusqu’à  présent  du  moins , ne 
prennent  pas  lapéine  dé  calculer  d'après  les  éléments  météorolo-  ■ 
giques,  Se  contentant  d’en  adopter  une  évaluation  moyenne  qui 
doit  être,  inexacte  dans  la  multitude  des  cas  particuliers.  Parce 

^ . . > • ‘ » % V --  , J*  * fi 

motif,  joint  aux  incertitudes  propres  delà  méthode  en  eUe-mérqe, 
jecrois  être  autorise  à conclure  que,  tfans  cette  application , comme 
dans  celle  oîi  l’on  emploie  les  distances  zénithales  simultanées , il 

* " f V J.  . I 1 • 

est  parfaitement  inutile  dè  foire  vaçier  les  longueurs  des  rayons 
osculateurs  que  l’on  applique  aux  arcs  donnés  A.  Car  les  diffé- 
rences de  niveau  obtenues  auront  toute  l'exactitude  k laquelle  on 
peut  prétendre  si  011  les  cal  cille  avecle  rayon  oscillateur  moyen,  et 
constant,  qui  est  représenté  par  lé  demi-grand  axe  de  l’ellipsoïde 
sur  lequel  le,  nivellement  est  opéré.  D’ailleurs,  ceci  suppose  tou- 
jours que  la  longueur  de  l’arc  A çst  donnée  rxacfement,  et  que  le 
rayon  a lui  esLseulement  appliqué  pour^ajèülérfe  frès-pcdt  terme 
correctif  qui  sert  à en  déduire  la  corde  C.  Qn.1nt  a la  valeur  de 
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l'angle  ad  centre  r,  qui  se  calcule  aussi  avec  le  rayon  «d'après  lî 
lougueur  donnée  de  l’arc , il’-est  essentiel  de  remarquer  quelle  est  * 
seulement  suffisante  pour  l’usage  qu’on  en  veut  faire  ici.  Mais,  * 
pour  toute  autre  application  où  l’on  aurait  besoin  de  connaître 
exactement  cet  angle  au  centre,  il  faudrait  le  calculer  avec  La  va- 
leur spéciale  du  rayon  p,  qui  est  oscillateur  dans  le  sens  de  l’arc , 
comme  nous  avons  d'abord  supposé,  que  nous  le  faisions  dans  la 
page  307.  „ .*■ 1 ,V|»r  1 i» 

2ol . Dans  les  opérations  géodésiques , on  observe  la  dépression 
de  l'horizon  de  la  mer,  à toutes  les  stations  d’où  on  le  découvre, 
et  l’on  en  tire  une  évaluation  de  la  hauteur  absolue.  J’ai  exposé  ce“* 
procédé  avec  détail  dans  le  tome  I de  cet  ouvrage,  § 1 40,  page  27 1 , et 
daus  mon  Mémoire  sur  les  réfractions  terrestres,  section  VI,  page  joT  ^ 
Je  n’ai  rien  à ajouter  à ce  que  j’ai  dit  alors.  Je  rappellerai  seulement 
que,  daus  ce  cas,  l’angle  au  ccritrec  étant  inconnu,  il  faut  y suppléer» 
par  l’emploi  des  circonstances  météorologiques,  que  l’on  ne  peut 
malheureusement  déterminer  par  l’expérience  que  dans  le  lieu 
même  où  l’on  observe,  puisque  le  point  de  tangence  sur  la  surface 
de  la  mer  est  inconnu.  Or,  c’est  là  surtout  que  les  conditions  Su  dé- 
croissement des  densités  sont  le  plus  variables,  par  les  diverses 
causes  que  j’ai  expliquées,  dont  la  principale  eonsisufïlans  la  dif- 
férence qui  existe  presque  toujours  entre  la  température  de  la  sur- 
face des  eaux  et  celle  de  la  couche  d’air  qui  la  recouvre. Ce  procédé 
de  détermination  est  donc  très-peu  sur.  Mais  on  en  pournut  faire 
un  usage  très-utile  pour  la  physique  de  l’atuiusphère  en  renversant  * 
le  problème.  Car,  dans  des  cas  pareils,  la  hauteur  absolue  de  lasta- 
tion  étant  toujours  déterminable  directement,  soit  par  un  nivelle- 
ment conduit  jusqu’au  bord  de  la  mer,  soit  par  des  observ  ations  ' 
barométriques  simultanées , faites  à là  statiou  et  sur  le  rivage,  la  “ 
comparaison  qu’on  en  pourrait  faire  avec  le  résultat  conclu  des  dé* 
pressions  de  l’ horizon  apparent,  décèlerait  le!>  inflexions  qup  la  tra- 
jectoire lumineuse  subit  entre  l’horizon  et  le  point  de  tangence,  ce  ^ 
qui  pourrait  conduire -ù  des  résultats  très-important;;. 

2i»2..En  théorie,  la  connaissance  du  décroissement  oies  defî-  f 
sites,  sur  les  verticales  terminées  à une  mémo  trajèctoirelmnim-usej* 


w 

* 


J 


m * 

f 

1 * * 


* 

* 


J 


k i 


•/  ' ASTROBO»:  I*  . 

étaut., combinée  avec  les  distances  zénithales  réciproque*  qu’on  y 
» bbseneiaitjlrnulramrneiit,  suffirait  pour  calculer  la  ililfcrcnce  de 
% niyeau  comprise  jrtttre  ce^sleux  points,  indépendamment  de  l’an- 
ale •Ruÿpentre  r,  ou  «le  l 'arc  terrestre  A , qui  séparé  les  pieds  de  ces 
j,  verticale^  Mais.,  comme  ..je  fai  fait  remarquer  tome  I,  paye  270, 
ide  «l'évaluation  emploie  réellement,  pour  base,  la  longueur 
du  rayon,  terrestre,  inepe  du  centre  de  la  sphère  osçulatrice 
,1  • à celle  des  MalLoM  <l*)o't  ou  connaît  la  hauteur  absolue  au-dessus  de 

, ^ cette  sphère , "et  largrandeiif  Je  cet  élément  rend  le  résultat  obtenu 

f fort  inîertainîC'es*qn-écîSémentfcc  qni  arrive  lorsque  l’on  conclut 

* les  hauteurs  d’après  la  mèsujé  des  dépressions  de  l’horizon  de  la 

* tner,J^a  formule  qu’ofi  èrhploio  alors  eslpréciséinent  celle  qui  s’ap- 
plique au  ris  général  où  les  deux  distances  zénithales  réciproques 
seraient  observées  simultanément.  Mais  s’il  faut  liien  se  résoudre 

$F  aidés  h cette  incertitude  inévitable,  il, est  essentiel  de  l’éviter  dans 
tous  les  cas  où  cela  est  posfclè , .eiyjjli  oduisant,  comme  élément 
déterffiinatif,  la  c6rde  de  l'arc  terrestre  compris  entre  les  deux 
stations,  é'  \r- • » • ‘4  ' à ■ 

283.  D.ins(nne  cqinmnnication  que. j’adressai  à l'Académie  des 
SqjeAçes  le  t8  juin  i83ft,  sur  l’applicatiou  «les  circonstances 
v j^téorologÿiurs^à  ,Ja  niestir«'  des  différences  de  iiiAteau  par  les 
distances  zénithales  réciproques  et  simultanées , je  n’avais  pas  suf- 
.’  fisamment  insiste  sufoeUe  distinction,  et  je  m’étais  beaucoup  trop 
exagéré  les  avantages  delà-formule  purement  théorique.  Celte  inad- 
3 vertam  e donna  lieu  , de  Ta  part  de  feu  Puissant , à 'dès  remarques 
critiques,'  fort  justes  ch'ce  point  , huais  qui  cessaient  de  l’être  en 
ce  «jfi’»|  niait  l’exactitude  mathématique  de  la  formule  théorique 

* cfîc-méuiÇ.  Après  avoir  rcrtïnmi,  copuw  je  le  devais,  ce  qu’il 
y ava|T  de  fondé  dans  la  première  partie  de  son  opinion,  je 
coinl’JRtV  la  seconde , et  il  s'ensuivit  une  discussion  dans  laquelle 

4 ■ ’ fous  les  poîùts  .le  la  théorie  do*  refractions  terrestres  furent  suc- 
cessivement controverses.  Les  détails  en  «ont  consignés  dans  les 
**  romes  VI  etVII  des  Comptes  tendus  des  séances  de  l'Académie  des 
SticnceSj! iii’i  les  personnes  qni  voudraient  apprjifondir  ce  |>oint  de 
physique  inath«'matique  pourront  les  retrouver  d’après  les  indira- 
’ ^ions  que  jè  donne  ici  en  note.  Je  ne  mentionne  ces  débats'  rpi’à 
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cause  tles  éclaircissements  qu  ils  pourront  ofli;ir  sur  les  questions 
que  je  viens  de  traiter  f*)!  . *»  « *'  '..'if 

Dans  sa  communication  insérée  an  tome  VII,  page  289,  et  qnfe 
j’ai  marquée  d’une  astérisque,  Piïissautâvail  rapfttrté  un^xdruplç 
cîd  distances  énitjtak^  réciproques  et.  simultanés,  accompagné 
* d’observations  barométriqivcsyf  tbérmométriques,  qu’Ùprésentâit 
comme  un  document  certain , extraît  clés  registres  du  Dépôt  de  la 
Guerre , et  parfaitement  propre  à éprouver  la  formule  théorique 
que  j’avais  proposée.  Les  circonstances  urfi’orologiqties  rappor- 
tées dans  ce  document  etaieut  toutefois  bien  peu  favorables, 
puisque  la  tenipératurc  s'v  mpntrait  croissante  de  bas  <n  haut, 
conlrairementù  l’etat  habituel  de  l’atmosphère.  Je  crus  cependant, 
pour  cela  même , devftir  discuter  cos  observations  avec  un  soin 
spécial,  pour  voir  les  conséquences  auxquelles  elles  puniraient 
conduire,  ce  que  jerfis  dans  mon  Mémoire  sur  les  réfractions  ter- 
restres, pages  tid  et  suivantes.  J’arrivai  ainsi  à reconnaître  que 
pour  obtenir,  par  les  deux  distancer  zénitluies , des  résultats  indi- 

*•  " J*  ^ J • JC  " «LL  *•  > 0 

vtduels  qui  s'accordassent  entre  eux , il  fallait  combiner  les  autres 
données  qu’on  leur  associait  dans  le  calcul , de  manière  A éliminer 
les  ternies  oit  les  erreurs'- de  quelques-unes  d’entre  elles  au- 
raient eu  le  plus  d’influence  ; et  je  tirai  de  là  mie  conclusion  que 
j’exprimai  dans  f‘s  tonnes  suivants,  page  7 3 : 1 .. 

— * 'r  ■ - ; ■ v ^ — h/aL, 

•(*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 

»"  semestre  île  »838,  torçe  VI,  paye  8,3,  lîîot,  ir«cmjmunicat?on.*  . 
1,1.  2*  «omettre  de  if>39,  tome  Ml , page  à,  PnUimut,'  1 r«*  mmarq.*'. 

I . R:..»  ' - * • 
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Id..  i*- aeme»lred^rS3g,  tonie  VIH,  |tRe  r ,t  BU. 

Id.  ,.  Puissant. 


pï,  Riot. 

129,  Puissant. 
u53,  Biot. 

*289,  Puissant. 

47»,  Paissant.  ! 

543.  Biol. - 

8j8,  Riot.  •. 

992,  Piiis«i,i,FJ  __  . 
►io38,. Bftt. 
lo+i,  Puissant, 
u3a,  Puissant. 
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■<  CetU;  coneoylance , obtenue  par  le  rejet  des  observations^an- 
■.  gulaires  j dans  le  terme  où  leurs  erreurs  peuvent  exercer  le 
.r  plus  d’influent# , me  semble  rendre  très-vraisemblable  qu'il  y 
••  a f*u  jjn  effet  une'eiteur  commise  , soit  en  les  faisant , soit  en  les 
• réduisant  à'tjes  mires  correspondantes , soij,  onljn  en  les  trapV- 
» ‘ crivant  ; «t  que  fc’eat  à cette  çaftsè  s bien  plus  qu’au  défaut  de  • 
sphéricité  possible  des  coifelics  aériennes,  qu’il  faut  attribuer 
>■  la  grande  eV inadmissible  différence  donnée  par  i»  relation  thoo- 
» nique  quqniîon  y ftitrorluit  cA  observatiftns,  en  laissant  à léurs 
» erreurs  tonte  l’influence  qu’elles  ^peuvent  exercer.  >* 

Or  cette.cônséqfrèhce , que  j’avais  fin  sortir  de  la  théorie  j reçut 
plus  tard  ’une  confirmation  manifeste.  Car,  4ans..-,m  appendice 
sur  les  ôïscfv;{lions  barométriques , inséré. au  tome  11  delà  Des- 
cription géométrique  de  ta  Fraficc,  P^lissAntdeclafa,  page  <659,  * 

Qu'en  'cohipulsant'de.  nouveau,  et  avec  moins  nie  précipitation,  les 
minutes  originales  où  les  observations  durit  il  s'agit  éthient  consi- 
gnées, il  s est  assuré  que  la  mire  d'qne  des  stations  se  trouvait  au- 
dessous  du  centre  du  cercle  avec  lequel  on  y .mesurait  la  distance 
/.cnil baie,  et  non  pas  au-dessus,  comme  il  l’aVàit  imprimé  dans 
"l’pnoncé  des  données  inséré  -eux  Codlptes  rendus  de  l’Académie. 

Cette  rectification , quant  au  sens  de  son  application  et  à la  nature  * 
de  l’erreur  qui  l’avait  nécessitée,  s’accordait  donc  complètement 
avec  cerjûe  j’avaij  préVu  et  indiqué  aux  pages  GG  et  7 3 de  mon 
Mémoire.  C’éSt  ce  que/  jç  fis  remarquer  dans  une  note  insérée 
parmi  Iqs'  Acfditiorts  à la  Connaissance  des  Temps  de  t843, 
page  67*. 'Je  rappelle  là  succession  de  ces  circonstances,  pour 
liiontrer  la  solidité  de  la  théorie  que  j’ai  exposée  ici.  Car  les  théo- 
ries mathématiques  prouvent  leur  vérité  et  leur  force,  en  décou-, 
vrant  et  prédisant  des  erreurs  d’observation , tout  aussi  bien  qu’en  , 
manifestant  des  vérités  nouvelles,  quoique  leur  succès  soit  alors, 
moins  fructueux. 

Jjiis t ification êtes  éléments  atmosphériques  rapportés  § 242, 

• sur  lesquels  est  établi  le  calcul  ries,  différences  de  niveau 
propos#  comme  .exemple' dans  la  section  précédente. 

« .l'ai  dit  que  ces  élémentj;  sont  'tirés  de  mon  Mo  m frire  sur  les 
réfractions  terrestres,  annexé  S la  CAnnaissanrSclcs  Temps  de  V 842.  • 

v r fAltT  - ■ ■ • * 
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Mivsioï  k.  ' Je.  tter>  , 

I.a  manière  dont  ils  en  oni  etc  déduits  ne  serras  inutile  à Expli- 
quer pour  montrer  aux  personnes  qui  voudraient  approfondit'’ cette 
tljéprie,  Avec  quelle  fidélité  toutes  ses  parties, se  correspondent. 

Dans  ce  Mémoire  , j’avais  pris" pour  base  les  observations  simul- 
tanées du  baromètre , du  thermomètre  et  de  liiygromèfre , faites 
parti.  Gay-Lussac  aux  diverses  hauteurs  où  il.s’était  progressive- 
ment élevé  hors  de  sa  mémorable  ascension.  Je  les  avais  discutées 
dans  un  premier  Mémoire  annexé  à la  Connaissance  des  Temps  de 
1841  • En  combinant  ces  données  avec  lés  conditions  d’équilibre 
des  couches  atmosphériques,  j’en  avais  déduit  une  constitution 
d’atinosphère  qui , partant  du  sol  dci’Obserratctfre  de  Paris,  S’éle- 
vait à toutes  les  hauteurs  parcourues,  eu  reproduisant  partout  les 
rapports  observés  entre  lés  températures  , les  densités  et  les  pres- 
sions. Dans  les  couches  les  moins  distantes  de  la‘surface*terrestre, 
la  relation  qui  unissait  cés  deux  derniers  éléments  était  une  para- 
bole; du  second  degré  très- peu  courbe,  dont  les  pressions  étaient  les 
abscisses;  et,  pour  les  stations  les  plus  hautes , cette  parabole  ih'gé- 


nérait  en  une  simple  ligne  droite.’  "flans  ce  même  Mémoire  , en 


appliquant  des  considérations  analogues  aux  observations  météo- 
rologiques faites  par  M.  de  Humboldt  sur  les  lianes  et  jusqu’à 
la  cime  du  Chimboraço,  je  prouvai  qu’elles  établissaient  ajis&i 
une  relatidn  rectiligne  finale  entre  les  densités  èt  les  pression^. 
J’arrivai  encore  au  meme  résultat  en  discutant  de  la  même  ma- 
nière trois  séries  distinctes  d’observatiorts  analogues  par 

M.  Boussingault  sur  les  hantes  cimes  des  Andes,  Ce  que  jc'fis.days 
un  Mémoire  inséré  au  tome  XVII  des  Mémoires  de.  l ‘AcqtltjnÇ- 
des  Sciences,  page  7G8.  Ainsi,  cette  loi  finale  parait  'gtnérâlcjqpiM 
exister  dans  toutes  les  couches  élevées  de  l’atmosÿjhro  <Jù  l’on 
peut  porter  des  instruments,  en  quelque  Meii  qu’bn  fes’étudi#. 
Une  de  ses  conséquences , c’est  que  lc-décrtusseiucnt  de  la  „ tem- 
pe rat  uYe  va- toujours  eu  s’accé  lérant  datis  les  cotiehÂ  aeriennes 
dont  il  s’agit*, 'à  inesii're  qu’elles  deviennent  plus  hautes  ;,^;t, 
toutes  les  observations  S'.iècQich'nf,  en  eflot,  pour  établir  l’qxis'- 
teuCe  d'une  telle  accélération  , d'autant  plus  manifeste  qui  l’on 
se  soustrait  davantage  ?ux  perturbations  qü’y  produit  1 et  rayon 
nemïfit  du  «ol  dans  les  eotrehes inférieures.  C’est  aussi  cd  que  l’on 
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conclut  Jes  considérations  théoriqncs  sur  la  communication  et  la 

transmission  delà  chaleur  dans  une  atmosphère  gnzeuse  , comme  je 


l’ai  fait  voir  dans  le  Mémoire  cité, 


. Orj  cette  éxtehsiéfh 


théojfiiïjtft'  de  l'accélération  étant  «ainsi  ct^blie^  si  on  l'associe  au 
, progrès  du  détSfôisjémcnt  réellement  observ  é Mans  les  couches  su- 
périeures Où  1,'on  à pu  porter  des  instruments,  on  en  conclut,  avec 
ungTigueur  mathématique , que  la  limite  extrême  de  hauteur  de 
ratmqsphère  terrestre  ne  peut  pas  excéder  47000  mètres.  Car;  pour 
qti'ilJjpn-rûÇ  autrement,  il  faudrait  que,  dans  les  couches  supé- 
t •rièqt'cs  à celles  que  l'on  a pu  atteindre , le  décroissement  des  tem- 
. pératures  devint^  à de  certaines  hauteurs,  plus  lent  que  dans 
c^les-ci  ; disposition  qui  serait  contraire  aux  considérations  phy- 
siques gt  mécaniques,  surtout  pour  lés  couches  équatoriales.  C’est 
c%  cjuT1  jfcdémonflic  dans  Je  travqiil  que  je  viens  de  rappeler. 

La^onstitution  atmosphérique  existante  lors  de  l’àscension  ,dc 
M-.  Gay-Lussac étant  ainsi  connue  avec  «es  particularités  réelles, 
je  l^emplovai^comme  type,  <lajis~mon  Mefnoire  de  184^,  pour  dé- 
terminer (es*  valeurs  exactes  «1rs  réfracrions'qui  devaient  s’y  pro- 
diiire  entre  des  signaux  terrestres  séparés  par  des  angles  au  rentre 
connus;  et  jciondai  sur  cet  exemple  l’établissement  des  méthodes, 
tant  rigoureuses  qu’approximatives,  au  moyen  (lesquelles  on  petit 
«al ente  généralement  les  différences  de  niveau  d’après  les  distances 

• /.çnitludes  apparentes  réciproques,  on  jion  réciproques,  observées 
simultanément  ou  non  simultanément.  Ce  sont  les  mêmes  que  j’ai 

♦ appliquées  ici  dans  la  section  VI , avec  Ohe  légère  modification  de 
données  nécessaire  pour  présenter  leur  emploi  sous  une  forme  gé- 

* *yé^fe;  môdiÇcatimt  qu’il  me  reste  à expliquer. 

, . Dftjp  ce  Mémoire , je  considérais  une  trajectoire  luntincuse  qqi , 

partant  dh*sol  ^■■fut^de l’Observatoire,  suivant  une  direction  ho- 
' rizontale , se  prolongeait  dans  l'atmosphère,  tpi  M.  Gay-Lussac 
ÜvjitparcBuriie.  Lé  rayon  oscillateur-terrestre,  à co-ptiint  de  dt- 
. f jiart  Mm  était  suppose  avoir  pour  lengnfcrtr  Gâééi  fi&,D  .‘Je  le  desi-. 
gn^i  "par  </.».rvec  ces  données  ,'jefcajcithu  rigoureusement  la  I011- 
guèur  du  rayon  vertèur  r de  cette  trajc’ctoire'pour  un  antie,— 
j’  1..  ,i:rr......nVA  ,l«.,;èunn  r «.-ni 


centre^e  i°3b',  d’oêtje  com-ius'Ja  ^ifRireace.deiii 
ces  deux  points  estrèrocS  M,'  M,  égale  h ièqf>m', 


uVeRUjf-rfl  entre 
060!  MeVJdrulai 
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aussi  les  distances  zénithales  vraies  et  apparentes  des  deux  mêmes 
points,  vus  réciproquement  l’uu-  de  l’autre,  jrcqui  nie  donna  les 
deux  réfractions  locales  qui  s’y  produisaiént.vCes  résultats  sont 
rassembles  dans  un  tableau  place  à la  page  43  de  mon  Mémoire. 
J’effectuai  aussi  des  calculs  pareils  pour  un  angle  au  centre  seule- 
ment de  o°3o' , et  j’en  rassemblai  les  résultats  dan*  nn  second 
tableau  placé  à la  page  45.  Pour  "ce  deuxième  cas,  la  différente  de 
niveau  exacte  r — a fut  trouvée  seulement  de  ao4m»3i  3. 

Ce  sont  ces  mêmes  résultats  que  j’ai  employés  comme  éléments 
d’observation  fictifs  .dans  la  section  précédente.  Mais  l'application 
en  aurait  paru  trop  particulière  pour  le  but  que  je  me  proposas  si 
j’avais  présenté  ici  la  première  station  S,  comme  située  au  ui- 
veau  même  du  sol.  C’est  pourquoi , ôtant  g8,n  du  rayoti,  a , qui 
était  6366 ig8m,  je  sifyposai  cette~p reinicre  station  située  à la'bau- 
teur  /j'=g8,n,  au-dessus  d’un  sphéroïde  dont» le  rayon  oscillateur 


local  était- seulement  63($>ioom.  Puis  j’attribuai  à Parc  terrestre  A 
la  valeur  calculée^! 66664"*,  io83  qu’il  devait  avoir,  pour  un  angle 
au  centre  de  t°3ô',  dans  un -cercle  décri  ta  vec  ce  rayon.  Il  est  clair 
que  ces  modifications  ue  changeaient  absolument  tien  A la  fnriqf  ni  * 
à la  marche  de  la  trajectoire  calculée , pour  vit  que  l'on  remplaçât 
idéalement  lacoucht^stipprimce  du  sphéroïde  solide  par  unertijtfthc 
aérienne  de  même  hauteur,  où  les  densités  c/oîtraient  enylesccudanl 
au-dessous  de  S, , suivant  la  loi  de  continuité  propreà  l'atmosphère 
considérée.  Céîte  substitution  tacite  me  permettait  donc  de  trans- 
porter à l’exemple  actuel  tous  les  éléments  de  la  trajectoire  lumi- 
neuse déjà  obtenus  dans  mon  Mémoire,  etc’çstanssLcequèj’ai  fait. 

Quoique  cette  fiction  suffise  pour  le  but  que  je  -m’eXâis  ici  pro- 
posé, on  peut  être  curieux  de  la  réaliser  et  de  cofinaftrejjuels  au- 
raieut  du  être  les  éléments  fiiétéprolô^imies  de  la  coucTie  aérienne 
fictive.,  à sa  surface  1nj?vieuÿe  j où  elle  sèruit  eu  contact  ^ec  le 
nouveau  spb.  roplé  solide  dont  leiyyon  oscnl ateun  *e  réduirait  à 
6366ioo"‘,  an  lieu  île  636<iiç)S'?,  qù'il  avait  dans  nrcm  premier 
calcul.  Gela jesttnVfacile',' d'après  la  constitution  de  l’atiposphéA' 
considère  et  ce  sera  \ine  occasion  jjc  Tainfliien  sentir  la  con- 
nexion des  formules  qui  en  établirent  toutes  les  particularités  dans 
mon  Jd&rioiiVde  j 8tfr> . 
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Pour  cela , j’y  prends  d'abord,  à la  page  33,  un  développement 
en  série  qui , partant  du  sol  de  l’Observatoire,  exprime  la  densité 
de  toute  autre  couche  aerienne,  dont  la  hauteur  est  donnée,  rela- 
tivementàcelle-là,  jusqu’à  une  limite  d’epaisseur  d’au  moins  45oom. 
Ce  développement  est  déduit  de  la  relation  parabolique  entre  les 
densités  ul  les  pressions , que  j’ai  appelée  initiale  '.  La  notation  lit- 
térale qu’on  y a employée  est  rappelée  daus  le  tableau  suivant  : 

.«.a.  1*  "S  if**  M l#a.  « ' ' • 


7 A 9 fl»  V* 

A i* 

BATON 

sphérique 

de 

la  coufbt- 

SA  DANltTÉ. 

PAKMIO* 

en  mlllltn. 
demercur. 
ào*. 

smw  HAT. 

conté»!  tu. 

tëtémcnls  afl'là  couche  aérienne 
située  au  niveau  du  sol  de  l’Ob- 

» 

r,  ou  « 

1 

f’ 

*■ 

». 

D'une  autre  couche  aéc.  quelconq. 

1 r 

. ^ | 

t 

• r ! 

p 

t 

L «pression  de  la  densité  p est  donnée  en  fonction  d’une  variable 
indépendante  s , telle  qu’on  ait 

- * • r~r'  — , 

V.  . V r “ ’ 

et  elle  a pour  forme 

- , " |»  = P»  [ * — V — &(•>*)’  — '/(•**?  — *('<*)'—]» 

in  p,  y,...  étant  des  coefficients  numériques  dont  les  valeurs  sont 

rf,  — -f-  596,453  ; p =— *>  0,399522; 

f—  *♦-  0,0529808;  3 = -h  0,013421 1 . 

Supposons  maintenant  que  l’on  veuille  continuer  cette  atmosphère 
jusqd’à  98“  au-dessous  de  la  couche  dont  le  rayon  est  r,  ou  6366 1 98“ 
et  la  densité  p,.  Cela  donnera  r égal  à 6366ioo“,  et  par  suite 

* ' • " fl  • # • • 

^ O 

' s'±=  — = — 0,00001  539404;  1o6,  = 5,.873525. 

t • 1 

Alors,  le  calcul  des  termes  de  la  série  étant  effectue  par  les  Tables- 

. i * 1 » 

de*  logarithmes  à sept  décimales,  on  t rouvert!,  en  sébornaiy  aux 
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trois  premières  puissances  du  produit  (m),  les  nombres  suivants: 


— r,  s = -f-  0,009 1 8 1 8a 

— £ jj,  s Y = 4-  o,oooo3  36905 

— 7 ('"î  ■î)3  = -+-  • o,  00000  oo5 1 6 


» 

.S 


1 y 


Somme.  . . u — 0,0097.1  5567. 1 

Conséquemment, 

t •» . 

p = pi  (1+  u),  où  l’on  a log  a = ^96452  1,9. 

Telle  aurait  'donc  été  la  densité  'd’une  coitche  d'air  placée  gj}"1» 
au-dessous  du  sol  de  l’Observatoire,  si  l'atmosphère  existante  alors 
eût  descendu  jusque-là,  suivant  sa  loi  actuelle  de  superposition. 

L’exactitude  de  eette  valeur  dt»p  peut  se  vuplier  par  un  calcul 
inverse,  en  l’introduisant  comme  donnée  dans  la  relation  pucabo- 
lique  initiale,  et  err  déduisant  la  hauteur -correspondante. 'Cette 
relation , rapportée  page  34, du  Mémoire , est 

2=  ni  2/B 

r,-+-z  M 0 \p  / p, 

Dans  le  premier  membre,  z exprime  la  hauteur  relative  du  la  couche 
aérienne  dont  la  densité  est  p ; dans  le  second  membre  , M repré- 
sente le  module  direct  des  Tables  logarithmiques  ordinaires,  ou 
0,434^945  ; le st  une  constante  égale  à  *  *89 17'“, 29  Oj  enfin  A et  li 
sont  deux  coefficients  numériques  propres»  la  parabole  initiale  et 
dont  les  valeurs  respectives  sont 

* A t=-+- o,g5664  3g;  B = -(- 0,12014  60. 

Le  rayon  sphérique  r„  propre  à la  couche  dont  la  densité  est  p, , 

**  ' 2 K I 

(*)  Je  saisis  cette  occasion  pour  faire  remarquer  que,  dans  le  luble.iR 
joint  :t  la  page  6g  de  mon  Mémoire  annexe  à la  Connaissance  des  Temps  de 
t8ji,  on  a imprime  inexactement  , pour  la  constante  l,  la  valeuriu)^'"^ 
Celle  qui  se  déduit  des  observations  do  M.  tray-Lussac  est  réellement 
Syty1"  ,29,  comme  je  l’ai  employée  ici,  et  c’est,  ce  que  l'on  peut  voir  à la 
pageaG  du  Méritoire  cité,  où  clle-esl  etablio  primitivement.- Il  (aut  aussi, 
dans  la  cinquième  colonne  dis  même  tableau,  rétablir,  à la  pieniiesfc  ligne, 

le  facteur  ai!  ^1  ” dont  IqcbilVre  1 a^dkparu  au  tirage. 
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est  d'aiUeurs.aiippusc  égal,  à 63(36 198““,  comme  je  l’ai  dit  précedem- 
■ncnt.  Çcuu-Ciirela  vérification  demandée,  il  fant  donner  à p,  dans 
le  seèjjhû  membre,  sa  valeur  p,(irf-«J  tronvéetont  à l'heure,  et 
\4jr  si  6 yi  résulte  égal  A 981",  comme  nous  l'avions  supposé.  Cette  _ 
substitution*  étant  dulmrd  faite  algébriquement , donne 


s ,m  r,  f it  JA 
, 4 ,r;&=:",0"(,+tt)- 


9.t  b«. 


j 1 A * **  * ; 

U petitesse  de  u.pcmfet  dé  développt**!  ci  log  fi  4-  u)  en  une  série  ' 

très-rapidement  cnnvetgcrrte1,  aptèg  qd&i  « en  réunissant  les  termes 
affectés  dés  méilies  ptussances  de  u,  on  a P ■>  * 

.mWht'-  *_ . .l.  * B 


effectuer  séparément  le  produit  tîe,A«  par  ses, Joua  parties  au 
moyen  des  logarithmes^ ce  qui  permet  de  borner, ceux-ci  ù sept 
décimales.  On  trouve  ainsi  / ' 


•t 


r.  l . . 


ifi3. 


m , r • . % 

•Mors,  si  l’on  représente  par  c le  second  membre  , 


on  en  tire 


«r  I 


Z = C r j- 


I 


,4 

t.*  ‘ • 


**  ▼ * * a*  aC  * ■ • 

et,  en  donnant^  r sa  valeur  63l>Giy8'n,  il  en  résulté  linaleinent 

r = — yft^hoi  63  -1-  o'V.o'i  5 1 rée-  <j8’“,  OOOI2. 

-5^  * 

T, a repruditciion  de  la  hauteur  supposée  z est  «loue  ainsi  suffisam- 
ment exacte  , car  la  petite  différence  qui  s’y  ajoute  s’explique  par 
lias  dëbimales  négligeables  dans  les  évaluations  îles  logarithmes  em- 
ployés. * ' \ • t ’ , „ 

Veut-on  connaître  la  pression  barométrique  qui  correspondrait 
à la  densité  calculée  p?  il  n’yVqo’è  prendre,  à la  page  3o  dti  Mé- 
moire, la  relation  des  pressions  aux  densités  dans  la  parabole  ini- 

' - V ' * ? 
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tiale,  relation  qui  est'geupi  alement 


/'■  — p_k\e>  — » | ü>»— pHm-p)  . • 

Pi  Pv  % p,  • • - • 


33. 
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les  coefikients  A et  B étant  les  mêmes  que  ci-dessus.’  Alors-,  en  .y 
mettant  pour?  sa  valent1  i-j-  il,  elle.dev iendra 


= ~\\  + a»)  “ - ' 

P'  “ 


'V 


.4L. 


. ri.  s**; 

réduisant  le'second  ménibre  £n  nombres,  eHe  donnera 


et,  eu 


1 ~ — 0,0 1 1040.107  ; 


P< 


couséquenunent , 


i*  ;•  . 

p—  p'-h.j>,.o%oi  io4°4°7- 

D'après  les  observations  de  M.  Gay-I.ussa^ra  portées  page  /ça  J 11 
Mémoire,  la  pression  initiale .fr.  exprimée- en  millimètres  dé  mer-  * 
cure  à o°,-était  761“““, 44-  Avec.cette  valeur  j),  on  trouve  ■ 

P = ''  f*  1 

Telle  aurait  donc  été  la  huùteur  du  baromètre  ikuis  uqe  rotjche 
aérienne  située  à 98"'  aji-JessouS  du  sol  de  l’Observatoire ï si  l’at- 
raosphère  considérée  s’était  «tendue  jusque-là.  •• 

Etifin , si  l’on  voulait  savoir  quelle  aurait  <lû  être  la  tenq»érature 
de  cette  rourhe,  il  faudrait  se  reporter  à 1 asp  âge.  1 3 «lu  Mémoire 
annexé  ù la  Connafssnitcr  des  Temps  de  i84i,  où  j’ai  «lisent*  les 
observations  de  M.  Gay-Lnssac.  Car  on  y voit  qit’cn  compensant, 
par  construction , les  petites  irrégularités  qu’elles  présentent , le 
dceroissemeiit  ascendant  de  la  teinpérature  dans  les  couches  voi- 
sines du  sol  était  de  i°  centésimal  pour  un  intervalle  de.  hauteur 
égal  à i88“‘j|^.  Ainsi,  pour  nti  intervalle  descendant  «le  ^“‘l’aug- 
mentât ion  de  la  te  m p c ra  tu  re'Su  rait  été  pmportidnnelleinent 

1*.  ou  p",51qq:  et’,.  c6?üme  la  température  initiale  A «'tait 

3o°,^5,  elle  aurait  été,  dans. cette cMMm  in  ferieure  de  qB”,  égale 


• V \ 

\ 'Pl  • 

-a  ê s- 
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à 3«°,2^,  du  moins  en  supposant  qu'elle  eût  toujours  suivi  la  niénic 
loi  avec  régularité.  * 11  • ■ r. 

Il  serait  à désirer  que,  dans  tons  les  lieux oii  il  existe  de  grands 
observatoires  astronomiques , on  déterminât  plusieurs  fois  chaque 
année  le  décroissement  progressif  de  la  pression  , de  la  température 
et  de  l'humidité  hygrométrique  , depuis  la  surface  du  sol  jusqu’à 
de  grandes  hauteurs,  par  des  ascensions  aérostatiques  faites  en  di- 
verses saisons*  eMl  serait  encore  moins  difficile  d’obtenir  habituel- 
lement les  mêmes  données,  pour  de  médiocres  hauteurs,  au  moyen 
de  ballons  captifs  portant  des  instruments  à index.  En  appliquant 
à de  telles  observations  le  mode  de  discussion  que  j’ai  employé 
pour  celles  de  M.  Gay-Lussac,  de  M.  Doussingault  et  de  M.  de 
Humboldt,  dans  rqoll  Mémoire  annexé  à la  Connaissance  des  Temps 
de  1 84 1 , et  dans  celui  qui  est,  inséré  au  tome  XVII  de  la  Collection 
de  l’Académie,  on  en  déduirait,  sur  la  vraie  constitution  de  l'at- 
mosphère, des  notions  précisés  que , jusqu’à  présent,  nous  ne  fai- 
sons qu’entrevoir.  De  là  , par  les  méthodes  que  j’ai  exposées  dans 
mes  Mémoires  annexés  aux  Connaissances  des  Temps  de  1 83g  et 
de  i&j-’-i  on  tirerait  des  Tables  de  réfractions  beaucoup  plus  cer 
taines qu’on  n’en  a actuellement,  tant  pour  les  cas  où  les  trajec- 
toires lumineuses  traversent  toute  l'atmosphère  en  venant  des 
astres,  que  pour  oenx  où  elles  sont  restreintes  entre  deux  signaux 
terrestres.  Dans  ces  calculs , il  faudrait  employer  le  coefficient 
exact  de  la  dilatation  de  l’air  atmosphérique,  qu’on  sait  maintenant 
être  o,oo3G65  pour  chaque  degré  du  thermomètre  centésimal , et 
non  pas  0,003^5,  comme  on  l'admettait  lorsque  je  composai  les 
Mémoires  cités;  et  il  conviendrait  aussi  de  substituer  aux  tensions 
hygrométriques  dont  j’ai  fait  usage , les  valeurs  beaucoup  plus 
sures. qui  se  concluent  des  expériences  de  M.  Régnault.  Mais  ccs 
perfectionnements  ne  changeraient  rien  au  mode  de  discussion  des 
données  physiques,  non  plus  qu'aux  méthodes  analytiques  pa 
lesquelles  les  résultats  seraient  dedpits. 

Des  expériences  pareilles  deviennent , je  crois,  aujourd'hui  in- 
dispensables pour  donner  à la  théorie  de  la  constitution  de  noUv 
atmosphère  l’extension  qu’elle  n’a  pas  reçue  encore1,  et  qui , seule, 
peut  la  rapprocher  de  la  Motilité.  On  a jusqu’ici  établi  cette,  théorie 
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|H)iir  une  atmosphère  sphérique en. équilibre,  où-lg décroissement 
des  températures  suit  la  même  loi  sur  tous  les  rayons  partis  .du 
centre.  Il  faillirait  maintenant  considérer  logeas  plus  général  d’une 
atmosphère  recouvrant  \irf  ellipsoïde  de  révolution  tournant  autour 
de  son  axe  polaire,  ayant,  à diverses  latitudes,  des  teuipéraWies 
superficielles  inégales,  périodiquement  cliangeantes  avec  les ‘posi- 
tions aunuellesdu  soleil.,  et  se  communiquant  aux  rouelles  aériennes 
inferieurs  qui  lui- sont  superposées.  Alors  il  faudrait  avoir  egard 
aux  courants  constants  déynlojipcs  dans  cette  atmosphère  par, ces 
inégalités  de  température  combinées  avec  le  mouvement  de  rota- 
tion de  l'ellipsoïde  .solide,  phénomènes  dont  nous  avons  établi 
l’existence  dans  le  tome  I,  § 104,  pages  179  et. suivantes.  Ce  pro- 
blème, extrêmement  difficile  à résoudre , dévra  toujours  être  l’objet 
des  travaux  des  analystes  futurs.  Sans  doute  le»  lois  de  configuration 
des  trajectoires  lumineuses,  traversant  une  telle  atmosphère,  ende-, 
viendront  beaucoup  plus  complexes , et  le  calcul  analytique  des  ré- 
fraction* qui  s’y  produisent  deviendrait  aussi  beaucoup  plus  pénible, 
sinon  tout  à fait  impraticable.  Mais,  dahs  la  troisième  partiede  mon 
Mémoire  annexé1  fi  la  Connaissance  des  Temps  de  i83g,  page  76, 
j’ai  donné  une  méthode  générale  par  laquelle  on  peut  éluder  celle 
dernière  difficulté  et  déterminer  les  réfractions  dans  toute  atmo- 
sphère de  constitution  donnée,  sans  être  arrêté  par  aucun  obstacle 
d’intégration.  Ainsi,  lorsque  la  combinaison  du  calcul  et  des  expé- 
riences  aura  permis  d’assigner,  dans  chaque  lieu  , le  mode  réel  de 
superposition  instantané  des  couches  aériennes,  on  pourra,  par 
cette  méthode,  conclure  numériquement  les  réfractions  qui  sjy, 
opèrent.  Car  la  rapidité  du  mouvement  de  transmission  de  la  lu- 
mière fera  que  les  trajectoires  lumineuses  s’v  formeront  çonune 
dans  une  atmosphère  en  repos.  Ce  sera  là  le  résultat  final  auquel 
res  théories  puissent  prétendre,  et  qu’elles  doivent  s’efforcer  d'at- 


teindre im  jour. 


Digitized  by  Google 


*STItf)30MlF. 


v : -v-.'  :• 

(Section  Vil.  ’ — Application  des  résultats  prSeédents  à 
l’ évaluation  du  mètre  théorique  cl  du  mètre  légal. 

4K-Î.  L’excessive  diversité  des  mesures  de  longueur,  de  volume 
et  de  poids, 'autrefois  usitées  dans  les  div«nses;provinees  de  la 
Frapce , présentait  au  Gouvernement,  srinÿ  qu.au  ^commerce,  des 
inconvénients  depuis  longtemps  rfcconnns.  Mais  le  caractère  légal, 
attaché  aux  lisages  individuels  de  ces  provinces,  n'aurait  pas 
aisément  permis  à l’Administration  royale  de  les  ramener  à l’uni- 
formité.  Lorsque  la  gronde  - révolution  de  1789  eut  mis  toute  la 
force  d’un  pouvoir  central  aux  mains  de  l’ Assemblée  constituante, 
quelques  hommes  éclairés  songèrent  à profiter  de  cette  position 
pour  donner  à la  France  un  système  de  mesures  général  et  uni- 
forme, dnht  toutes  les  parties  fussent  astreintes  à un  mode  régu- 
lier de  dérivation.  Une  Commission,  prise  dans  l’Académie  des 
Sciences,  composée  de  1 tord  a , Lagrange,  Laplace,  Monge  et 
Condorcet,  fut  chargée  de  proposer  un  choix  d’unité  fondamen- 
tale, et  d’indiquer  les  opérations  nécessaires  pour  la  déterminer. 
Ils  songèrent  d’abord  prendre  pour  étalon  la  longueur  du  pen- 
dule simple  à secondes,  mesurée  sous  le  parallèle  de  45°.  On  ne 
soupçonnait  pas  alors  quelle  fût  variable  sur  un  même  parallèle 
terrestre.  Mais  ils  y 1 énoncèrent,  en  considérant  que  la  détermina- 
tion de  cette  longueur  renferme  un  élément  étranger  et  arbitraire, 
qui  est  l’unité  de  temps  pour  laquelle  on  la  définit.  Il  leur  parut 
préférable  de,  choisir  pour  unité  la  dix-millionième  partiedu  quart 
d’un  méridien  terrestre,  qu’ona  désignée  depuis  parle  nom  de  mètre. 
Ce  n’est  pas  qu’ils  regardassent  comme  certain  que  tous  les  méri- 
diens fussent  identiques  entre  eux,  car  ils  émirent  formellement  le 
soiipçun  contraire.  Mais,  en  choisissant  celui  qui  passe  par  Paris, 
et  qui  se  trouve  aussi  peu  éloigné  de  Londres,  ils  espéraient  qu’un 
élément,  qui  serait  ainsi  presque  physiquement  commun  aux  deux 
nations  alors  les  plus  savantes  «le  l’Europe,  paraîtrait  suffisamment 
dégagé  d'application  particulière  pour  être  accepte  universellement 
Us  demandèrent  en  conséquence  qti’une  grande  operation  géodési- 
queet  astronomique  fût  entreprise, -pour  ce  Imt,  depuis  Dmikerquc 
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jusqu'à  Barcelone^  gt  qu  ort  déduisit  l imite  linéahe  de  ses  résul- 
tats, soit  seuls,  si  cela  était  possible,  Soit  oombinésr  au* 'besoin' 
avec  les  mesures  du  même  genre,  déjà  effectuées  p.lr  les  acadé- 
miciens français  au  Pérou  et  en  Laponie.  Ce  principe  fut  adopté 
par  l'Assemblée  constituante,  converti  en  loi,  et  toutes  les  me- 
sures d’execution  furent  aussitôt  décidées.  Telle  fut  l’oCrasion  des 
grands  travaux  de  géodésie  , d’astronomie  et  de  physique,  exé- 
cutés-depuis  pan>  méchaih  /.  Delainhrc.  et  -Borda , , travaux  (pie  la 
tourmente  politique  tprt  Vèlgva  bientôt,  remplit  de  (lifficoltcs 
et  de  périls. 'Le' zèle  infatigable  de  ocs  illustres  savants  triompha 
de  tous  ces  obstacles.  Les  résultats  de  leurs  operations,  discutés 
par  une  Commission  composée  de  savants  de  toutes  les  nations 
alors  en  relation  arec  la  France,  Iprent-présentés  à f adoption  du 
Corps  législatif,  le  4 messidor  an  vu  (aù  jüin.1799),  ainsi  que 
les  étalons  de  mesures  de  langueur  et  de  poids  Vti,«n> résultaient , 
lesquels  furent  légalement,  adoptes  comme  définit  ifs.  ,1e  iimy 
était  présenté  comme  égal  à 443',295936  de  la  toisé- en  fer  du 
P«  rou,  prise  à la  température  cenfcsimale  de  iG*,25,  ou,  en 
nombres  ronds  443'>296.  Cela  supposait  le  quart  du  méridien 
elliptique  égala  5i3oç4°  toises  ainsi  définies,  et  par  conséqdént 
sa  dix-millionième  partie,  on  le  égal  à or, 5*30740.  On  était 

arrive  à ces  nombres  en  combinant  l’arc  du  méridien  mesuréenïre 
Montjtmv et  Dunkerque,  uvecJ’aplatissement  supposé  Telle  est 
donc  la  loDgueurdu  mxtue  i.écai.  de  France,  laquelle  est  représentée 
par  l’étalon  de  platine  déposé  aux  archives  nationales.  Il  n:va  plus 
à revenir  sur-cet  élément,  comme  type  d'unité  linéaire  désormais 
adopte.  Des  calculs  phis  approfondisont  prouve  depuis,  comme  je 
vais  le  montrer,  que  cette  évaluation  ne  reproduit  pas  tout  à faiteaV- 
tement  la  dix-millionième  partie  du  quart  du  méridien  terrestre,  qui 
se  conclut,  dans  l’hypothèse  elliptique,  soit  de  l’are  observé  lui- 
même,  soude  ce  mime  arc  étendu  entre  les  parallèle  de  Greemvich 
et  de  Formentera.  Elle  est  .‘réellement,  un  peu  trop  petite,  ce  qui 
tieut,  en  partie , aux  irrégularités  locales  de  l’are  , qui  s’écarte  no- 
tablement de  l'ellipse  moyenne  terrestre  , et  aussi  à la  valeur  trop 
particulière  de  l’aplatissement  employé.  Mais  il  n’en  est  pas  moins 
hfurerix  qn’on  se  soit  empressé d’adopter  ces  résultats,  quoiqu’on 
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puisse  jiisioini  ut  les  soupçonner  <k'  n'avoir  pas  une  précision  abso- 
lue. Cjbx  le  grand  avantagé  que  l’on  se  proposait  d’obtenir,  celui  de 
rnniformité  des  mesures  legales  dans  tonte  la  Fia  ni*,  a etc  ainsi 
réalisé  ;rt  peut-être  aurait -on  renoncé  à l’établir  sur  cette  base  phy- 
sique , ou  sur  toute  autre  analogue,  si  l'on  avait  su  que  la  diversité 
des  méridiens  terrestres,  et  les  irrégularités  particulières  au  méri- 
dien de  France,  rendraient  impossible  la  détermination  rigoureuse 
qu’on  avait  d’abord  esperée.  C’est  ce  que  l’on  va  ejairement  re- 
connaître par  la  discussion  dans  laquelle  je  vais  entrer. 

21îlî.  Soit  Q la  longueur  d’un  quart  d'ellipse,  dont  le  demi-grand 
axe  est  a,  et  le  carré  de  l’excentricité  <>’.  On  démontre  par  le 
calcul  intégral  que  l’on  a 

’ * * J^=W"  ( ' - ï £ — irV —ih*  — rrfrr^" 


v«  * » Ak  . *P»  t ' 

Cette  expression  St  trouve  établie  danS  le  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel ‘et  intégral  de  Lxcioix , tome  !ï  , pages  7 1 et  1*76.  F.lle  est 
d’accord  avec  celle  qtic  j’ai  rapportée  dans  la  Note  II  placée  à la 
suite  de  la  section  précédente,  page  292.  La  série  peut  être  pro- 
longée indéfiniment  suliant  «ne  loi  numérique’  évidente.  Mais  la 
petitesse  de  e7  dans  les  ellipses  terrestres , rend  plus  que  suffisante 
l’application  des  termes  que  j’ai  ici  rapportés. 

Employons  d’abord  les  valeurs  de  a tt  de  é7  qui  nous  ont  été 
données  par  la  éoitibinaîsnn  de  l’arc  de  France  et  d'Espagne  avec 
celni  du  Pérou.  En  exprimant  a en  toises,  nous  avons  trouvé, 
pages îtoS'iel sic® ,'  f ► * • , 


i.  loge3  ^3,8 12092.4,  et  logo  = 6,5i48t  *3477- 
- - 

Avec  ces  valeurs,  on  aura  d’abord,  pour  le  terme  principal  de  Q, 

log  0=6,5!  46  r 13477  “ 

1o8tW— 0,1 9^198730 
Ç *r — - "~  m 

Donc,  -log^rio  = 6,7409312247  ; )atl  =5t  3962?.T,53<v 

r ' ’jjf  . tm'-'n*  * î * * -v 

Les  termçs  correctifs  .étant  ensuite  calcules  avec  ce  facteur,  et  le 
logarithme  donné  de  c7 , on  trouve},  en  s'arrêtant  aux  millièmes  de 
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Sotnme dos  termes  soustractifs.  8346T,28i 

On  voit  que  déjà  le  terme  en  c*  est  presque  insensible,  fctnous  pour- 
rons  désormais  le  négliger  dans  des  épreuves  pareilles.  Cette  "somme  t 

de  termes  étant  soustraite  du  terme  prineipal  * . . 5t  3g6a2T,53ti  V.  _ 

on  a le  quadrant  d’ellipse  égal  à Y". . .V,w  .....  5t3i  a76T,a56  , 

La  dix-millionième  partie  de  ce  nombre  donnera  la  longueur  du  <£  < 

mètre  en  toises.  En  la  multipliant  par  864,  on  l'obtiendra  en  lignes.  F 

On  aura  donc,  par  cette  combinaison  : , 

0 ” 

Longneur  du  mètre  en  toises oT,./ïi  3 rj.76256  . 

ou  en  lignes **  4431, 342268  < ^ ^ 

Cette  é val  nation  surpasse  le  mètre  légal  de, ......  , o’, «4633a 

2i»0.  Je  vais  faire  un  calcul  semblable  par  les  valeurs  de  a et  de 
c*  qne  nous  avons  trouvées  en  combinant  l’are  moyen  de  France  * 

i et  d’Espagne  avec  celui  de  Laponie;  mais  j’en  abrégerai  les  details.  * ■ .£ 

D’après  ce  qu’on  a vu  , page  2t5,  les  données  seront  •>.  *'/»  * * » * 

•i 

logc^  3,7957381  ; logo  = 6,5 147800 106. 

e *■*  jr  * • ? «- 

Ces  nombres  donnent  d’abord  pour  terme  principal  * 

log  100  = 6,7108998876;"  4rrO=5l3925lT,lK)3 

On  trouve  ensuite  pour  la  somme  des  termes  . , >'  **  4 

soustractifs — 8o3GT,88(i 

Donc,  longueur  dit  quart  d’ellipse 5i3i2  »4t,9o7  ' * 

Ce  qui  donne  la  longueur  du  mètre  en  toises.  oT,5i3 12 148*17  . v ^ 

ou  en  lignes 44  3 1 . 3 ;i  „ , „ , y.^ 

Cette  évaluation  surpasse  encore  le  mètre  • 
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2iî7.  Le  mètre  legal  se  trouve  ainsi  d'environ  v«t«  de  ligne  plus 
court  que  la  dix -millionième  partie  dn  quart  du  méridien  déduite 
de  ces  deux  combinaisons.  Les  ellipses  conclues  de  l’une  et  de 
l'autre  offrant  des  différences  si  petites,  on  peut  espérer  d’en  ob- 
tenir, par  compensation  , une  évaluation  encore  plus  exacte,  en 
prenant  une  moyenne  arithmétique  entre  leurs  cléments  détermina- 
tifs logtfeu.  C’est  ainsi  que  j'ai  formé  le  tableau  de  la  page  221  qui, 
d'après  Je  système  de  données  combinées,  présente  les  dimensions 
moyennes  dn  spltéroide  terrestre,  considère  comme  un  ellipsoïde 
réguliçr  dé  révolution  , en  faisant  abstraction  de  ses  irrégularités 
locales.  F.n  appliquant  ce  système  de  moyennes  à la  détermination 
actuelle,  on  trouverait: 

Longueur  moyenne  du  mètre  en  toises. . . . oT,5t 3 1245534 

Longueur  moyenne  du  mètre  en: lignes. . . . 44^l>33p6i4 

Sans  pou  voir  répondre  des  dernières  décimales  qui  sont  trop  forte- 
ment influencées  par  les  erreurs  des  mesures  ainsi  qu’on  vient  do 
le  voir,  41  résulte  toujours  de  ceci  que  le  mètre  légal  contenant 
443', 296  est  ceÿaiuenient  un  peu  plus  court  que  la  dix-millionième 
partie  du  quart  du  méridien  terrestre  supposé  elliptique,  ce  qui 
dément  le  caractère  théorique  qu’on  avait  espéré  pouvoir  lui 
donner. 

2158.  On  périt  encore  déterminer  la  longueur  du  mètre  par  une 
combinaison  qui  donne  une  influence  prédominante  à l’arc  de 
Franre  et  d’Espagne;  de  sorte  que  le  résultat  devient  presque  in- 
dépendant, ou  au  moins  très-peu  dépendant,  des  operations  étran- 
gères. Pour  cela,  reprenant  la  formule  qui  exprime  le  quadrant  Q 
de  l’ellipse,  je  fais,  par  abréviation, 

« = dq^t'1  + ïW^  + rm7c'‘*  • •> 

ce  qui  donne  Q = 700(1 — u)\  ' ' ' 

alom  je  prends  les  logarithmes  tabulaires  des  deux  membres , et, 
développant  celui  du  facteur  1 — u,  j'ai 

logQ'=log-l-e7  + loga— jf(«+{Ê+  tV  • •)• 

Or,  si  l’on  forme  les  quatre  premières  puissances  de  u en  se  bor- 
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nant  à y comprendre  les  termes  de  l'ordre  a",  on  trouve  nisé- 


ment 


• «’r=  V*  Tt7e'  + 
“’  = TT^'-t-  TTÏT*’, 


U-e* 

1*7*» 


Il  no  reste  plus  qu’à  multiplier  ces  diverses  puissances  de  « par 
leurs  coefficients  respectifs  i,  -j,  i,  -j-,  qui  les  affectent  dans  le 
développement  de  log(i  — «);  et  en  ajoutant  les  produits,  puis, 
rassemblant  les  termes  de  même  ordre,  on  a finalement 


log  Q = ■ogT"  +-  IoB  " — * (t  h-  T&  -+-  rrre*  rF  rïvfr «*  •-  **  )■  j 

Or,  si  l’on  désigne  par  D'°>  la  longueur  d’un  degré  quelconque 
correspondant  à la  distance  polaire  d,  l’expression  de  log  a troupe 
page  20 1 donne 


« 

✓ 


= log (90  Dt°')  — log (-fti)  — f / (c1  cos- d d-  ■jr' cos‘  d -+- \ t* co»' d -+-  j- c* cos"  d.  .) 


(c* 


+:<** 


); 


en  ajoutant  cette  équation  à la  précédente,  log  a et  log  J a dispa- 
raissent par  compensation;  les  termes  en  e\  indépendants  de  cos’  <■/, 
se  détruisent  en  partie;  et,  après  qu’on  a effectue  les  réductions 
numériques  auxquelles  ils  se  prêtent,  il  reste 


I 


logQ=log(9oD(»J)+  k(\c'  + +7iWr^--) 

— (c’  cos’rf  -) - {•  f*  cos*  d -+-  -t-e*  cos'  é-i-j0cO*‘d. 


A4 


Si  le  degré  D-°)  était  mesuré  précisément  à la  distance  polaire 
de  45°,  intermédiaire  entre  l’équateur  ct*le  pt»le,  on  aurait 
cos’rf  =.  Alors  les  deux  termes  qui  contiennent  la  première  puis- 
sance de  c’  se  détriuraient  inuluellemenl  ; et  le  reste  de  la  correc- 
tion à faire  à log(go  D'0))  pour  avoir  log  Q,  ne  dépendant  plus  que  , 
des  puissances  supérieures  de  cette  quantité,  une  petite, incertitude 
sur  son  évaluation  n’aurait  qu’une  faible  influence  sur  le  résultat 
total.  L’arc  muyen  de  France  et  d’Kspagne  n’est  pas  placé  tout  à 
fait  dans  cette  condition  . mais  il  en  approche  beaucoup*  pttisqn  flt n 
a pour  lui 
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il  devra  donc  évidemment  participer  à l'avantage  que  nous  venons 
de  signaler.  Pour  s’en  convaincre,  il  suffit  de  sc  rappeler  que  l’on 
a en  général 


cos’c/  = 


! + cos  id 


2’ 


Servons-nous  de  cette  relation  pour  transformer  seulement  le 
ternie  qui  contient  la  première  puissance  de  ros’  <1;  alors  le  terme 
en  r1. disparaîtra,  et  notre  expression , ‘ainsi  réduite,  deviendra 


loti  Q = '°g  (9° L-+-  * (H*'  7'Trrc‘  •+• 


, — f-X  (ye’cosarf-f-  jc‘eos’f/-f-}eICoscrf-|-}c*cosir/...). 

* Le  tenue  qui  'contient  la  première  puissance  de  c*  n’est  donc  pas 
s.  complètement  détruit;  mais  il  sera  fort  affaibli  sir/  diffère  peu 
de  45",  parce  que  ?.</  étant  presque  un  angle  droit,  cos id  sera  une  : 


fraction  très-petite.  Par  exemple,  pour  nôtre  arc  de  France  et  d’Es- 
pagne, on  aura 

irl  — 87n43'48"  = 0°"  — >6'  tg"; 


ce  qui  tlonnc log  cos  ni  = 2 ,597  7 896 

Un  a,  en  ontre,  pour  ce  même  arc log  cos’  <1  = i^t583q6" 


T 


Si  Fort  combine  ces  valeurs  avec  la  valeur  moyenne  trouvée  plus 
liant  pour  r',  laquelle  donne  logc’==  3,803992.4,  on  trouvera 
Somme  des  termes  positifs  de  la  correction. . -4-  0,0000074627 

Somme  des  termes  négatifs -, — 0,00008  57  3o4 

E.ycès  des  ternie»  négatifs 

Or,  on  a pour  le  terme  principal 

iy°>  = 57024,64  ; 


— 0,0000782677 


logD<°>  3=  4,75fio625522 
log  90  = 1 ,954^4  2 5og4 


l5f’ 


Correction  soustraetivc . 


logqoDv0^  =6,7to3o5o6i6 
— 0,00007  82677 


K. . 


il  reste • •’ 

ce  qui  donne 

De  lit  résulte  la  longueur  du  mètre 

t en  toises.  .*.  . . 


log  Q = 6, 7 1 022  67939 
Q =5i3i292T,7644 
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ou  en  lignes. 
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( .ette  valeur  surpasse  à peine  la  moyenne  <jue  nous  avions  tirée  de  * 

nos  deux  combinaisons  distantes.  Elle  est  beaucoup  moins  dépen- 
dante des  erreurs  qui  ont  pu  être  commises  dans  les  évaluations 
des  degrés  du  Pérou  et  de  I.aponie;  mais  aussi  elle  est  plus  spé 
cialemcnt  allcetée  par  les  irrégularités  locales  qui  peuvent  exister 
dans  l’arc  moyen  de  France  et  d’Espagne. 

!4a9.  On  voit  par  celle  discussion  que,  tant  à cause  des  erreurs 
dont  les  observations  actuelles  sont  susceptibles,  qu’à  cause  des  pe- 
tites irrégularités  qui  écartent  le  sphéroïde  terrestre  de  la  forme 
elliptique  rigoureuse,  on  ne  peut  pas  répondre  avec  certitude 
tt»  ligne  dans  1 évaluation  du  mètre  théorique , considère 
comme  la  dix-millionième  partie  du  quart  du  méridien  terrestre.  , 

Si  l’on  trouve  ultérieurement  quelque  intérêt  à y démêler  les  in- 
fluences de  ces  deux  causes  d’erreurs,  on  ne  pourra  y parvenir 
que  par  de  nouvelles  operations  géodésiquès  et  astronomiques , ré- 
pétéessur  des  portions  très-diverses  du  sphéroïde  terrestre,  et  effec- 
tuées avec  des  instruments  beaucoup  plus  précis  que  ceux  qu’011 
y a jusqu’à  présent  employés. 

îitil).  Si  I on  voulait  avoir  le  logo  en  mètres  théoriques  dans  une 
ellipse  dont  I excentricité  semit  ca,  011  l’obtiendrait  immédiatement 
en  faisant  r 0000000,  ou  logQ  égal  à 7,  dans  la  relation  loga- 

rithmique établie  pim,  haut  entre  le  quadrant  Q et  le  demi  grand 
axe  a.  En  effet , si  l'on  déduit  log  a de  cette  relation , elle  donne 

log  « = log  Q — log  | gM-  A (je1 4-.^  e' 

Soit  donc  log  Q = 7,0000000000 

,,n  a jogjo  =0,1961 198770 

Conséquemment , log  Q— log  a = 6,8o388o  1 :>.3o 
l.t  par  suite,  a étant  exprime  en  mètres  théoriques,  on  aura 
loga  = 6,8o38Sot23o  4-  Af-J-c1  4-  -i-e<  4-  _i_  m ...  ) 

t .ette  expression  s’accorde  avec  celle  que  Dclambrc  a donnée  dans 
son  ouvrage  intitulé  Base  du  Système  métrique,  tome  III,  p.  196. 

Seulement,  il  va  remplacé  r>  par  sa  valeurs*—  s*,  en  fonction  de 
1 aplatissement  1.  D’après  les  combinaisons  «pii  lui  avaieiU  pavh  les 
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plus  favorables,  il  s’était  arrête  à faire 

s — o,oo3?4i  ce <i ui donne  log»  = 3,5io5q  5oio2 
et,  par  suite,  c'+z  0,0064695024 1 0,1  •°gt?,;=  2,81087  09 

Avec  ifs  valeurs,  il  trouve  pour  logo,  en  métrés  théoriques, 

log  a — 6,8o458  39646. 

Pour  convertir  celte  expression  en  toises  , conformément  à ses  cal- 
culs, il  faut  y appliquer  la  valeur  qu  il  attribuait  au  mctre  théori- 
que exprimé  dans  cette  dernière  espèce  d’unités,  ür,  on  voit, 
page  193  du  même  volume,  qu’en  déduisant  le  mètre  de  la  portion 
.de  l’arc  mesurée  par  lui  et  Mechain  vers  le  parallèle  de  45°,  combi- 
née avec  l'aplatissement  o,oq324,  il  en  avait  conclu , par  un  calcul 
analogue  à celui  (me  nous  avons  lait  en  dernier  lieu  , la  longueur 

4T,6i8 

du  mètre  en  lignes , 41P1,3,?.8  — - — 

/ ‘ 

Or,  le  logarithme  de  ce  rapport  est  i ,7  1 02 1 14 1 92.  n ~ . 

En  l'ajoutant  à la  valeur  de  log  a en  mètres,  théoriques  , que  j ai 
tout  b l’heure  rapportée , on  aura  le  log  a en  toises  d apres  les  hy- 
pothèses de  Delambre,  ce  qui  donnera  « « 

log«  6,5 1 479  53838 , d’où  « = 327  t865T,o6.  . 

Te  ne  rapporte  ces  résultats  que  pour  montrer  qu’ils  diffèrent  très- 
peu  de  ceux  que  nous  avons  obtenus  ; et,  dans  l’état  actuel  des  don- 
nées d’où  l’on  peut  les  déduire,  personne  ne  pourrait  assurer  posi- 
tivement que  les  uns  soient  préférables  aux  autres. 

SOI*.  Dans  ce  même  tome  111  de  son  ouvrage,  page  197  , Dc- 
lambrc  a employé  une  formule  tirée  du  calcul  intégral,  laquelle 
exprime,  on  mètres  théoriques,  la  longueur  d un  arc  quelconque  de 
son  ellipse  comptée  depuis  l’équateur,  jusqu’à  une  distance  polaire 
quelconque  assignée.  Les  différences  de  ces  longueurs,  calculées  de 
degré  en  degré  décimal  ou  sexagésimal . sur  tout  le  contour  du  qua- 
drant elliptique,  lui  dounent  les  longueurs.de  oes  mêmes  degrés 
exprimés  aussi  en  mètres  théoriques  dont  dix  millions  forment  le 
Quadrant  total.  H a rassemble  ces  évaluations  dans  une  Table  insérée 


pwsiqi  i . 343 

page  286.  Puis  il  présenté  ces  mêmes  degrés  exprimes  eu  toises 
dans  une  autre  Table  insérée  page  294.  Mais  celle-ci  est  partout 
affectée  d’une  erreur  résultante  de  l’inexactitude  de  la  conversion. 
Knelfet,  pour  transformer  ces  valeurs  métriquesen  toises,  il  aurait 
dû  les  multiplier  par  la  valeur  du  mètre  théorique  en  toises  conclue 

/T 

deses hypothèses,  c’est-à-dire  par  ■ ’ ’ — . Au  lieu  de  cela  , il  a ef- 

fectué' cette  conversion  au  moyen  de  deuxTables  insérées  pages  228 
et  23^,  dont  la  première  sert  à transformer  des  nombres  quelcon- 
ques de  toises  en  mètres  legaux*,  avaut  pour  valeur  oT,5 1 307/40,  et 
la  seconde  pour  transformer  les  mèfrcS  légaux  en  toises.  (C’est  donc 
comme 's  il  avait  multiplié  les  nombres  théoriques  de  ses  formules 

Tt.  _ , 4Tj^t7Ü66  - r , V. 

par  o',5i3o74oou Aaust  leracteurdeconversionqu.il 

oT',oooi  1 1 i _ 
ou  —4 — li.  De  sorte 


iploye  est  trop  faible  de  ° 

.9 


>|u'il  faut  multiplier  par  celui-ci  les  degrés  en  mètres  théoriques 
delà  page  286,  et  ajouter  chaque  produit  aux  nombres  dé*  la 
page  294  pour  obtenir  les  vraies  valeurs  des  degres  en  toises.  Cbla 
donne  4T,s  qu’il  faut  ajouter  à tous  les  nombres  de  cette  dernière 
Table,  pour  les  avoir  tels  qu’il  aurait  du  les  obtenir  s’il  avait  (ait 
cette  réduction  exactement.  Quoique  cette  erreur  soit  d’un  ordre 
•de  petitesse  que  les  observations  pourraient  difficilement  atteindre, 
il  se  peut  du  moins  qu’elles  y prétendent , et  il  est  inutile  de  là 
laisser  subsister  dans  une  évaluation  théorique,  après  qn’elle  est 
constatée.  C’est  pourquoi  j’ai  jugé  utile  de  la  signaler  ici. 
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NOTE 

Sur  le  calcul  de  l’are  méridien  compris  entre  les 
parallèles  de  Montjoujr  et  de  Fermentera  ; 

Pau  M.  LARÜETEAU  (*). 

• * 

Pour  calculer  les  triahgles , tant  ceux  dont  on  a observé  les  trois 
angles  que  ceux  qui  ont  été  formés  par  la  rencontre  du  méridien 
avec  les  côtés  des  premiers  ou  avefc  le  prolongement  de  ces  côtés , 
je  me  suis  servi  du  théorème  de  Legendre  qui  permet  de  résoudre 
les  triangles  sphériques  très-peu  courbes  par  les  formules  de  la 
trigohométrie  rectiligne,  et  j’ai  du,  par  conséquent,  faire  précéder 
les  calculs  relatifs  à un  triangle  quelconque  de  la  détermination 
de  l’excès  sphérique  de  ce  triangle.  Pour  cela , j’ai  fait  des  calculs 
•provisoires  qui  m’ont  donné  toutes  les  parties  des  divers  triangles 
f avec  une  exactitude  suffisante  à l’évaluation  de  cet  excès  sphé- 
rique. 

Dans  les  triangles  dont  les  trois  angles  avaient  élc  observés,  la 
comparaison  de  la  somme  des  trois  angles  avec  ( 1 8o° -1- excès 
sphérique)  m’a  donné  l’erreur  du  triangle  que  j’ai  répartie  par  tiers 
• sur  chacun  des  angles , et  j’ai  ainsi  obtenu  ce  que  dans  le  tableau^ 
tics  triangles  observes , n°  I , j’ai  nommé  angles  sphériques. 

Dans  les  triangles  où  deux  angles  seulement  étaient  connus,  j’ai 
conclu  le  troisième  de  manière  qu’ajouté  aux  deux  premiers  il 
donnât  i8o°-f- excès  sphérique.  Enfin,  lorsque  dans  un  triangle 
A— 1 : I : 

(*)  Ce  travail  est  celui  que  j'at  annoncé  comme  exempte,  page  tjj-  Je  le 
rapport*  ici  tel  que  M.  Largeleau  l’a  rédigé  lui-mèmo,  et  il  y parle  en  son 
proptt  nom.  La  triangulation  à laquelle  il  s'applique  est  représentée  dans  les 
fig.  5o  et  5i.  On  suppose  d'abord  le  calcul  des  triangles  principaux  effectue, 
et  l#nrs‘ éléments  sont  rassemblés  dons  lu  tableau  il"  I ci-annexé,  on 
il$  sont  respectivement  désignés  par  des  chiffres  romains,  en  allant,  par 
ordre,  du  nord  au  sud.  Les  triangles  dans  lesquels  on  subdivise  ceux-là  par 
les  constructions  sont  aussi  désignes  dans  l’ordre  de  leur  formation , mais 
au  moyen  de  chiffres  arabes  compris  entre  des  parenthèses.  Leurs  éléments 
sont  compris  dans  le  taMoait  nn  II . 
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01»  connaissait  deux  côtes  et  l’angle  compris,  j’ai  diminue  eet  angle 
du  tiers  de  l’excès  sphérique,  avant  d'appliquer  à la  résolution  de 
ce  triangle  les  formules  qui  donnent  les  deux  angles  inconnus  par 
leur  demi-somme  et  leur  demi-différence.  A chacun  des  deux  an- 
gles ainsi  obtenus  j’ai  ensuite  ajouté  le  tiers  de  l’excès  sphérique 
pour  avoir  les  angles  qui  sont  inscrits  dans  le  second  tableau  sous 
le  titre  d'angles  sphériques.  Dans  le  dernier  cas,  j’ai  recommencé 
Je  calcul  du  triangle  comme  si  les  données  étaient  un  côté  et  trois 
aDgles.  Je  devais,  si  j’avais  bien  oj>éré,  retrouver  le  second  côté 
connu.  Pour  plus  d’uniformité  , je  n’ai  présente  dans  le  tableau  que 
le  second  calcul. 

Pour  appliquer  à la  détermination  de  l'arc  méridien  compris 
entre  les  parallèles  de  Montjouy  et  de  Formeutera,  la  méthode  de 
rectification  proposée  par  Legendre,  j’ai  pris  pour  méridien  prin- 
cipal celui  qui  passe  par  Saint-Jean,  frg.  5o,5i  ,'  et  j’ai  dû  orienter, 
par  rapport  à ce  méridien , la  chaîne  des  triangles  observés.  Les 
données  (pie  pour  cela  j’ai  empruntées  aux  observations  astrono- 
miques sont  le6  suivantes  : 

Latitude  de  Montjouy  observée  par  Mécliain  , .j ,# 21  4^  >^8 
{Base  du  Système  métrique,  tome  III,  page  54g). 

Azimut  de  Matas  sur  l’horizon  de  Montjouy;  observé  par  JMé— 
Chain,  207° 3;/ £>7  ",5o,  compté  du  sudvers  l'ouest  {Base  du  Système 
métrique,  toincll,  p.  i4g). 

Cela  étant,  par  Montjouy  je  mène  le  côté  Montjouy-HIonserrat 
et  je  forme  le  triangle  Montjouy,  Matas,  Montserrat, daus  lequel  je 
connais  les  deux  côtés  Montjouy-Matas  et  Matas-Moutsenat  four- 
nis pat  la  triangulation  de  Méchain.  J’ai  eu  outre  l’angle  compris 
Montserrat-Matas-Montjouy  — Montserrat-Matas-Valvûlrera  -j- 
\ alvidreia-Malus-Montjoiiy , ces  deux  angles  étant  aussi  donnés 
p.ti  la  triangulation  de  Méchain.  La  resolution  de*ce  triangle  (jJ 
a donné  le  troisième  côté  Monijouy-Montserrat  = ao5a(il,44  «t  les 
deux  angles  inconnus,  respectivement  égaux  h 2C0 3i^(j’,o5  rt 
•j8°5'5-j  ,o5.  tés  résultats  sont  rapportes  en  tête  du  tableau  n“,II. 

Je  forme  le  triangle  (a)  en  joignant  Montjouy  <jl  Monfagut;  je 
connais  le  côté  Montjouy- Montserrat,  donne  par  le  iriangle  (1) ,'  le 
1 <>t<  Montai  1 at-Montagut  donne  par  le  triangle  II,'  et  l’angle  com- 
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pris  Monlagut-Monlserrat-Montjouy  = Montagut-Montserrat-4a 
Morolla  H-la  Morella-Moutserrat-Matas  — Matas- Mon tserrat-Mout- 
jouy.  , . «“  :Ar  . . &■-*>  * 

ÿTe  l'orme  le  triangle  (3)  en  joignant  Montjouy  et  Saint-Jean. 
Duns  ce  triangle  les  données  sont  : le  côté  Monljony-Montagut 
f triangle  (a)],  le  côté  Montjouy -Saint-Jean  (triangle  III),  et  l’angle 
>minpris  Saint-Jeati-Montagut-Montjoiiy  ==  Saint-Jean-Montagut-la 
Morclla  -f-  la  Morella-Montagut-Montserrat — Monlscrrat-Monta- 
gut-Montjouv.  . , 

Maintenant  si  de  l’a/.imut  ci-dessus  relate  de  Matas  sur  l’horizon 
doMontjouy  je  retranche  la  somme  des  angles 

Matas-Monljouy-Montserrat. . . = 75°  22'  38", 70 
Montserrat-Montjony-Montagut  = 3^3^'  5^"  ,35 
Montagut-Montjouy-Saint-Jean. . = 2/[054'  26", 56 

* r- t- 

Somme  = i3’]aH5'  2",  81 

j’obtiens  l’azimut  de  Saint-Jean  sur  l’horizon  de  Montjouv 
=6y*,44'  54 ',0g.  Avec  cet  azimut,  le  côté  Montjouy-Saiut-Jean 
= 3733g', 47  et  la  latitude  de  Montjouy,  je  calcule: 

Azimut  de  Montjoity  sur  l’hori-  ,,  ; 

■zon  dé  Saint-Jean =:a49”  • 2'44,|,5 

Retranchant  l’angle  Montjouy- 

Saint-Jean-Montagut.  /.....  = 58°  24'  21", 24  [(triangle  (3)] 

■r j’ai  : Azimut  de  Muntagut  sur 

l’horizon  de  Saint-Jean = j go"  48' 22^,91  (*). 

IJe  côté  Montagut-Saint-Jean  appartenant  à la  chaîne  des  trian- 
gles observes,' Cette  chaîne  se  trouve  ainsi  orientée  par  rapport  au 
méridien  de  Saint-Jean. 

Lit  longueur  niéridienne  cherchée  se  compose  de  deux  parties 
distinctes^  l'une  au  nord  «le  Saint-Jean',  comprise  entre  ce  point 
et  [intersection  du  méridien  de  Saint-Jean  avec  le  parallèle  de 

— — — 

r (leur autres,  calculs, qui  11c  sont  pas  rapportes  ici,  on  a trouvé  , - 
.pour  cet  azimut,  190°  48'  w"  ,90;.  c’est  (ctledoruière  valeur  quo  l'on  n adop- 
tée dans  la  suite  de  ce  travail.  . s . «4 
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Montjouy  ; l'autre  au  sud  de  Saint-Jean  , comprise  entre  ce  point 
et  l’intersection  du  méridien  de  Saint-Jean  avec  le  parallèle  de 
Formentera.  Je  vais  les  calculer  séparément. 

Pour  avoir  la  première  , par  Montjouy  je  mène  l’arc  P — Mont- 
jouy  perpendiculaire  au  méridien  de  Saint-Jean  et  le  coupant  au 
point  P.  Je  fonnfi  ainsi  le  triangle  sphérique  rectangle  P — Saint- 
Jean-Montjouv  dans  lequel  je  connais  le  côte  Saint-Jean-Mont- 
jotty  = 3733t)' ,47  triangle  (3),<l’angle  P = 90",  l'angle  P —t  Saint- 
Jean-Montjouy  — azimut  de  Montjouy  sur  Saint-Jean — 180° 
= 6g°  ia'44w>  >5,  d’où  je  conclus  l’angle  P — Montjouy-Saint- 
Jcan  = 20" 47' 20", 33  , le  côté  P—  Saint- Jean  ==i  i3a5a‘,54  et  le 
côté  P — Montjouy  = 34yo8',64- 

L’azimut  de  Montjouy  sur  l’horizon  du  point  P est  évidemment 
270°;  on  eu  conclut  la  latitude  du  point  P=4 1 °2  i ^ SoientL 

cette  latitude,  N la  normale  correspondante,  R le  côté  P— Mont- 
jouy, et  nommons  M le  point  où  le  parallèle  de  Montjouy  coupe  le 
méridien  de  Saint-Jean  , nous  aurons 


PM; 


K’  tang  L 
' alS  ‘ 


it>3',75  i _ 


y ;■ 


d’où  M — Saint-Jean  = P — Saint-Jean — i63',75s=  i3o88',7rj- 

La  partie  de  l'arc  méridien  située  Au  sud  de  Saint-Jean  peut 
être  obtenue  par  deux  systèmes  de  triangles  entièrement  distincts 
et  que  je  vais  examiner  successivement. 
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l'HKMIKR  SYSTÈME.  Fig.  5o. 


Je  prolonge  le  coté  le  Tosal-MonUia  jusqu’à  sa  rencontre  avec  le 
méridien  de  Saint-Jean  au  point  A,  et  je  joins  A avec  le  Dcsierlo. 
Je  forme  ainsi  les  triangles  (5)  et  (6).  Dans  le  triangle  (5)  je  connais 
le  côté  Saint- Jcan-Montsia  (triangle  V),  l’angle  à Saint  Jean  ^azi- 
mut de  Moutagut  sur  Saint-Jean  — somme  des  angles  (Montagut- 
Saint-Jean-I.leberia  et  Lleberia-Saint-Jean-Montsia  );  l’angle  à 
Montsia  = 1800 -'-  somme  des  angles  (Saint-Jean-.Montsia-Lleberia, 
Lleberia-Monlsia-Bosc  cl  Bosc-Montsia-le  Tosal).  La  résolution  do  • 
triangle  (5)  donne  le  côté  A-Saint-Jcan  et. le  côté  /i-Montsia.  Dans 
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lo  triangle  (6)  je  connais  le  côté  A -Montsia  [triangle  (5)],  le  côte 
Montsia-lc  Desierto  (triangle  IX)  et  l’angle  compris  à Montsia1 
= l8o°  — somme  des  angles  „(  le  Tosal-Montsia-Arès  et  Am- 
Mqjptsia-le  Desierto).  J’en  conclus  le  côté  h- le  Desierto  et  les  deux 
angles  Montsia  .h.  le  Desierto  et  h . le  Desierto-Montsia. 

Le  triangle  (7)  a pour  sommets  le  point  h,  le  Iftsierto  et  le  pont 
Z , intersection  du  méridien  de  Saint-Jean  avec  le  côté  le  Desierto- 
Campvoy  ou  avec  son  prolongement.  Dans  ce  triangle  (7),  je  con- 
nais le  côte  Me  Desierto  [ triangle  (6)  j,  l’angle  en  A = i8o°  — 
somme  des  angles  (Saint-Jean .// .Montsia  et  Montsia  .h  .le  De- 
sierto) et  l’angle  /«.le  Di-sicrto  . /•  = 36o°  — somme  des  angles 
{h.  le  Desierto-Montsia  ,,  Monisia-le  Desierto-Arès,  Arés-le  De 
sierto-Lspadan  , Kspadan-lc  Desierto-Mongo  et  Mongo-le  Desierto- 
Campvey).  La  résolution  du  triangle  (7)  donne  le  côté  h-k , le  côté 
de  ce  triangle /-le  Desierto  et  l’angle  A.  A. le  Desierto.  Le  côte 
/-le  Desierto  = 8î5 18', 04.  Il  est  moindre  que  le  côte  Campvcv- 
le  Desierto  = 8:ï556',64  du  triangle  XV.  Cola  montre  que  le  méri- 
dien de  Saint-Jean  rencontre  .le  côté  Campvey-le  Desierto  sans 
que  celui-ci  doive  être  prolongé.  Par  conséquent,  le  côté  Campvey- 
Mongo  est  aussi  coupé  par  le  méridien  en  un  point  o ; les  points 
/ , o et  Campvey  sont  les  sommets  du  triangle  (8). 

bans  ce  triangle  (8)  je  connais  l’angle  / . Campvey. o = l’angle 
Desierto- Canipvey-Mongo;  l’angle  o.k . Campvey  = h , k . le  De- 
sierto et  le  côte  /-Campvey  = le  Desierto-Campvey  — /-le  De- 
sierto = 38* ,60.  Je  conclus  le  côté  k-o  et  le  côté  Z-Campvey. 

Les  sommets  du  triangle (9)  sont  le  point  o,  Mongo  et  le  point  r 
intersection  du  méridien  avec  le  côté  Mongo-Formentera;  dans 
le  triangle  (9),  je  connais  le  côté  «-Mongo  = Mongo -Campvey 
— o-Campvey  =5ü53i',85;  l’angle  r.o. Mongo  = / .o.Camp- 
et  l’angle  o.  Mongo.  r = Campvey-Mougo-Formentera.  J’en 
déduis  le  côté  p-r=2i343*,ç)6,  et  le  côté  r-Mongo  =55246', 63.  * 

Maintenant , par  Fermentera  je  mène  l’arc  //-Formcntera , per- 
pendiculaire au  méridien  de  Saint-Jean,  et  le  coupant  au  point  //. 
Je  forme  ainsi  le  triangle  (to)  rectangle  en  p , dans  lequel  je  con- 
nais le-  côte  /-Formcntera  ~z  Mongo-Formentera  — /-Mongo 
=^97l*3oj  l’angle  r.p  Formcntera  ==  90°,  et  l’angle p.i.Var- 
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montera  = o.r.Mongo.  1]  en  résulte  r.p  = to83',98.  Eufin, 
en  opérant  comme  pour  Monfjnny,  on  trouve  que  la  distance  p. F, 
du  point  p au  point  F,  où  le  parallèle  de  Formentera  coupe  le  # 
méridien  de  Saint-Jean  =8l,o6.  Kn  récapitulant  les  diverses  lon- 
gueurs que  nous  venons  «le  calculer,  on  trouve 
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Arc  méridien  cherché 

MF  ==  153675 ,33 
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Je  prolonge  le  côté  Arès-Montsia  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le 
méridien  de  Saint-Jean  au  point  m , le  côté  Bosc-Montsia  jusqu’à 
sa  rc  neontre  avec  le  même  méridien  au  point  jr,  et  je  joins  v 
avec  le  Desierto  et  avec  Mongo.  Je  forme  ainsi  les  triangles  (i  i),  : 

M.  (i3)  et(i4). 

Dans  le  triangle  (il),  je  connais  le  côté  Saint-Jean-Montsia 
triangle  V),  1 angle  à Saint-Jean  — azimut  de  Montagut  sur 
Saint-Jean  — somme  des  angles  (M«mtagut-Saint-Jcan-Lleberin  , 
et  Lleberia-Saiut-Jean-Montsiaj,  comme  dans  le  premier  système  ,lr^ 
el  l’angle  à Montsia  = i8o"  — somme  des  angles  (Saint- Jean-  *1 
Montsia-Lleberia,  Lleberia-Montsia-Bosc,  Bosc-Montsia-le  Tosal , 
le  Tosaf-Montsia-Arès);  en  résolvant  le  triangle,  j’obtiens  le  côté 
«/-Saint-Jean  et  le  côté  «/-Montsia. 

Dans  le  triangle  (12  , je  connais  le  côté  «/-Montsia,  l’angle 
y .m . Montsia  ==vi8o"  — Saint-Jean.  m.  Montsia,  et  l'angle 
«/.Montsia. jr  = 180"  — somme  des  angles .(/>; . Montsia-Saint- 
Jcan,  Saint- Jean-Montsia-I.leberia  , Meberia-Montsia-Bosc); 
calcule  le  côté  m y et  le  côté  ^p-Montsia.  , ..  * 
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Dans  le  triangle  ( 1 3);  les  données  sont  : le  oèté  /-Montsia,  le 
côté  Montsia-le  Desierto,  et  l’angle  compris  /-Montsia-le  lJc- 
sierto  =!  i8o°  — somme  des  angles.  (Bosc-Montsia-Ie  Tosal,  le 
Tosal-iMontsia-Arès , Arés-Montsia-le  Desierto).  On  en  conclut  le 
côté  v-le  Desierto,  l'angle  r-le  Desierto-Montsia,  et  l'angle 
Montsia- r-le  Desierto." 

t natjs  le'triangle  (-i4%  les  données  sont  : le  côte  r-le  Desierto, 
le  côte  le  Desierto -Mongo,-  et  l’angle  compris  r-le  Desierto- 
Mon,,o  = 36o°  — somme  des  angles  (/-le  Desierto-Montsia, 
Montsia  -le  Desierto-Arès,  Arès-lc  Desierto-F.spadan , et  Espadan- 
le  Desierfo-MongoV,  la  résolution  du  triangle  donne  le  côté  /- 
Mongo,  l’angle  le  Desierto  .y.  Mongo , et  l'angle  y Mongo-ie 
Desierto. 

Les  sommets  du  triangle  (i5)  sont  Mongo,  le  point  y et  le 
point  r,  intersection  du  méridien  de  Saint-Jean  avec  le  côte 
Mongo-Formentera.  Dans  ce  triangle,  je  connais  le  côté  y -Mongo, 
l’angle  r.y.  Mongo  = i8ou  — somme  des  angles  (Mongo.  y.  le 
Desierto',  le  Desierto./ .'Montsia  , Monstia  ./.«),•  et  l’angle 
y Mongo. r = le  Desicrto-Mougo-Campvey  -H  Campvcy-Mougo- 
Formentera  — r . Mongo-le  Desierto.  Je  calcule  le  fcôté  y-r,  l’an- 
’-glc  / . Mongo. r,  et  l’angle  / .r. Mongo.  Ce  dernier  angle,  qui  est 
Me  même  que  l’angle  r du  triangle  (9),  est,  de  part  et  d’autre, 
— 8?.°24'4",t  4-  Le  côté  r-Mongo’,  qui  est  aussi  commun  aux 
deux  triangle»  (9)  et  (i5),  est  donné,  parle  premier,  =55?46‘,63, 
et , par  le  sec  ou  d , = 55246', 66. 

Le  triangle  (16)  est  forme  en  abaissant  de  Forinentera  une 
perpendiculaire  snr  le  méridien  de  Saint-Jean;  il  est  le  même  que  le 
trianglefio),  et  donne,  comme  celui-ci,  r./j=»o83l, 98.  On  tre.u- 
verait  aussi,  comme  dans  le  premier  système,  pF  = 81 ,06. 
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Récapitulation . 


VT*  *# 


jJ3/ 

«»»'•  T 

iui/V* 


M — S'-Jcan.  ==  i3o881,7«, 

S»1- Jean  — /«  = ^19637,87 

m — r = 854 1 8 , 1 6 

.r  — r --  3 j ‘i {8,  j<> 

p — io83 ,g8 

F = 8 ,06 


m 


w — - 

p — 


1- 


Ait  méridien  cherche  MF  = i 53675  ,o6 
Par  le  premier  système,  on  a MF  = 1 53675  ,33 


Moyenne...  ==  i536']S  ,2c) 


Addition.  i Sur  quelques  précautions  qu’il  faut  prendre 
pour  effectuer  avec  sûreté  et  simplicité  les  calculs  nu- 
mériques dans  las  applications  de  Géodésie  et  d' As- 
tronomie, ou  ils  se  répètent  sous  des  formes  analogi- 
ques pour  une  longue  suite  d’opérations. 


Dans  les  applications  isolées  où  les  diverses  phases  du  calcul  nu- 
mérique se  suivent  avec  des  formes  progressivement  différentes,  il 
n y a pas  d’autre  recommandation  à faire  que  celle  de  l'exactitude  - 
de  chaque  détail , qui  s obtient,  avec  la  plus  grande  probabilité,  en 
réitérant  au  moins  deux  fois  chaque  operation  partielle  qui  conduit 
au  résultat  final . Mais,  lorsque  le  travail  que  l’on  doit  effiTtuer 
comprend  une  suite  plus  ou  moins  prolongée  d'applications  daine 
nature  analogue,  on  trouve  beaucoup  d avantage  à conserver,  au- 
tant qu  on  le  peut,  cette  analogie  dans  les  opérations  de  détail, 
tant  par  la  disposition  qu’fln  leui  donne  que  par  l’ordre  suivant 
lequel  on  les  accomplit;  et  l’on  peut  encore  souvent  Jes  ohregbr, 
comme  aussi  les  rendre  plus  sûres,  en  préparant  des  Tables  au  xi-  v 
liai  res  qui  s appliquent  à toutes,  ou  en  ealculant-d'avancelcs^uan- 
tit«-s  constantes  dont  l'emploi  doit  s’y  répéter. 
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I, 'utilité  de  ce  précepte  sera  facilement  sentie  dnns  la  pratique  ; 
mais,  comme  on  ne  peut  l'énoncer  que  d'nne  manière  générale  , 
je  le  justilierai  par  un  exemple  pris  parmi  les  questions  mêmes  qui 
viennent  de  nous  occuper.  y i. 

Je  suppose  que,  dans#he  grande  triangulation  géoilèskpie,  on 
ait  obtenu  tous  les  angles  sphériques  des  triangles  qui  s'appuient 
les  uns  sur  les  autres,  et  qne  l’on  connaisse  en  outre,  en  toises, 
la  longueur  de  l'arc  <pii  constitue  le  premier  côté  du  réseau  de  ces 
triangles  sur  la  sphère  oseulatriee  où  on  -veut -le  placer.  On  de- 
mande de  calculer  les  longueurs  de  tous  les  autres  côtes  sur  la 
meme  sphère,  ou  sur  des  sphères  différentes,  dont  les  rayons 
varient  progressivement  suivant  une  loi  donnée.  . . - 

Ce  calcul  pourra  s’effectuer,  soit  par  le  théorème  d»)  if'gendre , 
soit  par  les  formules  que  nous  avons  exposées  pages  107  et  108, 

§ 89.  Si  l’on  emploie  la  première  méthode,  on  transformera  chaque 
angle  donne  en  angle  rectiligne,  en  retranchant  de  sa  valeur  le  tiers 
de  l'excès  sphérique  du  triangle  auquel  il  appartient.  Alors  la  pro- 
portion s’établira  entre  les  côtés  et  les  sinus  de  ces  angles  réduits, 
et  l’application  immédiate  des  logarithmes  à ces  proportions  don- 
nera directement  les  longueurs  cherchées  les  unes  par  les  autres. 
Cette  voie  n’admet  que  le  calcul  successif,  sans  modification  ni 
préparation. 

Si,  au  contraire,  ou  veut  employer  les  formules  de  la  page  107, 
elles  donneront  d’abord  les  logarithmes  des  côtes  Ci,C5  par  la  con- 
naissance du  côté  C,  à condition  que  l’on  calcule  les  termes  correc- 
tifs qui  les  complètent.  Puis , ces  côtés  étant  connus,  on  en  déduira 
les  suivants  par  une  relation  analogue  appliquée  aux  angles  des 
triangles  dont  ils  font  partie.  Mais,  connue  ces  angles  entrent  par 
couples  dans  chaque  terme  correctif , leur  changement  continuel 
exigera  , pour  chaque  .côte , un  calcul  nouveau,  composé  de  trois-, 
éléments,  savoir,  un  côté  et  deux  aDgles,  dont  il  faudra  ainsi  re- 
nouveler continuellement  les  valeurs.  Or,  oaarrivera  au  même  luit 
plus  brièvement , et  par  des  operations  plus  analogiques  entre 
3 elles,  en  décomposant  le  calcul  des  ternies  correctifs  de  la  manière 

suivaAte^T  JIU  j-  . -NÉfetS  r v’ 4/-^  JH 

Je  considère  d'abord  nu  des  côté»  cherché . par  exemple  C,  . Sa, 
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relation  rigoureuse  avec  le  côté  donné  C est , page  107, 

sin  A, 


(•) 


i Ci  = sin  C 


Sur  A 


Donc,  en  prenant  les  logarithmes  tabulaires  des  deux  membres, 

, /sin  A,\  , 

*S.(sïXt  * 


log  sin  C,  = logsin  C 
sinA 


Le  logarithme  de  se  prend  immédiatement,  par  différence 

dans  les  Tables  de  sinus , puisque  A et  A,  sont  donnes  en  valeurs 
angulaires.  Il  n’y  a de  difficulté  que  pour  obtenir  log  sinC  d’après 
la  valeur  de  l’arc  C donné  en  toises.  Mais,  si  R est  le  rayon  de-  la 
sphère  osculatrice  à laquelle  appartient  cet  arc,  on  aura,  sur  cette 
même  sphère , par  les  formules  de  la  page  68, 


/.  (p 

log  sin  C = log  C g rj  ’ 


À 


on  en  déduira  donc 

(2) 


. • „ i /C  sin  AA  / 

IogsmC,=  |os|-lrnA  j-g 


C? 

R»' 


Si  le  réseau  des  triangles  est  assez  restreint  comparativement  aux 
dimensions  totales  du  sphéroïde  terrestre,  pour  que  l’on  puisse  , 
avec  une  suffisante  exactitude  , le  supposer  étendu  sur  une  même 
sphère  osculatrice  au  milieu  de  Sa  longueur,  la  connaissance  de 
log  sin  C,  suffira  pour  obtenir  immédiatement  les  logarithmes  des 
sinus  de  tous  les  côtés  suivants , puisque  ces  sinus  sont  lies  entre 
eux  par  de  simples  proportionnalités  ayant  pour  coefficients  les 
rapports  des  sinus  des  angles  opposés  aux  côtés  que  l’on  compare. 
Or,  d'après  l’épreuve  que  nous  avons  faite  pages  togét  i to,  cette 
supposition  d'identité  pourra  être  toujours  admise  comme  suffisam- 
ment exacte  dans  les  plus  grandes  triangulations  que  l’on  puisse 
effectuer  sur  la  surface  d’une  même  contrée.  Car,  si  l’on  suppose 
le  côté  C égal  à i oooooT,  puis,  que  l’on  calcule  le  terme  correctif 

AC1  m 

— - — avec  les  deux  valeurs  çxtrèmes  de  R rapportées  page  1 09, 

6KJ 

et  que  l’onforme  log  sin  C dans  cès  deux  Supputions , les  vXleùrs 

T.  III.  f • 2$ 
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de  sin  C qui  eu  résulteront  seront  gg9()84T,53  dans  la  sphèra  po- 
iairc  , et  r)<nc)84T,43  dans  l’équatoriale  ; de  sorte  qu’elles  différe- 
ront entre  elles  de  quantités  dont  on  ne  saurait  pratiquement  ré- 
pondre sur  une  svgraude  longueur.  Cette  différence  deviendra  donc 
bien  moindre  et  complètement  négligeable  sur  l’étendue  d’une 
même  triangulation  où  le  rayon  oscillateur  moyen  se  rapprochera 
toujours  des  rayons  extrêmes  bien  plus  que  ceux  que  nous  venons 
d'employer  comparativement. 

Le  logarithme  de  sin  C, , le  premier  de  tous,  étant  ainsi  obtenu 
numériquement  par  l’équation  (2) , on  formera  de  suite  tous  les 
autres  parordre,  d’après  la  condition  de  proportionnalité  aux  sinus 
des  angles  respectivement  opposés.  Il  ne  restera  plus  qu’à  revenir 
de  ces  logarithmes  à ceux  des  côtés  C, , C,,...  qui  y correspondent. 
Cad*  se  fera  encore  par  les  formules  de  la  page  68,  qui  donneront 

* lie  le,  *S'nî6, 

• I log  C,  = log  sin  C,  g -^r-  ; 

^ ) I r 1 ■ * sin’C, 

( log  C,  = log  sin  C,  -f-  g ~ ÿT~’  ‘ ‘ ' 5 

et  ainsi  de  suite,  R étant  toujours  le  rayon  de  la  sphère  oscuiatrice 
au  milieu  du  réseau  considéré. 


En  comparant  les  formules  (2)  et  (3) , on  voit  que  le  facteur  ^-1 


des  termes  correctifs  y sera  le  même  dans  toute  la  suite  des  calculs. 
On  obtiendra  donc  facilement  ces  termes  en  formant  le  logarithme 
de  efe  facteur  et  l’associant  à celui  de  C’,  Cj,  Cj,...,  ou  de  sin’C, , 
sin’C,,  sin’C, qui  se  trouveront  déjà  tout  formés.  Car,  si  on  le 
désigne  par  log  F,  les  logarithmes  des  termes  correctifs  seront 


Pou  r les  cquat  ions  (2) , ( log  F -+-  2 log  C„)  — ; 

Pour  les  équations  (3) , (log  F 2.l0g  sin  Qh-0  ■+■  ' 


Les  signes  mis  après  ces  deux  expressions  désignent  ceux  qu’il 
faudra,  donner  aux  nombres  qu’on  en  déduit. 

Dans  ces  calculs,  on  devin  prendre  pour  R la  normale  N qui  est  le 
rayon  de  la  sphère  transversalement  oscuiatrice  au  milieu  de  l’are 
que  la  U iunguhiLuiu  embrasse  , puisque  c'est  sur  IrS  sphères  osett- 
latrlres  daris  ré  sens  que  les  triangles  sont  censés  appliqués.  Profi- 
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tant  donc  , pour  cela  , île  la  connaissance  déjà  obtenue  sur  la  forme 
générale  du  sphéroïde , on  calculera  log  N par  la  série  de  la 
page  222  , en  donnant  à la  distance  polaire  d la  valeur  moyenne 
qui  convient  au  milieu  , ou  à peu  près  au  milieu  de  la  triangula- 
tion considérée. 

Supposons,  par  exemple,  que  cette  triangulation  s’étende  sur 
l’arc  méridien  compris  entre  les  stations  extrêmes  de  Greetvwich  et 
de  Formentera.  D’après  le  tableau  de  la  page  17g,  les  valeurs 
extrêmes  de  d seront  38° 3 1' 20"  et  5 1° 20' 7",  ce  qui  donnera 
pour  moyenne  44°55'43", 5.  On  pourra  doné,  sans  difficulté  , 
prendre  d égal  à 45°  en  nombres  ronds.  Alors,  cos!<7  étant -J , la 
valeur  de  log  N en  toises,  calculée,  par  la  série  de  la  page  222, 
avec  sept  décimales  exactes,  se  composera  des  ternies  suivants: 

log  a = 6,5147957  . . 

7/e1  = 0,00069  14 
* ‘ — c‘  = 0,00000  1 1 

log  N = 6^54882 

Il  est  évident,  par  les  considérations  précédentes , que  l’évaluation 
avec  sept  décimales  sera  parfaitement  suffisante  pour  le  calcul  des 
termes  correctifs.  On  a , d’ailleurs,  dans  le  même  ordre  de  déci- 
males , 

log  = 5,85963  3.  ’ v 

log  N5  = .3,0309764  . / 

11  en  résultera  donc  log  F = .5,8286567 

Alors  on  devra  ajouter  à ce  logarithme  2logC„,  on  2 log  sinC„ , ,,  se- 
lon que  l’on  voudra  employer  les  équations  (2)  ou  les  équations  (3). 
Mais,  d’apres  ce  que  nous  avons  reconnu,  le  premier  mode  de 
correction  ne  servira  qu’une  seule  fois  pour  transformer  en  sinus 
le  premier  côté  C,  base  de  la  triangulation.  La  petitesse  de  la  ca- 
ractéristique i5  ne  rend  pas  le  terme  correctif  insensible  dans  la 
seconde  conversion  , parce  que  les  sinus  ne  sont  pas  évalués,  ici , 
en  parties  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice  pris  pour  unité , mais 

23. . 
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en  toises,  dont  re  rayon  contient  toujours  un  grand  nombre.  Cela 
donne  aux  loearithmc^j|eS  «arrés  des  sinus  une  caractéristique 
positive  de  nithne  ordre  que  celle  des  arcs. 

Au  tome  II  de  la  Basertu  fy  sterne  métrique,  page  698,  Delambre 
a prusenté  le  calcul  des^tennés  correctifs  sons  celte  forme  logarith- 
mique , niais  avec  une  petite  inadvertance  théorique  qui , heu- 
reusement, ne  Saurait  avyir  qu’ilne  influence  négligeable  sur  les 
résultats  qu’il  en  déduit.  Pour  coficevoirj.cn  quoi  elle  consiste  , il 
faulse  rappblqr  queJe  êaloid  des  triangles  s'effectue,  dans  ce  pro- 
* rude,  en  les  supposant  places  sur  la  sphère  transversalement  oscilla* 
iricc  au  méridien.  C’est  donc  évidemment  la  normale  moyenne  K 
qu'il  faut  prendre  eorome  rayon  de  cette  sphère  jjottr  calculer  les 
ternies  correctifs,  Comme  je  l’ai  fait  ici.  Au  lieu  de  cela  , Delambre 
forme  le  facteur  F en  employant  pour  R le  rayon  du  cercle  qui  est 
oscu  lAteur  d.-fnsie" serfs  du  méridien  , raril  Iç  déduit  du  degré  moyen 
mcsurc-dans  ce  sens.  C’est  sur  ce  principe  qu’il  a calculé  les  Tables 
numériques  de  réduction  Jet  II,  rapportées  pages  ^83  et  789  «lu 
même  volume , Tables  dbnt  je  parlerai  dans  un  moment.  Mais,  sans 
doute,  cette  inadvertance  théorique  lui  a çchappé , paire  qu’elle 
itîa  pas,  dans  les  applications,  de  conséquence  appréciable.  En 
effet , en  calculant  log  F par  le  rayon  oscillateur  elliptique , comme 
iVHc  fait  à la  page  G98  du  tome  II , il  trouve 

log  F t5, 83 1 33  33700. 

Le  degré  du  Aéiidien-  qu’il  y emploie  répond  à peu  près,  dans  ses 
hypotlk'ses,  à larlistancc  polaire  43°  3o'.  Maintenant,  si  l’on  vent 
trouver  la  valeur  de  log  F correspondant  à celte  même  distance 
polaire,  snr  la  sphère  transversalement  osculatrice  à l’ellipsoïde 
que*  Delambre  a adopté.,  il  faut  d’abord  prendre  au  tome  III , 
page  291,  le  logarithme  de  la  normale  |>onr  la  distance  polaire  pré- 
cédente, en  supposant  le  demi-grand  axe  égal  à l’unité,  puis  y 
ajouter  le  logarithme  de  ce  demi-axe  en  toises'tcl  que  je  l’ai  donné 
page  342.  On  a ainsi  le  logarithme  de  la  normale  en  toises  dans 
cette  hypothèse,  lequel  est 

log  N = f., 5 1353  58338. 
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Alors  , en  calculant  lot;  F avec  cette  valeur,  comme  je  l'ai  lait  plus 
haut , on  trouve 

lo-  F = 1 5, «>856  > 3y34  'i|\[  * #•  y» V 

« •>  ^ * > • ■ • t ^ ■ v # 

Cette  évaluation  s’écarte  à ]>eine  de  celle  rJpVnous  âVons  obtenu»» 

sur  notre  ellipsoïde  pour  une  distance  polaire  presque  égale.  Telle 
est  donc  la  valeur  de  log  F que  Delambrc  aurait  dû  adopter  pour 
être  conséquent  avec  ses  constructions.  Mais , pour. vdir  que  I4  dif- 
férence dtf  ces  deux  évaluarions  n’a  eu  qu’une  influence  ffeSiçeaMe 
sur  ses  résultats,  il  n’y  a qu’à  les  employer  successiveméht  pour 
convertir  en  sinus  la  base  de  Melun  , dont'la  longueur  C,  expri- 
mée en  arc  et  en  toises , tome II , page  6y8,  a pour  logarithme., 

log  C = 3,78261  067.34  » ^ •* 

' car  on  en  déduit  ainsi  : 

Par  le  facteur  elliptique  de  .Delambrc, 

logsinC  =:  3,78361  0372!  ; 

Par  le  facteur  normal, 

logsinC  = 3,78361  037  36.  ^ V 

Or,  en  repassant  aux  nombres  , on  trouve  que  ces  deux  sinti»  tit, 
furent  seulement  de  de  ligne  , quantité  dont  il  était  ïmpos 
sible  de  répondre  dans  les  mesures  de  l’arc  C.  Ainsi,  lés  sinus  de- 
tous  les  autres  côtés  de  la  chaîne  se  déduisant  de  celui-là  par  simple 
proportion,  les  erreurs  que  leur  évaluation  comportait  ont  dû 
ctre  pareillement  insensibles. 

Dans  le  calcul  de  sa  triangulation,  Delambrc  n'a~  pas  employé 
les  termes  correctifs  sous  leur  forme  logarithmique , comme  je  lés 
ai  donnés  plus  haut.  lien  a formé  deux  Tailles  auxiliaires,  rap- 
portées an  tome  II,  pages  J&3  et  7 ou  les  corrections  sont 
calculées  numériquement  pour  des  valeurs  de  C ou  de  sin  Q,  pro- 
cédant par  des  intervalles  de  1000  toises  pour  toutes  les_grandeurs 
que  sa  triangulation  embrassait;  et  il  ^ prenait  leurs  valpurs  pré- 
cises, par  proportionnalité,  entre  lus  nombres  les  pins  voisins  de 
ces ‘fables,  . Mais',  ainsi  qu’on  petit  le  voit  par  un  exemple  qu’il  en 
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«tonne  lui-même  au  tome  II,  page  698,  l’évaluation  de  ces  pro- 
portionnelle# est  aussi  pénible  et  beaucoup  plus  sujette  h erreur,  que 
le  calcul  direct  effectué,  pour  chaque  cas,  par  les  expressions  lo- 
garithmiques mises  sous  les  formes  simples  que  je  leur  ai  données 
plus  haut.  Cette  manière  de  procéder,  qu’il  a préférée,  était  ap- 
propriée à l'habitude  qu’on  a eue  trop  longtemps,  à mon  avis  , 
dans  les  calculs  astronomiques  et  géodésiqitcs,  d’épargner,  autant 
«ju’oti  le  pouvait,  l'emploi  immédiat  des  Tables  de  logarithmes, 
comme  s’il  y avait  quelque  intérêt  à exempter  de  l’usage  de  celte 
invention  admirable  les  personnes  auxquelles  ces  calculs  étaient 
confiés.  Il  me  Semble  , au  contraire,  très-essentiel,  pour  la  sûreté 
des  résultats , de  recourir  immédiatement  aux  Tables  logarithmi- 
ques pour  lu  traduction  des  formules  en  nombres  lorsqu’elles  se 
présentent  ainsi  exprimées,  afin  de  laisser  toujours  subsister  la 
trace  de  leur  origine;  sauf  à réduire,  autant  que  possible  , les  lo-  ‘ 
garithmes  variables- qu’il  faut  y introduire  dans  chaque  application 
particulière  , connue  nous  l’avons  fait  ici. 

Je- terminerai  ce  que  j’ai  à dire  sur  cette  partie  importante  de 
l’Astronomie  qui  concerne  les  opérations  géodésiques,  en  men- 
tionnant, avéc  de  justes  éloges,  un  Abrégé  de  Géodésie  h l'usage 
des  marins , qui  a été  composé  par  M.  liegat,  ingénieur-hydro- 
graphe de  la  Marine  française.  Toutes  les  questions  que  les  marins 
peuvent  avoir  besoin  de  résoudre  pour  effectuer  les  relèvements 
des  cèles , ou  pour  des  nivellements  astronomiques,  ou  même  pour 
des  motifs  purement  scientifiques,  y sont  exposées  avec  toute  la 
clarté  désirable , et  traitées  avec  la  plus  grande  simplicité.  Si  les 
mélbodcs  que  j’ai  présentées  peuvent , connue  je  l’espère,  ajouter 
éncorc  quelque  chose  ù ces  deux  qualités,  qHesne  feront  qu'accroître 
l'appropriation  de  Y Abrégfi\c  M.  Begat  aux  usages  nautiques,  pour, 
lesquels  il  l’avait  spécialement  préparé. 
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Manière  de  fixer  les  positions  relatives  des  différents 
points  de  la  surface  terrestre. 

2C2.  Los  connaissances  que  nous  venons  d’acquérir  sur  la  figure 
de  la  terre  nous  permettent  tic  déterminer  avec  exactitude  les  por- 
tions relatives  des  divers  points  de  sa  surface , c’est-à-dire  la  situa- 
tion précise  des  différents  lieux,  leurs  distances  mutuelles;  eu  un 
mot,  tous  les  résultats  rigoureux  de  la  géographie  mathématique. 
Entrons  dans  quelque  détail  sur  cette  utile  application. 

Lorsqu’on  veut  représenter  exactement  la  configuration  d'un 
terrain , et  fixer  la  position  des  principaux  objets  qui  y sont  situés, 
on  lie  ces  Objets  par  des  triangles  dont  on  mesure  les  angles  et  dont 
on  calcule  les  côtes  ; cela  s'appelle  lever  an  plan. 

§i  le  terrain  que  l’on  doit  mesurer  est  considérable,  par  exem- 
ple s’il  s’agit  d’une  province  ou  d’un  grand  pays,  on  le  traverse  d’uu 
bout  à l’autre  par  une  méridienne  , que  l’on  trace  suivant  les  pro- 
cédés que  nous  avons  expliqués  dans  le  chapitre  XVIII.  Ensuite 
on  choisit  sur  cette  méridienne  un  certain  nombre  de  points  plijs 
ou  moins  rapprochés,  et  par  ces  points  on  trace  autant  d’arcs  tic 
grands  cercles,  pcrjjcndtculaires  à la  méridienne,  toujours  par  tes 
procédés  que  nous  avons  décrits.  La  méridienne  et  les  perpendi- 
culaires forment  ainsi  un  système  de  coordonnées  curvilignes , aux- 
quelles on  peut  mathématiquement  rapporter  les  différents  points 
de  la  surface  terrestre.  En  effet,  la  situation  d’un  objet  est  évi- 
demment déterminée  lorsqu’on  connaît  : i°  sa  distance  ù la  méri- 
dienne , distance  qui  se  mesure  sur  la  perjiendiciilaire  ; 2°  lfarc  de 
la  méridienne  compris  entre  la  perpendiculaire  et  le  point  que  l’on 
a choisi  sur  cette  méridienne  pour  lieu  de  départ.  Pour  tracer  tes 
résultats  sur  un  plan , on  suppose  la  méridienne  développé*  suivant 
une  ligue  droite,  et  les  perpendiculaires  sont  figurées  par  d’autres 
lignes  droites  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à la  préçé-  < 
dente.  C’est  ainsi  qu’a  été  construite  la  grande  carte  de  France  que 
1 (Ui  doit  a la  famille  scientifiquement  historique  des  (lassini^  et 
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elltiaéte  appelé  de-leur  nnmî  ta  triangulation  générale  quelle  a 
exigée  a été  ertfièrcmjait.  recommencée  cfeptiis  par  tes  ingénieurs  du 
départeimiit  de  la  Guerrej1  «jui  l’ont  c.xétutéé  avec  des  instruments, 
desqirocéüés  d’oliscrviition  et  des  méthodes  de  calculs  beaucoup 
plus  exacts  que  j’ai  exposés  dans  le  chapitre  XVlII.Ona  tiré  de 
ces  matériaux  les  éléments  d’un c carte  générale  de  la  France  qui 
s«*a  à la  fois  meilleure  et  plus  conforme  à l’état  actuel  des  locali- 
tés. Mais  le  princij)e.de  représentation  est  le  même.  Tous  les  points 
en  sont  rapportés  à la  méridienne  qui  passe  par  la  grande  salle  de 
l'Observatoire  de  Paris.  Le  point  qui  sert  d’origiue  des  coordon- 
nées , et  à partir  duquel  oïi  commence  à ‘compter  les  ares  de  cette 
méridienne,  est  au  centre  de  cette  salle.  La  construction  de  ees 
Varies  offre  comme  une  sorte  de  reseau  étendu  sur  la  surface  ter- 
restre, et  dont  les  fils  servent  de  guides  pour  retronver  la  position 
des  lieq,\. 

Dans- la  supposition  île  la  terre  sphérique  , supposition  bien 
suffisante  .pour  l’objet  qui  nous  occupe,  on  a vu  que  les  perpen- 
diculaires Sont  des  grands  cercles  qui  vont  tous  concourir , stir  la 
sphère,  ên  deux  points,  ou  pôles,  situés  aux  extrémités  du  dia- 
mètre normal  au  plan  du  premier  méridien.  Cependant , pour  la 
«instruction  de  la  carte,  on  les  représente  par  des  lignes  droites 
parallèles.  Les  véritables  rapports  de  configuration  et  d’étendue 
doivent  donc  se  trouver  altérés  par  cette  circonstance.  L’erreur  est 
de  peu  d'importance  à une  petite  distance  de  part  et  d’autre  du 
méridien  qui  sert  de  point  de  départ,  parce  qu’alors  la  conver- 
gence des  perpendiculaires  n’estpas  encore  sensible.  Mais  elle  aug- 
mente rapidement  avec  la  surface  que  lu  carte  embrasse.  Déjà  , 
dans  les  extrémités  orientales  et  occidentales  de  la  grande  carte  de 
France,  les  dimensions  des  pays,  du  nord  au  sud,  se  trouvent  ainsi 
sensiblement  dilatées  ; ce  qui  altère  leur  configuration.  C’est  nn  in- 
convénient «le  ce  genre  de  construction ,'  dont  l’application  se 
trouve  ainsi  limitée.  “ • ‘ ••  > 

* 2(55.  Kn  la  bornant  à une  étendue  convenable , elle  offre  un 

avantage  ; «est  que  les  perpendiculaires  'à  la  méridienne  étant  des 
grands  cercles,  donnent  immédiatement  la  plus  courte  distance  des 
lieux  à la  méridienne.  Cette  propriété  appartient  essentiellement 
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aux  lignes  gpodesiques,  et  dérive  de  leur  cppstruction , telle  que 
nous  l’avons  définie.  Quelle  que  soit  la  figure  de  la.tpcc,  ces  li- 
gnes sout  les  plus  iourtes  que  l'on  puisse  mener  entre  deux  points 
donnés,  et  elles  déterminent,  par  conséquent,  la  plus  courte  dis- 
tance itinéraire  de  ees  points  sur  le  sphéroïde.  Mais  la  démonstra- 
tion de  cette  propriété  suppose  un  calcul  qui  ne  peut  trouver 
place  ici. 

204.  Les  opérations  du  tracé  sont  bornées  «i  des  étendues  très- 
petites,  par  rapport  aux  dimensions  totales  de  la  terre.  U est 
impossible  de  prolonger  ces  courbes  à travers  les  mers,  jT un  con- 
tinent à un  autre.  On  .y  supplée  par  des  observations  astronomi- 
ques. 

'Pour  connaître  la  situation  d’un  lieu  >ur  la  surface  terrestre, 
il  suffit  de  connaître  le  parallèle  sut  lequel  il  se  trouve , et  sa  po- 
sition sur  ce  parallèle.  Tout  se  réduit- donc'  à déterminer  ces  deux 
éléments.  •.  f Y • sa 

Le  parallèle  se  déterminé' par  l’observation  de  la  latitude  ou  de 
la  distance  à l’équateur.  Nous  ayons  donné  plus  liant  les  moyens  de 
la  mesurer  par  des  observations  de,  distances  zénithales  méridien- 
nes, faites  avec  des  instruments  fixes.  Nous  apprendrons  plus  loin 
à obtenir  le  mémo  résultat  avec  les, instruments  portatifs»  Ce  pre- 
mier élément  de  position  peut  donc  être  considéré,  sinon  .connue 
connu,  du  moins  comme  généralement  déterminable  pour  un  lieu 
quelconque. 

La  position  du  lieu  sur  le  parallèle  so.Uouye  en  calculant  sa  dis- 
tance à un  méridien  connu.  Pour  cela , on  en  choisit  un  r à vo- 
lonté, que  l’on  suppose  fixe,  et  qucl’op  nomme  premier  méridien. 
Ce  sera , par  exemple , celui  qui  passe  par  Parus.  Si  l’on  imagine 
plusieurs  autres  plans  méridiens,  menés  par  les  divers  points  d’un 
même  parallèle,  ils  feront  des  angles  dièdres  plus  on  moins.grands 
avec  le  premier.  Chaque  point  sera  donc  distingué  des  autçes  par 
l’angle  qui  lui  est  propre, et  qui  lixe  sa  position  sur  le  parallèle.  Cet 
angle  se  nomme  la  h>n°itn<lc  du  Ueu.  Comme  tous  les  plans  des  mé- 
ridiens se  consent  înutucUemepl,  suivant  ,^’axe  de  rotation,  du  ciel, 
leurs  angles  dièdres  ont  pour-'iAesm-e  l’are  de  l’équatotp-  compris 
entre  eux-  AinSL,  «huis  l’appiicalionactnclle,  la  mesure  de  la  lon- 
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gitude  est  I arc  de  l'cquuteiir  compris  entre  le  premier  méridien  cl 
le  méridien  local  que  l’on  veut  considérer.  La  longitud-  est  oricn- 
tale  ou  occidentale , selon  que  le  lieu  est  situé  à l’orient  on  a l’oc- 
cident du  premier  méridien.  Au  moyen  de  cette  convention  , les 
valeurs  par  lesquelles  on  l’exprime  sont  toujours  moindres  qu’une 
demi -circonférence. 

D après  ces  définitions,  lorsqu'un  astre  quelconque  passe  au 
premier  méridien , par  1 effet  du  mouvement  diurne  du  ciel , il  se 
trouve  à I occident  de  tout  méridien  plus  oriental,  et  l’orient  de 
tout'meriilien  plus  ocgdeutal.  Deux  points  de  la  terre  qui  diffèrent 
en  longitude  comptent,  au  même  instant,  des  heures  différentes. 
Par  exemple,  si  l’angle  qui  les  sépare  est  la  viçgt -quatrième  par- 
tie de  la  circonférence,  du  i5  degrés  sexagésimaux,  lorsque  le 
soleil  sera  arrivé  au  raéridiè’n  le  plus  oriental , il  sera  encore  éloi- 
gné de  1 autre  de  t5“  ou  delà  Vingt-quatrième  partie  du  jour.  Les 
habitants  de  cette  partie  plus  occidentale  de  la  terre  n’auront  donc 
pas  encore  midi,  mais  onze  heures  du  matin.  Ils  ne  compteraient 
que  dix  heures  si  l'angle  des  deux  méridiens  était  de  3o°.  En  gene- 
ral, le  retard  est  proportionnel  à cet  angle  (*). 

C est  ainsi  que  les  matelots  de  Magellan  , lorsqu'ils  revinrent  en 
Portugal , après  avoir  faille  tour  de  la  terre,  comptaient,  abord 
de  leur  vaisseau  , un  jour  de  moins  que  dans  le  port  d’où  ils  étaient 
paitis.  En  effet,  tandis  que  le  méridien  du  port  restait  fixe,  ces 
navigateurs  s’en  étaient  éloignés , en  sc  dirigeant  toujours  vers  l'oc- 
cident, et  en  suivant,  pour  ainsi  dire,  le  mouvement  diurne  du 
soleil.  Ils  avaient  transporté,  peu  à peu,  tout  autour  de  la  terre , 
le  méridien  de  leur  navire  , d'apres  lequel  ils  comptaient  les  jours. 
Il* devaient  donc,  à leur  retour,  se  trouver  en  retard  d'une  révo- 
lution entière  du  soleil,  ou  d’un  jour  entier.  Le  contraire  arrive  à 
ceux  qui  s avancent  vers  1 orient , et  qui  vont , pour  ainsi  dire , au- 
devant  dtr  soleil. 

Ainsi,  en  général,  les  observateurs  situes  sorts  deux  méridiens 
differents,  comptent,  au  même. instant , des  heures  différentes , et 


(*)  J mnfrfom  encore  ici  la  division  ordinaire du  jour  en  x}  heures.  Il  est 
eïi.lanl  ([lie  lo  raisonnement  serait  lu  même  dans  la  division  décimal». 
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la  dij/crence  des  longitudes  est  égale  à celle  des  heures  locales,  con- 
vertie en  degrés  de  l 'équateur. 

2GK.  On  parviendrait  à connaître  cette  différence  si  l’on  pou- 
vait  avoir  un  signal  instantané  qui  fût  aperçu  en  même  temps  dans 
les  deux  lieux.  La  différence  des  heuresiocales  absolues , pomptées 
à ce  même  moment , donnerait  la  différence  des  longitudes.  Lors- 
que ces  lieux  sont  assez  rapprochés,  pour  qu’un  point  intermé- 
diaire de  la  surface  terrestre  soit  visible  de  l’un  et  de  l’autre,  on 
opère  en  ce  point  des  apparitions , ou  des  disparitions  soudaines  de 
signaux  lumineux,  comme  je  l'ai  expliqué  dans  le  chapitre  XVIII 
en  parlant  de  la  mesure  des  arcs  de  parallèles.  Mais  la  courbure  de 
la  terre  rend  ce  procédé  inapplicable  entre  des  lieux  plus  éloi- 
gnés. 

Heureusement,  les  phénomènes  astronomiques ‘offrent  beau- 
coup de  ces  apparitions (subites  propres  à servir  de  signaux.  Tek 
sont,  par  exemple,  les  éclipsej'  de  lune,  de  soleil,  celles  d<* 
étoiles  par  la  lune,  que  l’on  nomme  occultations  d'étoiles,  et  d’au- 
tres phénomènes  du  même  genre,  qne  nous  ferons  connaître  par  la 
suite. 

On  emploie  aussi , pour  le  même  objet , l’observation  des  dis- 
tances de  la  lune  aux  étoiles  , que  l’on  mesure  avec  des  instruments 
de  réflexion , qui  peuvent  servir  même  à la  mer,  et  dont  nous  par- 
lerons plus  loin.  Le  mouvement  propre  de  la  lune  étant  très-rapide, 
ses  distances  au  soleil  ou  aux  principales  étoiles  varient  à chaque 
instant.  L’observation  exacte  de  cette  distance  fixe  donc  et  déter- 
mine l'instant  physique  où  elle  a été  faite.  Si , par  exemple  , on 
observe  aujourd'hui  en  Amérique,  à telle  heure,  telle  minute, 
telle  seconde , une  distance  de  la  lune  au  soleil  ou  à Rigel , et  si  l’on 
sait,  d’ailleurs,  par  la  Connaissance  des  Temps , que  teltt:  distance 
aura  lieu  à telle  heure,  telle  minute , telle  seconde  du  méridien  de 
Paris,  cetteobservationseraaussi  comme  celle  d’unsignal  instantané, 
et  la  différence  des  temps  donnera  l’angle  des  méridiens  ou  ladifie- 
ronce  des  longitudes.  C'est  pour  cela  que  les  distances  de  la  lune  au 
soleil  et  aux  étoiles  principales  sont  calculées,  dans  la  Connaissance 
des  Temps,  de  trois  heures  on  trois heures  pour  le  méridien  do  raris. 
l>an»  le  Nantirai  Almanach,,  elles  le  sont^pour  k méridien  de 
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Greenwich.  Nous  reviendrons  pins  tard  sur  ce  procédé , quand 
nous  aurons  déterminé  les  Jprç  dû  mouvement  de  la  lune , et 
nous  verrons  alors  quel  degré  d’exactitude  on  en  peut  attendre  : 
sa  connaissance  est  surtout  d’nne  importance  extrême  pour  les 
«tarins.  -K  '■'-fajj! 

200.  On  a cherché  à atteindre  le  même  bot  au  moyen  des  in- 
stninicnts  nommés garde-temps,  pu  montras  marines , dont  j’ai  in- 
diqué la  construction  mécanique  tlâns  le  tune  II,  page  3t6.  Ce 
sont,  comme  je  l’ai  ditalors,  des  montres  portatives  construites  avec 
un  soin  extrême,  èt  munies  de  compensateurs , de  manière  à con- 
server toute  leur  régularité,  maigre,  les  variations  de  température 
et  malgré  "les  secousses  inséparables  d’un  long  voyage.  On  règle 
la  montre  au  moment  du  départ , et  si  elle'.marque,  par  exemple, 
oh  omos  lorsqu’une  certaine  étoile  passe  au  méridien , quelque  part 
qu’on  la  transporte  ensuite,  il  en  sera  toujours  de  même  en  sup- 
posant sa  marotte  exacte  ; et  lorsqu'elle  marquera  oho"‘o’,  on  sera 
sûr  que  l’étoile «pnt  il  s’agit  passe  au  premier  méridien.  Il  suffira 
donc  d’attendre  que  Cette  étoile  passe  au  méridien  du  lieu  où  l'on 
se  trouve,  et  de  voir  l’heure  que  l’horloge  indique  ; ce  sera  la  dis- 
tance des  deux  méridiens  exprimée  en  temps,  et  l’on  en  déduira 
aussitôt  la  différence  des  longitudes. 

On  est  obligé,  dans  cette  eslipiation,  d’avoir  égard  aux  petits 
mouvements  particuliers  que  l’on  a remarqués  dans  les  étoiles  , et 
qui  font  varier  un  peu  l'heure  de  leur  retour  au  méridien.  Mais, 
dans  l’état  actuel  «Je  l’astronomie,  ces  mouvements  sont  très- 
exactement  conpus , et  il  est  facile  d'y  avoir  egard.  On  emploie 
aussi,  avec  des  corrections  analogues,  les  mouvements  du  soleil  et 
des  planètès. 

207.  Pour  énoncer  le  procédé  de  la  manière  la  plus  simple,  nous 
avons  supposé  que  l'on  observait  l’instant  où  l’astre  passe  au  mé- 
ridien. On  le  peut  dans  un  observatoire  fixe;  mais  cela  serait  im- 
praticable à la  mer,  où  l'oa  ne  peut  faire  usage  d'aucun  instru- 
ment immobile,  à cause  dij  mouvement  du  vaisseau.  Heureuse- 
ment, cette  condition  n’est  pas  du  tout  nécessaire.  Car,  puisque  a cha- 
que instant  la  montre  vous  indique  l’heure  qu’il  est  au  point  d’où 
l'on  est  parti , tout  consiste  à déterminer  l’heure  qu’il  est  au  mémo 
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institut  au  point  où  l'on  su  trouve  ; c’est  ce  cfu’il  est  tfès-aisé  de 
faire  , munie  à la  mer,  en  observant  la*  hauteur  du  soleil,  d’ilne 
étoile , ou  d’une  planète  sur  Phorjzon.  En  effet,  ta  latitude  du 
vaisseau  est  connue  par  les  hauteurs  méridiennes  du  soleil  ou  des 
étoiles  que  l’on  observe  tôus  les  jours  et  même  plusieurs  fois  par 
jour,  lorsque  le  ciel  est  serein.  Ainsi  on  aura  l’hcdVe , comme'daqs 
le  § 529  , par  le  calcul  de  l’angle  horaire , d'après  la  hauteur  ob- 
servée (*):  » » ] . 

Nous  avons  aussi  supposé  que  la  montre  marïhe  suivait  exacte- 
ment, malgré’  le  tran  port,  la  marche  qu’elle  avait  primitivement 
au  lieu  du  départ.  Cela  est  presque  impossible  ,*  à in  rigueur,  et 
quelque  parfaits  que  ces  instruments  puissent  être,  il  serait  très- 
imprudent  de  s’y  confier  aveuglément.  Mais  en  observait  des  hau- 
teurs du  soleil  ou  des  étoiles,  toutes  les  •fois  que  cela  est  possible, 
on  linit  par  connaître,  jour  par  joué,  la  marche  de  la  montre,  et 
par  déterminer  ses  plus  petites  illégalités,  auxquelles  pn  a en- 
suite égard  dans  le  calcul  de  la  longitude.  Comme  dans  ces  opera- 
tions faites  à bord,  l’observatoire  marché  avec  l’observateur,  on 
tient  oompte  de  l’effet  «le  son  déplacement  sur  les  observations  que 
l’on  compare  ,-au  moyen  de  divers. 'procédés  connus  des  marins. 

Je  ferai  connaître  plus  tard  , avec  détail , l’extrême  perfection 
que  l’on  a donnée  à ces  diverses  méthodes,  chronométriques  ou 
astronomiques , ainsi  que  l’usage  qu’on  en  fait  pour  trouver  la 
longitude  tant  sur  mer  qué  sur  terre.  Mon  dessein,  dans  ces  com- 
mencements, est  seulement  d’indiquer  la -natùre  des  procédés. 
Mais  je  «fois  pourtant  dire  comment,  dans  un  navire  qui  oscille 
sur  les  flots  de  la  mer,  on  peut  obtenir,  _ par  observation,  les  dis- 


'*)  Soient  A la  distança  polaire  de  l'astre;  Z sa  distança  zénithale,  ou  le 
complément  de  sa  hauteur  uppArenle  corrigée  de  la*réfraction  ; D la  distaifcc 
du  pôle  au  zcmlh  ou  te  complément  de  la  latitude  ; enlin  P’  l’angle  horaire 
cherché.  Les  trois  quantins  A,  I),/.  étant  conDues  par  l'observation , on  aura 


formule  qui  a dej.i  été  donnée  Ionie  II,  page  joi. 
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lances  angulaires  des  astres  âh  zénith  fixe,  et  mesurer  aussi  les 
disjances  angulaires, de  ce*  astres  entre  eux. 

208.  Eu  cela , comme  dans  les  autres  parties  de  l’astronomie 
observatrice,  l'exactitude  est  une  acquisition  toute  moderne.  On 
s’est  servi  à la  mer,  pendant  bien  des  siècles,  d’instruments  gros- 
siers tels  que  Y astrolabe,  fig.  5?.,  et  Y arb  a leslrille,  fi  g.  53.  Je 
n’en  parle  que  parce  qu’ils  sont  mentionnés  fréquemment  dans 
d’anciens  voyages,  et  que  leur  usage'se  comprend  à la  simple  in- 
spection. L’astrolabe,  appelé  aussi  anneau  astronomique,  était 
un  cercle  de  métal  divisé , portant  à son  centre  une  alidade  tour- 
• liante  munie  .de 'deux  pinnules,  et  ayant,  sur  son  contour,  un 
anneau  A par  lequel  on  le  tenait  librement  suspendu.  Le  point  de 
susjiension  figurait  le  zénith  de  l’instrument,  et  le  diamètre  pas- 
sant par  ce  point  figurait  la  verticale.-  Pour  observer,  on  tournait 
l’alidade  jusqu’à  ce  que  l’œil , placé  en  O,  aperçût  l’astre  S à tra- 
vers les  pinnules  , et  on  lisait  sur  la  division  l’angle  formé  par  la 
ligne  visuelle  avec  le  diamètre  vertical  AB,  ou  avec  le  diamètre 
horizontal  lin.  Le  premier  de  ces  angles  était  ladistance  de  l’astre 
au  zénith,  le  second  sa  hauteur  sur  l’horizon.  Mais  les  oscillations 
du  navire , rendant  le  diamètre  vertical  instable , devaient  causer 
de  grandes  erreurs  dans  l’angle  observé.  L’arbalestrille , qui  a etc 
plus  longtemps  en  usage,  et  qui  est  représentée  ici,  fig.  53,  se 
compose  d’abord  d’une  planchette  de  bois  équarrieOL,  au  milieu 
de  laquelle  est  implanté  un  axe  cylindrique  AX  aussi  en  bois,  sur 
lequel  se  meut,  à frottement , une  planchette  PP  dont  le  plan  lui 
est  perj>cndiculaire.  Pour  observer  le  soleil,  unique  usage  de 
l’instrument,  on  tourne  le  dos  à cet  astre,  et  plaçant  l’œil  en  O, 
on  abaisse  le  bout  X de  l’axe  vers  l’horizon  apparent  de  la  mer; 
puis  on  fait  mouvoir  la  planchette  PP,  en  la  tenant  toujours  ali- 
gnée sur  cet  horizon,  jusqu’à  ce  qu’elle  atteigne  l’extrémité  de 
l’ombre  projetée  sur  l’axe  AX,  par  la  branche  opaque  AL.  Sup- 
posons ces  deux  coïncidences  simultanément  opérées;  quand  la 
planchette  mobile  est  arrivée  en  I,  l’angle  LIO  est  évidemment  la 
hauteur  actuelle  du  soleil  au-dessus-de  l’horizon,  et  il  peut  se  cal- 
culer d’après  les  dimensions  de  l’instrument,  ou  il  peut  se  lire  sur 
l’axe  même , si  le  constructeur  v a trace  d’avance  des  divisions  qui 
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expriment  sa  valeur,  pour  l’intervalle  que  la  planchette  PP  a par- 
couru , depuis  l'origine  X.  On  voit  que  cet  instrument  n çst , en 
réalité,  qu’un  gnomon  sur  lequel  la  limite  de  l'ombre  doit  être 
fort  incertaine-;  mais  il  faut  y remarquer  l’idée  ingénieuse  de  réa- 
liser une  ligne  horizontale,  ou  à peu  près  horizontale,  dans. une 
station  d’observation  perpétuellement  mobile , en  alignant  nn 
rayon  visuel  sur  l’horizon  apparent  de  la  mer.  Car  ce  même  prin- 
cipe a été  appliqué  dans  tous  les  instruments  postérieurs. 

269.  A la  rigueur,  le  rayon  ainsi  aligné  n’est  pas  exactement 
perpendiculaire1  à la  verticale  du  point  d’observation , ni  même 
exactement  rectiligne.  Il  se  dirige  de  ce  point,  tangentiellcment  à 
la  surface  sphéroïdale  de  la  mer,  en  décrivant  une  trajectoire 
courbe,  modifiée  par  l’influence  actueHe  de  la  réfraction,  entre 
le  point  de  départ  et  le  point  de  tangence.  Mais  on  connaît  tou- 
jours la  hauteur  absolue  du  premier  au-dessus  du  niveau  de  la 
mer,  puisque  l’observateur  s’y  trouve.  On  connaît  aussi  le  rayon 
de  la  surface  terrestre  que  la  trajectoire  doit  toucher.  ■ Avec  cés 
données,  on  peut  calculer  la  répression  de  sa  première  tangente 
au-dessous  de  l’horizontale  exacte  du  point  de  départ , sinon  pour 
un  cas  quelconque  et  imprévu  de  l’atmosphère,  du  moins  pour 
la  supposition  de  son  état  moyen.  Cela  donne  déjà  une  rectifi- 
cation qui  rétablit  très-approximativement  l’horizontalité,  et  l’on 
en  prépare  l’application  par  des  Tables  numériques  , oît  la  correc- 
tion à faire  est  calculée  d’avance,  selon  les  diverses  élévations 
oît  l'observateur  peut  se  trouver  abord  dû  navire.  Enfin  , on  peut 
l’adapter  rigoureusement  à la  refraction  même  .actuelle,  en  mesu- 
rant, avec  des  instruments  préparés  pour  ce  but,  la  distance  an- 
gulaire totale  des  deux  points  opposés  de  l'horizon.  Car  le  supplé- 
ment de  cct  angle  , à 36o°,  est  évidemment  le  double  de  la 
distance  du  zénith  vrai , à chacun  des  horizons  apparents  sur  les- 
quels on  dirige  le  rayon  visuel,  de  sorte  qu’on  sait  par  là  com- 
bien ce  rayon  se  trouve  au-dessous  on  au-dessus  de  l’horizontale 
exacte  qui  passe  par  l’œil  de  l’observateur.  A la  vérité,  la  subdi- 
vision rie  l’angle  total . par  bisscction  , suppose  que  la  refrartion 
totale  est  égalé  sur  les  deux  portions  diamétralement  opposées  de 
la  nier,  ce  qui  petit  bien  souvènt  11e  pas  arvoir  lieu,  surtout  prés 
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<lt*  cotes.  Jiai^rinccrtitudc  qui  |>eut  résulter  «le  cette  différence 
est  un  accident  éventuel  qnt-Ton  ne  saurait  éviter,  puisqu’il  n’est 
sôumiaà  aucune  loi  par  laquelle  on  pttisse  le  prévoir. 

Ü70.  Un  perfectionnement  notable  fut  apporté  aux  dispositions 
precydehlcs  dans  l’instrument  représente  fix-  54,  et  que  l’on 
notnme  un  quartier  anglais.  IJ  se  compose  essentiellement  d’un 
quadrant  entier  en  buis  ou  en  inétdl , divisé  sur  sa  circonférence; 
mais  pour  le  rendre  pïus  maniable , ce  quadrânt  est  formé  de  deux 
arcs  concentriques  'd’un  rayon  différent  Le  plus  petit  porte  en  M 
une  pinnulc  iwoiÿk  dans  laquelle  brt  enchâsse  une  lentille  bicon- 
vexe dont  l’axe,  dirige  au  centre  commun  «les deux  secteurs  , fait 
converger  W faisceaux  lumineux  sur  une  petite  fente  O,  derrière 
laquelle  on  place  lceii  ; et  le  plu*  grand  arc  porte  une  seconde  pin- 
nufe  il'  également  mnbilé  sur  son  contour.  Pour  observer,  on  se 
tourne  vers  le  spl«?il , et  y regardant  l’horizon  apparent  à travers  la 
fente  O,  on  amène  la  |ùnnule  M'  sûr  cette  direction,  en  coïnci- 
dence avec  l’imàge  lumineuse  du  disque  formée  par  la  lentille  M'. 
Alors,  l’angle  au  centre  MCM'  exprime  évidemment  la  hauteur 
actu/elle  de  l’astre  sur  l'horizon  , et  on  lit  sa  mesure  sur  les  divisions 
du  limbe.  Cet  instrument  ne  peut  encore  servir  que  pour  observer 
le  soleil  ; mais  il  est , comme  l’arbalestrille  , indépendant  des  oscilla- 
tions du  navire,  parce  que  leur  amplitude  çst  toujours  insensible 
comparativement  à l’cloigncmcnt  des  objets  observés. 

Ît7 1 . Enfin , une  amelioration  importante  et  detinilive  fut  intro- 
duite, dans  ces  procédés,  en  armant  l'instrument  d’une  lunette  et 
de  deux  miroirs,  tellement  disposés  «pie  l’on  jteut  y voir  à la 
fois  l’image  reüéchie  d’un  astre  quelconque,  et  l’image  directe  de 
l’Fiorîaou  apparent  ou  d'un  autre  astre.  C’est  là  le  priuci|)e  fonda- 
mental «le  tous  les  instruments^  réflexion , aujourd’hui  universel- 
lement employés  à la  mer,  et  qui  ont  donné  aux  observations  nau- 
tiques une  précision  comme  une  généralité  inespérées,  l.cur  type 
général  est  Ux  scrtunt  « réflexion, , inventé  par  liadley  , et  qui  est 
représente./^'*  55. 

Cet  instrument  se  tient,- d’une  main,  par  la  poignée  PP,  qui  est 
représentée  ici-couehce  dans  le  plan  de  la  figure , comme  lors- 
qu’on veut  replacer  l'instrument  «lans  sa  boîte  apréssYn  être  servi. 
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Mais  pour  observer,  on  la^iiA  millier  autour  d'une  ( h.mfn  rg  K-, 
de  sortVqti’qtyr devienne  perpendiculaire  tpi  plan  du  limbd  qui  est 
uuriïftenU'Vertica^  ou  à peu  jjrès  vertical  .‘pendant  l’opération.  Ce 
limbe  <ÿt  divisé  cjp  demi-degrés  subdivisés  par  un  veruier  fixé  ;* 
l’extrclmite  de  son.  alidade  moitié  CL?  et',  comme  la  réflt*ion 
double  le*  angles  qu’qn  .observe , la  graduÿtioti  les  exprimé  tpus 
réduits  a leitr  vraie  valeur.  L'alcade  porte  ff  son  centr^  de  rota  lion  C 


un  miroir  étamé  MM,  qiq  se  ipeut  avec  elle,  et  dont  le  plan  est  nor- 
màl;.on  l’appelle  le  grand  mimir,. Sur  le  rayon  *xtréme»de  f in- 


strument , il. y a un  second  miiéiir  fiote  mm  , un  peu  extérieur,  pour 
ne  pas  gêner * le  mouvenftmt  de  l'alidade.  Il  est  p^rendrculaire  au 
plan  du  limbe  , comme  le  premier,  et,  d’après  sa  moindre  étend 
relative,  orrFappelle  lç  petit  miroir. fL.a  glacequi  leH'ompose  a , op 
doit  avoir'  ses  faces  exactement  parallèles  entre  elles;  mais  la  face 
extérieure  est  étamee  seulement  sur  une  rfioiliédcsa  superficie;  afin 
que; l’on  puisse  y Voir  simultanément  fluides  astres  pA  double  ré- 
flexion, etl’horjÿon , ou  lesecpnd  astre  pJr  vision  directe.  L*tyi*c- 
tion  fixtide  ce  second  miroir  est,  ou  doit  être  teil<%  qu’il  Se  trouve 
paraltyle  au  grand  mjroir  MM  , lorsque  le  vernier  de  l’alidade  cdln- 
citlg  ^ec  le  .zqco  de  la  graduation  du  limbe,  comme  le  représente 
laÿfg.  56.  Cetfp  disposition  , ainsi  quela  perpendicnlafite  des  deu* 
niirqirs  au  plan  du  limbe,  est  ptVparce  tlSèsra’ppfOxiiiwyvctneA  par 
l’artiste;  mais  on  vérifie  c*# conditions  par  l’dxpéivence,  comme 
je  le  dirai  toqt  à t’henre,  et  on  ch  rectifie  au  besfiin  f accomplisse- 
ment par  tics  rappfcls préparés  pour  ce  Mit.  tu  les  supposent 
réalisées,  IJfttjue  la  vejjpiei~de  l'alidade  sera  amené  sur îc^é*o.  üe 
la  diyision  du  limbe,  comme  le- représente  la  fi".  56,  sr  fôn  dirigé 
la  ligae  dé  vision -directe  sur  l'ImrteoQ.  à travers  I*  pai  tlb  hué  dy, 
petit  fniroir,  on  doit  évidemment  Ja"  voir  en’  poiycidence.aYeo  • 
l’image  de,  ce  mà>ny  homon',-  foriuoe  par 'double  réflexion  SVrJa 
ppj  tion  etameÇj’et  lu  ldnette  portée  par‘Vjusli  ornent  sert  seulement 
prtur  apprécier  cette  caïncldenÆ  plus  exaclemenLqn’bn  ne  fixerait 
à la  vue  siinple;  «lès  lors,  si  ronpiiainticnt,  la  ligne  visuelle  fié-' 
rc«;|e  su  y l’homorl , et  qu’on  fasse  tourner  falitlatlc  jjoiir  amener 
sur  ^fte  ligrfe  hn  astre  quclc<pi<pje,\i4^yi(b’.t*évi4et.)ifiiant  ■quelle 
décrive  dans  le  plan  du'Ji inbc  un ayi^c  égal  à V moitié  de  I*  distance 
T%.  lu.'*  • **  • 
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angulaire  compris*  dans  ce  mégie  jflau^  entre  l'astreet  le  point  de 
f horizon  sur  lequel  on  vjse;  ainsi  otl  lira  cette  distancé  jur  le  limbe, 
après  que  la  coïncidence  au^t  été  opérée,  Si  l'on^veut  q‘ne  le  pian 
d’observation  soit  vertical,  ton  balance  rinstrumenh.de  manière 
que.d’image  réfléchie  d’e  l’astre  rcfle  tangente  à l’image  directe  de 
l’ho/iion  apparent.'  Ktsi,  au  lieu  de  rçliMrei,  on  prend  ptourporinf 
de  mire  direct  un  second  astre , la  «jpïncidcnae  de  son  image  directe 
avec  l’image  réfléchie-de  l’autre  donnent  de  rtiéme  l'angle  visuel 
eomprisvntre  eiL\.  L’exactitude  de*ces  déterra  inatibns  est  facilitée 
par  l'insertion  dans  la  lunette  (Knn  itticule  fixe  formé.de  deux  fils 
dont  l’un  ést  parallèle  au  plan  du  limbe,  et  l’autre  lui  csfpcrpeu- 
ilii nlaire.  Quand  un  des  astres  observés  est  le  spleil,  on  interpose 
dans  le  trajet  de  ses  rayons  dos  verres  colorés  qui  erf affaiblissent 
l’intensité,  et  il  faut  que  les  faces  de  ces  verres  soient  exactement 
parallèles  pour  que  les  ravins  qui  les  traversent  ne  soient  pas  déviés. 

Ou  vérifié  la  perpendicularité  du  grand  miroir  ap  plan  «le  Kin- 
strnmènt , en  faisant  tourner  l’alidade  de  manière  à voir  par  ré- 
flexion stir  ce  ntiroir  une  p#ite  portion  du  limbe,  et  •observant  si 
ellt*pai*ait*  sur  I*  prolongement  de  son  image,  directe.  Ce  résultat 
étant  obtenu  , on  amène  l’image  réfléchie  d’un  objet  en  contact 
«x  ecl’image'directe,  et  l’on  vérifie  la  possibilité , ainsi  que  l’ex.tc- 
trtud£*dc  lepr  superposition.  I.c  parallélisme  des  déux  miroirs  èt 
la  direction* absolue  essentielle  à chatoftn  d'eux  se  vérifient  par  la 
disposition  expérimentale  représentée  fig.  56,*ou»en  amenant 
l’imagé  réfléchie  du  d&que  solaire,  en  contact' a’vec  son  image  di- 
rectes alternativement  par  ses  hrfrds  contraires,  fa  position 
moyenne  péH’alidgde , pour  ces  positions  symétriques , doit  mettre 
Itj  ïèco  de' son  vèrnicr.ch  coïncidence  avec  le  point  aérn  dulimbe. 

Il  semble,  au.prcrfiier  aperçu.,  qu’on, atteindrait  le  même  but  en 
faisant  coïncider!  l'image  réfléchie  d’une  étoile. avec  sooimago-di- 
é'ete;  mais  l’expéririnec  a appris  aux  marins  qéc  l’on  jugu  mal  La 
coïncidence  de  deux  pareiis  points';  cela  est  Raccord  avec  la  re- 
marquée fait»;  par  M.  Béssel  si*r  les  inrartitudea  dof'coïncidences 
analogues,  opérées  avcOVhomàrc  , et  qui  L’a  conduit  h observée  , 
par  ti opliaa tien  des  intervalles  dans  des  cas  pareils/ 

2711,  l^’amphttule  Jles  ânglps  que  Ton  peut  embrasser  avéto  li- 
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sellemcnt  employé  à Ja  J^cr  parles  officiers  français."!!  (Kl  repré- 
sente en  projection  verticale  et  horizoritale  dans  Ies-./fg.  £7  etDÏL'Le 
mpde  d’observation  est  d’ailleurs  fojidé  jur  lé’htéme  priqpipe^pié 
celui  du  sextant,  et-c’e^-ce  que  je  puis  me  bornera  dire  pmi  rue 
pas  entrer  ici  dans*  trop  de  détails.  Ces  deux  instrument  $j?m 
ploient*  à la  iner  pour  régler  lÿjnarckv  des  montres  moines  ffar 
les  hauteurs  du  spèeil , <le  Ia*Iune  , ot\  même  des  étoile^  fêtais  * 
serwentayn:  une ; utilité  pta*  admirable  enporejiour  jdéteririne^W  , 

* longitude  actuelle  du  navire  par  lolp.'qrvationjjes  djjtançes  aVigu * 
laires  de  la  hme  au  soleil , aux  étoile^,  ou  auxiplanctes^  TeMc  est  Iji 
perfetHion  de  ces  procédés,  et  cellî  dp?  Tables  lunaires*»  iiiqWljes  on^ 

Jes"  trbmpare,  que  la  position  d'Wh  navire  au*milten  de  rôcÿn 
déteAiincBinsi  à chaque  instant,  rfvecmie  ampliftided’mcprtitfwle' 
moindre  dpio  l’étendue  dé  Kfiorizoft  que  l’œHjieut  cfti  b rosser  dif 
l>ont  du  navire.  OnlesV*mploie* avecjnn  égal  succès*(T;uis.  les  re- 
lâches, pour  le  relèvement  des  potes,  aillai  qifc  pout  fixer  l&.jjo^- 
tions-absolues “des  lieux . î' est  par  leur  Association  , avccïusuge 

deifmontre&'mvines  perfectiodîhçes,  quela  g^ogltijihie  estparvphue 
de  nos  jours  à un  état  d’îipivq-s^lite  romlû  de dont'aie^  ’ 
paratant  on  ne  pouvait  toncey^ür'anninejSèe,  Iles  détcnnmaticfiis 
de  lieux  qui  nous  ont  T' te  transmises  par  les  astftpiomçs^grécs^ 
mênje,  par  lus  arabes,  rénferment^des  èrreiijÉédbrmes gpatjc^qi y, 
manquant  de  tout  moyen' précis  pour  détefnppci*4es  longitudes 
relatives,  ns  ne  pouvaient  Jps'^valuei;  que  parles  résidtats*  d’ifinê- 
raiocs,  oiftmit  au  plns,fiar»dcs  éclipsés  de  lune  obscrs’cPs*en  «liffo- 
rertfs  Hèux  f mais  eneore  avec  dqp  détermi  njtiofcs,  dktré  memont 
imparfaites  du  temps  absolu  ; qui  .ajoutaient  leurs  çropres'griÇurs 
à <%U?s  quo  présente  lJi  fixation  dcAphasf  s*Jc  crt  phenflrotpes. 
At^si  toute  Ia"£60grapjiic«nt'iemrt^çt  du  rtlÇv»  ^gdjrltf  pfnf puis 
aujourd’hui  Sfcrvîr  qifc  pour  . constater  J’exjsIbtSee , et  rêfrüuver  à 

peudprjs  tefcosjtÿjTO^p  vilhfe'gia^tcnjrtit/flétniM'S,  ni  ^vour 

ifcarîjyei*  liistonipHinoni  1er  essais- progfcssKs  dé  f’eSpéjf  luihiSu, 

Il  fiflit  toutefois  réfrtar^uér,  eq  l’hofuiéiir  des  Oecs,  tpie  £5  à eux 

T * ? «/*[••• 
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(fiicl'ou  (toit  !'icléc%t  lu  première  exécution  des  cafte^géo^rapln- 
’ tpi^s,  par  lesquelles  01*  repré&nte  la  position  relative  de  tous  les 
|W<  terre  sur  un  desÿi  plan.  "Lorsque  j'aurai  ejposé  l’<\-  * 


sfniLir  des.  phénomènes  et -des  nfélbodjjs  astronomiques,  je  pré- 
se*téffiî%ai$i  un  Appcndice'.le  tableau  Emparé  d<*  applications 
*qîA>»  Wi  fait  dallées  observatoires.  i$es,  cfdt  la  mer,  pour  deter- 
•pûoer Tciemps  absolu  , ainsi  que  la  latittffieeija  longitude  relative 
d un  vjftleau  flffi  mouv^ènt;  renvovant.  pouf  lés  détails  pratiques 
'dtt’iafNhomie  ■antique  f au x ouvrages  <|ui  'traitent  spécialement  4 
* d*cc«ftje£  * • * *. 

■^*275.  Depujji  un  jjelit |iombre  d’annMS,  L'usage  des  cjieinins  de 
'*lèr'ft  des  bateaux.  Tvapeuf* a donné  aux  communications  une' 


iivx^T-  va  pourra  donne  a me 
laoilitr,  èt  une  rapidité  dont1  on  n'avait  jÆs  eu  d’idée  jusqu’alors. 
On  o fgtilkctje  ces^firconsta^e#  pou/ déterminer,  par  des.tran/- 
ports  de*  chronomètres,^  longitudes  selatives  de  plusieuiVôb-w 
* sgi$t£?bes  fixes^  des  plii5wièbres  qui  existlpt  en  Eujope.qf’en-  . 
atrer.lj  (^an<rT|uelques  details  4fr  cettq»  nepvelle  application,  et  sur 
les  ciindjtiftns  néçéssair^S  11  remplie  pour  <|tie  les  résultats  qu’on 
én  déduit  atteignent  l’eilrème  précision  qu'exi^ffti  tixatipn  d'fiue 
astronomique  Rusji  impifttaffte^. . «•?»  . “ • », 

La  question  estjnu  Tond,  la* méinèf  que  nous  avot^  résolue  daîte  le 
chüpitre'XX^llJ,  pjgp  o56,  ^»ourt trotivep  la  différence  fies  rémois 
stdgr&x  aosolfll  Qu,  H.,‘  au  *nèm<*înstant  Lplv^tique 

S„ , 5„,  <îont  la  seedïulê  est  llfjdus.occidei^ale. 


stdpr&i 
dans  deux^tatlbfts 

X 


iderjjale 
ces 


En  pommant  T l'angle  dièdre^mpris  entre  le*  rne^jdiens  de  cê 
impr  %io^m  angle  s^lrointo  liè^aux  temps  absoluS'par  ^ 

nuHtiofT  . * M m% 

* . . , / * *«  . • - ? 


/ * . % w 


• 5’ 

‘ «r 


quWonV  , ’ **  . * • '•  V .» 

• • • 1 r * •••  • * 

> - y..:*  : * -v*  et  --r  ‘ *•». 

lorsque  11„  — H,;  est  eofinu  bn  secondes  tanips'-.’iUVagît  de  rri<*- 
surqf  cette  diflerenof.*.  • . ”V,  ' 

Ev'upnsd’abqrd  Jidfaleniçfit,  toutes  lp  causêç.  d'erreurs  ■prs*- 
liquesJHqpt  INfxpéprtice  pour»  être  affecte,* 'Les  Jeux  horloor^  • 

• *4'  • ► - •. 

• * ' . • ■ • * • • 
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établie*  en  S^et  S„^n|ele  réglée*  uxacfciitrril , sliÜeTpnips  sidéral,,  « 
par  les  passais  n^ridi^is  ; e|.l’on  connaît,  ftoi  It^hs  foîlications^ 

1 à ternes  sitfPrai  absolu  Hj,  Compté  à chaque  instant?  dans 
chaque  observatdir^îs  partir  d'une  origine  venue'*  Prenons 
uir  chronométré’ parfait,  exempt.dd  totftes  irrégularités  aecfdq*- 
teiles,  «déterminons  d abord  sa  marrKé  diurne  propre f dans  Ja 
station-  SM  en  cortrparant  S^s  indications,  pendafltpluÿéors  jour#  ' * 
cofiséeutj|s,  atecd’horko^  doaett^statiflti . Con??v<fcî-lef  cqpqpe  • ) 
clly,  réglé  sur  le  temps  fideral , es, soit  a0  son,4tvancc  ti.\e.  sur  • ' 

elle,  ci»  Wte  qu’il  marque  H^+-  fl„'sur  soti  cadran  propre  quand’ . 
elle  marqurB».  On  le  transporte  > la  station  Sj,  smA  q&Çlfce  dé* *. 


. fi 

# 


range , et  en  Je  comparant  à l'horloge  qui  s’y  trouvé  élablp,,oft4 
trouve  que  son  avance  sur  l<*  temps  $ulei*l  local, est  tT„  , pjiq|tr 


qu’il  marque  H„  -fc-  <f„  sur  son  cadran  propre,  lorsqu'elle  uwupié 
l'heure  H,.  Mïtintenau^  puisqtfe  %s  marches  des  d?ux  horloges 


et  du  chronomètre  $ont  supposées  avoi%  individuellemcrh’  une 
parfaite  üriiforthité,  sr  l’jui  retranche  a„  do  syn  indication  ac 
tuelle,  a un  instant  quelconque.,  le  reste  H„k  ■+-  devra 

exprinier  le/^mps  sidéral  absout  H0,  que  J’Itnrlogç-tic'la  slutiAn 
S„  marque  à ce  mente  instant;  On.aura donc  ÿï-galihV  % #.•  . 

'-‘s.  ifcW-JLj?  •>  •"'£* 


d’rfù  l’on  tire 


^ •*» 

*a„  — <n  t-Hi  — Jf„. 


fr. 


0 


Kiï  effet , si  le  temps  sidértf!  absolu  ’etajt,  idenlupic  dans  les  deux 
stations,  l’avanjp  du  chronomètre  sur  ce  temps}- dans  la  seconde 
station,  devrait  être  «„ ,. comme  dans  la  première.  Le’  elinpigèment 
qu’on  lui  trouvé  alors  doitdonc 'exprime»-’ la  différence  (fUiexiste 
entre  les  indications  de  ce  terÇps  dwis‘les  dcn\lslaqons. 1 . * * ' , 

Il  ne  rcSte }*lu»qu*à  discqtei  les  détails  pratique* de  l operation  • 
pour  IK  ramener,  aux  conditions  d’idépti[e  et  de  regnhuifé  qtié 
nous  a^ons  admises. 


y*- 
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« gonstatcr  la  difhjncc  jpqpéui  e.visttr,  ei  qui  Aiisle  presque  4m- 
’jours  en&e  ^esq|einq0,absulus  auxquels -il§  rapportant  un  même 
passai  dans  une  même  jtatirffls  Pjur»  {n  avons-.dejîi  fait  la  re- 
marque en  parlant  des  observations  simuBânfcg^les  feux  de  pou- 
dqv,  Employées  xlaffix  les  WsArq»  d àVcs  de  paralîèles.  Cette  dif- 
fçtje  nce  s'appelle  l 'ei/uutiun  pirtonnellf,  L’expeçionce^prouve 
qu’entra  deS  observateurs  «paiement  Raidies elle  petit  sudevpr 
- *ji(lipi’à  de  seconde  de  temps  sidéqpl.  • ' v * 

Upe  effcur  du  même  genreqiourrait  sê  produire  dans  les  compa- 
raisoas  du  chronomètre  avec  chaque,  horloge , si  elle  efïiif  faite  par 
. üos  n!îser%atOurs  differents.  Toutefois,  l'expérience  pVouve  que 
K-effet,  en  est  beaucoup  poindre.  Maison  l’évit^couiplàtemciU  «ai 
faisant  efTfrttîetcette  oomparaison  par  le  même  observateur,  qui 

ï % q 9 « 0 0 

_ *e transporta  successivement  d'une  station  .VT antre,  passant  da- 
bdhl  de  S0  à'S„,  puis  revenant*tld  S„  à avec  \ff  chronomètre 
eirtployé...  . . . „ l 

' , Je  ne  parle  pas.  des-fcd actions  qu'il  .faut  faire  p<*ur  transformer 

les.  indidatîbiVs  réelles  des  deux  hoMoges  et  du  chronomètre , en 
■ irttltcatiorfs  ÿdcrâles  dans  les  deux  stations.  Elles  s 'effectuent  par 
.dascafcuks  dont  les  principes  oqt  été  expliqué*  dans  le  tome  II  , 
*.  pages  3on  et  suivante*. 

Mais,  tî  qui  n’est  pa9  moins  indispensable,  et  bittft  plus  diffi- 
, cfle,  il  faut  assurerait  la  marche  (iropre  du  chronomètre  une  iu- 

• vafiable  uniformité.  C’ast  ce  qui  serait  |$ratiqueraent  impossible  à 
, .réaliser  ppur  aucun  de*çes  ltistl'uments , quelques  joins  que  l’on 

•apporte  à leur  Amistruction.  .Heureusement  ,*Vet  inconvénient 
peut  être  élndé^njppia-ant  le  trans|iort  du  teitips,  non  par  un 
seul,  niais  par  plusieurs  dont  la  marche*  a été  individuellement 
efltdfée  et  recpnpue  aussi  égale*;  ou  aussi  ped  inégale  qu’on  puisse 

• .iVspéterP  Alors  on  emploie  toits  ces  chronomètres  Simultanément, 

• et  leurs  .petites  irrégularités  'propres  lie  devait  fi^s  s’opérer  pour 
tflrç  tla  us  un  mémesCr*,  ni  avéc  uüe ‘même  valent,  jpar  la  nature 
nflfbu'  <lês  ateidénts  qui  des#  proposent , l*elïet  doit  s’en  atu-nuer 
^Ifhs  la'biaÿeftqp  teiîrs  lesultats  ; doutant  plus  aparoAimative— 

‘ «fient,  que.lcsinstrument^coinjjlni-f  lont’phis  paAftin  et  en  plus 

• /grand.  ifoiblue.  Mais  toutes  les‘'|iiilcauliyiis  de «detail  Ipie  je  viens 
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d'expliquer  sont  ÿidis^u-nsaliles  pour  uhlt'iùr  sûrement  nue  diffé- 
rence de  Igngifudc  par  ,w  procydé.  • ' , * •*  # 

I .<(  promière  expédition  .chronométrique  aijtsi  jjffeêtuéc  )’a  été 
(Kicjcs.  ordres  de  l'amirauté  anglaise,  en  i8?4-  JJn  bâtiment  à 
vaj)(^>ir,‘injiiii  de  t pente-cinq  çhronomètit's,'  rigoureusempot  com- 
pajC's  et  sÿigqeuseçicnt  suivis , traversa  six  fois  la  mer  du  Nord  , 
en  abordant  à -qtgitre  stations  dont  on  voulait  fixer  la  .position 
relative,  savoi^:  .Greenwich*  Altona,  l’île  de  Heligolain , el  Bre- 
men.  l.a  direction  astronomique 'de  Uopération  était  confiée  à 
M.JIarks,  connu  pa>  ses  travaux  en  Amérique,  pftur  là  délimi- 
tation des  frontières  des  États-Unis  et  dir  territoire  anglais.  Les 
résultats  obtenus  ont  été  publiés  dans  les  n05- 1 1 o<’i  1 1 , et  174  du 
Journal  aftro/iopiv/uc  £ç  M.  Schumacher,  qui,,lui-nyhne , y avait 
pris  y nê  yârt  active.  Plusieurs  autres  entreprises  semblables  ont  eu 
fieu  d<  *pnis.  délais  la  dernière,  et  la  plus  complète  , a -etc  effectuée 
en  i843  par  l’ordre  du  gouvernement  russe-,  sous  la  direction  du 
célèbre  astronome  F.-p.-W.  Struve,  pour  déterminer  la  îlilïérence 
<lj*  longitude  entre  les  observatoires  de  Greenwich  , Lubeck , Al- 
loua, et  celui  de  Pulkowa.  récemment  érigé,  près  de  Pétersltourg, 
a\£c  le  plus  grand  luxe  scienyfiquc , par  la  munificence  de  l'em- 
pereur de  .Russie , Nicolas  Ier.  Le  choix,  des  chronométrés  em- 
ployés, et  leur  nombre,  fut  proportionné  à l’importance  de  la 
jonction  astronomique  qu’on  voulait  établir  entre  les  deux  points 
extrêmes,  «Pulkowa  et  Grcenw'ich.  Ce  nombre  fut  de  soixante- 
huit^dont  la  marche  a^té  admirable.  On  les  comparait  tous  les 
jours  entre  eux , tant  à bord  que  dans  les  points  d’arrivage,  pour 
il&ottvnr  leurs  petites  irrégularités  propres  par  leurs  discordances 
açcidentcljqs.  Le  transport  et  le  retrfur  , entre  les  stations  que  l’on 
voulait, rapporter  l’une  à l'autre,  furent  réitérés  tin  grand  nombre 
de  fois.  Les  résultats  de  cette  expédition  remarquable  ont  été  dé- 
crits, avér  tes  plus  grands  détails,  dans  des  Rapports  faits  par 
M.  Stpi  ve  à l'Academie  tfe  Pétersbourg,  lesquels  orit  été  publiés 
a Pétersbourg  , eu  i844-  Qct  astronome  y rend  le  plus  honorable 
témoignage  au  zèle  ainsi  qu'à  l’habileté  de  tous  les  observateurs 
qui  o^t  concouru  à son  accomplissement.  < ' , • 

Ü7tt.  Kn  supposant  la  terre  sphérique,  les  degrés  de  latitude 
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sont  égiqix  <a)lre  gux  : il  n’en  est^As*de  nièirtc  «le*  degrés  <1(4.  Ion - 
jÿtndc,  lorUjuns  sont  ^oijiptrs  suj  des' parallèles  differents.  11  est 
visible,  ert*  effet  r que,  les  parallèles  ilihlîmient  de  grandeur  en 
approchant  dujmle , 4’où  il  suit  que  les  parlies  aliquotes  d*ces 
cercles,  comme  sont  les  degrés,  diminuent  .dans  le  rôunje  rapport. 
Ainsi,  pour  évaluer  en  degrés  de  l'équateur  tqrrest^î  un  ceràûn 
nombre.de  degrés^  minutes  et  Secondés  d’un  parallèle  co/inu,  la 
terre  étant  supposée  sphérique , il  faut  multiplie^ce  nombre  par 
le  rapport  des  rayons  du  [larallèle  et  de  l’éqifateur,  c’est-à-dire  par 
le  sinus  'de  la  ^distance  polaire  ou  le  cosimîs  de  la  latitudç.  Car 
cette  opejalion  est  la  mqjne  que  celle  du  § »,  pour  la  me- 
sure des  degrés,  des  parallèles  «célestes.  Os,  en  appliquant  ici  la 
Jig.  2,  que  nous  avons  construite  pour  ce  cgs,  O désignera  le  con- 
tre  de  la  thrrf  supposée  sphérique , Ql$Q'  le  grjnd  cerqlé  dÿ  l’e-, 
«piateur,  et  QPQ'  un  grand  cercle  méridien.  Alors,  si  l’on’cpnsi-' 
dère  Un  ])arallèle  quelconque  tel  que  SnS' , qui  sera  un  petit  cercle 
ayant  songent re  en  0',  OS  sera  le  rayon  £ déjà  sphère,  çti>0'4 
ou  r le  rayon  du  parallèle,  à la  distante  polajre  SOO',  ou ‘d.  Aius*, 
r aura  pour  valeur  R "sinr/,  oïl  R eosQQ£.. 

lorsque  l’on  ne  \*Put  plus  supposy  la  terre  sphérique,  la  jpo- 
guepr*des  d<?grés  de  longitude  dépend  de  la  forme  qu’on  lui  attri- 
bue» comme  notis  l’avons  expliqué}  page  (66,  eu  rapportant  les 
mesures  H’arcs  de  parallèles. 

270.  Avec  ces  données  ofi  peut  calculer  la  distança»  itinéraire 
de  deux  points  quelconques  de  la  terre,  ^lont  on  connaît  la  lon- 
gitude  et  la  latitude;  le  calcul  est  des  plus  faciles,,  si  l’on  £upp«|p 
la  terre  sphérique.  En  effet , soient  A et  B ces  deux  lieux , fig.  5g. 
Leur  plusJcourte  Jistance-seitf.  l’arc  de  grand  cercle  4b , qui  )es 
joint.*  Soient  AP,  RP  leurs  méridiens  qui  se  coupent  au  ppje-jf  ; 
l’angle  de  ces  plans. sera  connu’,  c’est  lasliffércnce  des  longiuidcs. 
Les  distances  angulaires  des  deux  lieux  au  pMe  P sProtlt  ausÿ  con- 
jmes.  Ce  sont  les  compléments  des  latitudes  AE,  BE'.  Ainsi  dans  le 
Iriânglc  sphérique  ABP,  on  connaîtra  Jes  deux*côtés«AP,  RP,  et- 
I angle  P.  On  pourra  donc  calculer  toutes  les  autres  parèçs  de  ce 
triangle  par  le#  régies  de  la  trigonométrie  spfcériqpe.’On  aun^ainsi 
la  longueur  de  l’arc  AB,  exprime  en  degrés  , et  en  prenant  cnuqilt* 
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On  pqgit  aussi  calculer  la  distance  de  deux,  lieu*  sur  le  sphé- 
roïde elliptique;  niaiscp  calcul  ne  .saurait  trouve»;  place  ici,  le 
résultat  précédé»^  suTfira  presque  toujoj^rï^*  j m 

277.  Connaissant  les  longitudes  elles  latitudes  diiu  grand  -tioin- 
btj^de  pofots  de  la’surface  lerrêitre , Îki  petit,  ea  k^jiort’ant'sm' 
un  gjpbe ,,  <fg  |rer  lej  contours  des  divjjs  pays,  et  en  «tonner  la 
représentation  . c'est  ce  que  l’jm  •nmmnetdé»  'gtojtfs^fcrrejtii. 
Les  déterminations  que  nods  avoys  obtenues  dans  Jes  chapitres 
précédents  nous  mettent  en  état  de  gnmparer  (^batteur  des^non- 
tagnesaut  dimensions  absolues  "du  sphej^diLerrestreiet  de  savyjr 
quelles  «dinfçnsiprfsifll  faudrait  Icof  donnéffcifr^e»  globA  sl^'uiî 


1 * s-i  ' i eu i e j i toi  uu  |ttu  |iiun  v*  uiiv  iitut  wUroc1  Tr*'* * • v 

de  II  (errg  contient^nvirqn  2 2çjq  (J?  ces^ieoes.  Aimù_,  #cu  re- 
présentant ,1g  globe  terrest  jp-pnr  ^pit  hgujy  de,2,ag2^milliijçarçs 
(■J  pieds  environ)  de  diam£.Ljc,  te  Cflunibi 
saillie*!’’ 

5i  H . - . BP®  _ _ 

quarante  fois  plus  petite,  en  sortrqu’oo  pourrait  à peine  Taper- 
-tfvoir.  Les  petites  aspérités  qui  se  repeontfenlsur  l^]><ÿ>if 'H’une 
orange ^on t beauéÇu  p ^lus  sensible^.  * .* 

Op  peut  aussi-  dessiner  les' configurations  des  Tontrcei^de  la 
t ire  snr  un  plan  , ^et  piquer  dan»  ce  dessin* les  différents  iftmx 
l’amés  leur  longitude efleur  latitude^  on  forme  ainsi  les'ratP 
té#errt»/u'u»teo,;d<»nt  il  vîtdn'Q-and  nudibre  d’cènèces. 


géographiques,  dont  il  Vît  fi  répand  nuilibr 

Les, marins  font  un  grand  usage  d’une  sort/"  de. cartes  que  l'on 


nomme  cartes  réduites,  et^quj  «ont  fondée»  sur  îin  système  £ 
projection  peu  different  de  celle  i^e,  Cassim.  Daiii*es  rtU'lcs  , ima- 
ginées par  Meixator,  "les  méridiens  aijjsi  rem-^tentes  partît 


I r|fnos  droites  parallèles  entre  elles,  et  lés  pa^OTc41e  sont  par^^| 
d’autres  Jignes  dn^jes  perprndic^aircs  'aux  précédente^!*  Mais, 
connue  la  convergence  "des  méridiens,  en  approchant  des 
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' se  trôuvq  ainsi  néglige»^,  il  eu  résulte  que  l'image  «les /Hivers  pays 
est  dilatée  «le  l’est  à l'ouest , et  d'auttipt  pins  qrie  « es  pays  s’efoi- 
gnaut  davantage  «le Tequutetir,  ou  en  général  «lu  parallèle  que  l’on 
a choisi  ]>our  U-'  milieu  de  la  carte.  Pour  corriger  cct'incoqivcnient, 
Murcator  imagina  de  dilater  aussi  les.  degrés  de  latitude  dans  la 
irtt  '■liic  proportion.  'Du  cc/tc  manière,  les  rapports  de  configura- 
tion et  d'etendue  sq'  trouvent  conservés  pogr  les  pajrtieS  «le  la 
('arfr  rpii  soui  situées  n peuÿrct  sur  le  même  parallèle  \ «pioique 
ces  rapports  soient  altères  quand  %on  compare,  des  parqjlélcs 
.lift.  ■lents.  M;ÿs  la  prpmien?  cornet  ion  suffit  aux  navigateurs  «pii 

• n emploient  les  cartes  rédunej que  comme  des  instruments  desti- 
nes w résoudra  gr^diûpieuieqt  les  principales  opérations  -d^u  pilo- 

îtc*  £ \ fL 

Oi}  a Encore  itnagigé  d’autres  espè«tes  de  cartes  foq/)ées>6ur  des 
systèmes  de  proj^gHon  differents.  Maiÿ  la  terfe  étant  upiurbce 
arrondie,  hn  sent  que  f$js  /irrfccùofis  /Ihr'déiêloppmient  ne  sau- 

* raient  être  çigopteâse',  «;t  qti’elles  ne  peuvent  représenter  ayec 
exactitude  «pie  des  espaces  assez  petitsjionr  oue  la  coupure  de  la 
Utrjjjt  sou  insensible.  Çét  inconvénient  . a Tait  imaginer  les  pro- 
jrcfjpn.s psrspirtivrs,  «|ui  ne  sont’,  en  cfM,  «pie  des  dessins  en  per- 
Spicdye  déjà  suffatê  terrestre  et  jes^Hverstij^régions  «jui  1 «-cou- 
vre rit.  Les  cartes  construites  de  cettemauière  diffèrent  les  unes  des 


* é * • # 

la  sphÿte,  et  s>  l’on  plaçc  Je  point  dè  vue  sur  fa  surface  méiu  «le 
tapette  sphère  à l’extiymitiè  «fu  rayon  j>ei  |>endigulaire  au  pluu  du 
« t.iblcan,  l'Hémisphère  concave  opposé , înjs  en  perspective,  for- 
mera l’esugce  de  caria  que  l'un  noinine  mappemonde,  Il,  est  facile 
>le»demontrer  «pie,  jhins  çe  svstème  de  construction  , .tous  les  cer- 

. * . y 


ït * 11  • ■£; 

la  Tonne  des  l égioi  is  cl  là  position  relative  «les  lieux  qu’eîlcs  nit» 

prennent,  «-«sont  les ohSei  valdins  aslronoiniques  seuW^fpii  péu- 

, .1 ‘ ' 
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«Enjltant  les  yeux  stlr  des.  cartes  géographi(|iies  construites  cher 
U s (Uwçrscsi nations , on  voit  que  chacune  d'eUcs  compte  sesîohgi- 
lûiles  à partir  d|pn  méridien  dmcrcnt.^CertaincmeÂ,  siT,u*Ui^p 
réglait  les  usagés  vee]^ii-ci  11’aurait  p.’is.dù  sKfltrtwhiirç;  car  rrén 
ulesÇ  pUls  incommode  et  plus  superflu  (juede  rendre  ainsi  variable 
et*  arbitraire  iTn  élément  qui  devrait  être"  commun  à tous  les  peu- 
ples civilisés:*  Mais  l’amour-propre,  qgf  existe  pour  les  nqtioqs 
comme  pour  lés  individus  , s’c4l  ’op|iosé  jusqu’ici  à ce  qtfé  àlou  soit 
généralement  d accord  sur  ce  point.  Pendant  Iongteufps  on, s était 
‘ assez  accorde  'à  prendreqiour  premier  méridien  qjlui  deTile  dp 
Fer,  la  plus  dçridcqfale  des  Canaries»  Mais  cët  usage  a perdu  de 
sa  généralisé.  Maintenant  chaque  peuple  compte  ses  longitudes» 
partir  du  méridien  qui  passa  par  le’ principal  observatoire  de<sa 
nation.  Les'  Anglais  comptent*^  ty-?éii»ich,  Tesifcwinçais  dp 
Pari  s. "On  a proposé  de  prendra'  pour  premier  méridien  celty  qui 
passe  par  le  sommé!  du  Mont-Blanc.  Ce. point,  le  plus  éleve  de 
l*k'uropff,  est  en  effet  trés-remartpiable , et"  sous, cè  rapport,-  il 
appartient  éj^îlemeijt  à tous,  les  peuples  qni  habitent  cette  belle 
partie  d£  la  .terre.  Mais  si  l’on  craignait  cnqgrc  eu  cela  jusqu  à 
jL’app*rënce  deYindJvidftalItc , On  pourrait  prendre  pour  premier 
méridien. celui  de  la  petite  île  «ffl  Forrtientera , située  ..*1  l’cxtrtr- 
mitéde'  la  méridienne;  et'  liée  par  cette  operation  aux  deux  prin- 
cîfau*  observances  de  l’Europe  , cefui  de  Paris  et ‘lie  Londres. 
Le  choix.  dc*fette  petite  .île  presque  déserte  5 et  qui  n’est  qu’un 

• ■ rocFTer  isolé*  n'aurait  rien  qui  put  blesser  l’amour-propre  imtior 

nal  cf  aucun  pfMple^*)* ► 

1 -V 

(*)  Pour  avoir  glrfs  de  détails  s^»r  la  construction  déf  carlrfe  g^rttphiqucf, 
o if  pont  consulter  mi  mejnoi^  cleM’.  Lacroix,  di*,ls  1°  t***  volume  du  Mémo- 
linl  to/Jo^raffTui/iu-i  |*ul>lié  parle  Défaille  la^Cauerm  Quant  à 1»  théorie  nja- 

* thématique,  r^chcrcjies  objet,  par  Lp^ra^çff^  dans 

\e&  Mémoires  de  Berlin. 

• f * * • * > * y ‘ • 
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F.xeûnen  des  ça/iféqùences  physiques  qui  résultant  de 
funii'ersalité  du  mouvement  diurne.  H ne  s’ensuit 
pas  nécessairement  qi&  ce  moqycmenf  doive  étfo 
J attribue  nuæ  astres  plutôt,  qu’à  là  terre*  _ ;•  ^ 

' ’**■  % il  '*'  * ***  «i. . A ' <6 

"f27!!.  Lorsqu'on  a établi  un  fait  physique ‘sur  aes  preuves  inv 
contes  table?,  H,fauten  ma  miner  soigneuiement  les"  conséquences , 

<q  distinguer  Celles  âui  sont  necessaires ‘de  cgi  lés  qui  sont-  seule-  , 
ment  possibles.  Déjà,  dans* le  chapjtrc  IV «du  tome  rr,  .nous avons 
appliqué  ce  nidde  de  discussion  au»  premiers  résultats  que  nous 
avait  offerts  le  simple  aspect,  du  çiçl.  L’exactitude  presque'  inathé 
mal  qpie  avet  laquelle  nous  avons  maintenant  détermine  tes  lois 
du  mouvement  diurne  pous  permet  de  donner  une  forme  incom- 
parableiïienl  plus  dettidée,  et  pttis  précise , aux  notions  fjui  nous 
avaient  alors  étrsuggérées  comme  de  .simples  doutes;»  ou,  toutou 
plus  ,.coimne«des  apparences  de  probabilité  qu’il  fallait  SuK  re.' 

*•  Pour  raisonne»  avec  quelque  ctçtittrde  %ur  tes  mouvements  ce*, 
lestes,  d’qpres  les  apparences  que  nous  observons,  il  faljait.  con- 
naître à peu  jirès  notre  position  dans  l’uqivers  Cl  les  dqnênsions 
relatives  de  h terre  que  nous  habitons.  Nous  viïÿons  maintfiiafft, 
de  la  manière  laphi»  évidentê,.  qae  cette  terrç , qui  ytnis  parait  si 
Viste , n’esf'daus  l’espace  que  coifune  un  ,gldbuîe  $ peu  près  s /Thé-** 
i tque*  .s  . . *»  ' 

Nous  avorts  découvert  ensuite,  par  les  observatious-eptfibinées 
des  hauteurs  ctdt»  passages,  qit|i  ttmUe  système  des  astres  semble 
tourner  cireulaircifient  <2  uniformément  "hutuur  d’un  aÿe  qui  pane 
par  l’intérieur  de  la  ferre,  auivaut  une  direction  "que’ nous  avons 
détenmiftée.»  Ce  mouvement s'exécute  ®aans  aucun 'trouble;  h-s 
distances  "angulaires  des  étoiles  restent  invariablement,,  ou  ptfcs- 
qut^invariablfnient  *!es  mêmes.  Quelques  astres  seulement,  qui 
# soleil,  la  lime#  lès  plànefes  et  les* comètes , fbht  exception 
; Q.'lfc-  <lcrnièrc*loiu  leurs  distances  respectives  varient , et  leurs 
dianu’Uêtf apparentao'pttuivAit  des  changements*  considérables, 
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qui,  grossis  par  le  ii  iescoptj^ct  mesurés  par  le  pticroniélre , de- 
viennent sensibles,  même  a | >rôs  dea/flnrts  intervalles  de  temps.  A 
*•  cela  près-,  res  astVes  sont  assujettis.,  >roinme  ^ous^le^autres,  »ux 
l(rii^éner,iles  du  mouvaient  diurne.  ’ . • %*  • , 

279.  Vôilàjes  faits  tels  que  Ijjs  observations  les  établissent.:  il 
s’agit  H’en  dedun-eies  cQnèafueoccs*  u$bord  l<^os$isse>nent  du 
disque  par  le  tèl*lcopc*indiquc  que  la  lujie , le  soleil,  les  pla- 
nètes eUes  confètessont  incomparablement  plus  près  dejriotfs  que 
les  ctoÿes-’  Tje  plus,  îes«Vai*iatious  <le  leurs  diataùlrcs  apparents 
prouvent  que  ees  astres  n#sont  pa<Tonjours  à la  piAne  distance 
de  la  Jerre;  ear «est  une’ règle  d*optiquà  qu’iWk  iljèjne'.objet  de 
(Wnension  constante  paraît  plus  grand  lorsqu'il  est  vit  dè  plus'près, 
et  plus  petit  quand  il  est  vu  de  pins  loin,(*).  IicflVrai  qu'on  pour- 
rait expliquer  ees  variations  par  dits  fhaiiiremçnts  rAls  de  forme 

U * _14_ 


-,  * 


• observations  apprennent  que  tes  planètes  sqpt  des  «or|ts  arfcndis 

c*n ni rn e h»  terre,  cl  comme  elle,  à tort  pci^vrès  sphériques.  Si , par  l'entl  de 
l'olftcrtralfiir  et  par  I*  cent  rode  l'astre,  onftmènc  un  plan,  ce  plan  c^ftpera 
ta  surfaso  de  l'astre,  suivant  unp  cousbe  rentrante  AL)IHV,  /iÿ.  (io;  et*i  du 
pointât),  oiiesl  situé  l'otqorvalAir,  on  mène  à la  Courbe  ADCD'aUui»"  ut^- 
- contes  qui  fleureront  deux  rajjons  visuels  menés  aux  joints  opposés  cftdilqul'  — 
l'angle  DÔIV  sera  de  diamètfc  JfiParêntdc  l’nslre.  %. 

Si  la  pKpiètc  est. une  spbèro,  ùiï  si  elle  forme  une  «uafaee  do  rcvuhiiMtfl 
autour  de  «taxe  AO,  l’ongle  visuc(  DOD'  s$r?  lo  mèmo^Jlans  qnebpic  sens 
qti’upl’j* serve,  et  Ions  les  diamètres  appârfcrits  observés  sur, divers  diaiTiè- 
trej  du  disqne  seéont  égaux  ent*e  eux.  Au  jon  traire , K ces  diamètres  sont 
inégaux,  on  sera  sùr  que  ta  ligne  de  tangence  du  cfino  flfctné  pair  lqa  rayons 
visuels  n’est  ptmit  circulaire,  coqui  indiquera  un  aplatissement.^i  l’un  sup- 
lia  s«ti<m\n[iy  circulaire,  lo  rayon.  jjsueMtD  sera  perpendiculaire  à 
ftAdu  ra^on  C^Soit  cclni-ci  =?H;  lu  distance  QOr=D,  l’ajjgTc  vJ* 
“ ai  ofa 


pose  lu 
l’ciWn 


suri  Dut  i,  on  le  démi-dflitnèlrc  apparent  = q%le  triangle  rcahnglc 
en  Q,  éfonneri^vidommcnt  • • i > À » .*  .fc  . 

' V . * » y ,,na  = D-..^|  ^ .y 

^.esüimertsif^is  Je-  I'a5i.iev  i.vnt  iqâariaWes,  U,eil  Constantin  leA dr  Aux 
diamitrrs  apparrhts  d'un  hifnc  ut  re  lotit  r¥cipipqut+dC  Z,  distants, ; par  von- 
aéquent,  l'algte  vifl7rl  JimtflTie  quand  Hoslr^’élol^lfii  ^hiiflmentetiuéfld 
n s Approche.  *%..**  • 

.SU’objej^r  ijiqlit  utf  1^1  sorte  ^ue  liunglc  v^gfl  a 4#it  on 

lrès-pe4i“nhg^  siit^/sorn  Ibssfc  uar  quanty^  t^s-petÿe,  «t  on  pourra,* 

A W f « 9 • •* 
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que  i es  astres  êurouvcrai'ent.  •Mais^qpmpte  les  observations  prou- 
vent qu'ils  sont  opaques,  et  par  frrfscqiûmt  solides,  «*Mte  expli- 
cation n'aurait  pas  la  moindre  vraisemblance ^t  il* est inutile  de*" 
noys-y  «peler*.  Au  contraire,  pour  les  toiles,  non-seyleqient  les 
diamètres  apparents  sont  insensibles,  mais  leurs  distances  angu- 
laires .sont  invariables,  W presque'  invariables , même  après  de 
lohgs  intervalles  de  temps.  Aucun  poinfde  la^di^re  des  fixe»  ne 
s'approche  dtjnc  01141e  s’éloigne  de  nous,  danlcet'intervalle,  d’une 
quantité  sensildé.  Cej  différences  noifreouduisentj  regarfior  le 
soleil,  la  Iftne,  les  planètes/  les  corftctes  et  la  terre,  comgie  une 
sorte  de.grouf'e  |Âlrticiéier  parmi  les  autres  corps  célestes-:  J’est.ce 
queTon  nomme  notre  s/stèmiystunctairc. 

280. 'Mais  ce  repos  des*étoile$- pourrait  bien  n’ètre  qu’une  ap- 
parence ; caf,  il  cause  de  lefif  irtimense  éloignement,  il  faut  qu'elles 
parcourent  ■ jlc* très-grands'  intervalles  avant  i/ue  nous  puissidViS 
nous-  apercevoir" qu’elles  ont  changé  de  placfc.  C’est  doticau  Temps 
à nôus  éclairer  sur  cet  ohjfet.  Malheureusement  lis  obSetvations 
anciennes  ne  sont  pas  assez4  précises  potir  quP  nous  puissions  en 
faire4  usage.  Mais  déjà,  par  la  discussion  des  observations  mo- 
dernes ^ quelques  astronomes  *int  essayé  prouvée,  t^ie  les  dis- 
*lancqs  angulaires  du- plusieurs  dlcnléS-bnt. augmenté  sensiblement, 
flan#  upescèrtainti' partie  du  .ciel  situiV  vers  la  constellation  tl‘ Her- 
cule, elVnt  diminué  dan»  la.  partic*opposée.  II  est  donc’ probable 
apte  les  préftiières  sont  maintenant  pjjus  près  de  nous  , et  lelt  autres 
plus  loin.  Cet  édkrtement  n'est  encore  sensible  que  dans  un  petit 
nomlire  (Pôtoiles;  mais  on  peut  penser  que  si  les  autres  paraient 
immobiles,  è'èst  parce  qu’élles  sont  plmvéloigiTées;  carres  mou- 
vements, s’ils  Existent,  doiverft  se  manifester. *T!ihord  dan*  les 
^toiles  u«i  sont  les  moins  Soignée*  de  nous  (*J.  , • ’ _ - 

- - 

sans  «rrcur  sensible,  le  «Apposer  proportionnel  il  l'ajlfelc  »,  d'dfi  résulté  ee 
thcôrème/ljopt'que  : 1.  i ^ * 

Les  ifhçlet  visuel*  sçffS,  IrsquCltyp 
réciproques  A sÇfdistAncc  ; 


f nerrfe  objui  1res  éloigne  sont 
tbvs  «k  • » 


'f.  / U7  tmw .w-  f | — » ' ” 

Ou,  cequircrienl  au  mêrafe,  les  distancc^i  un  mi¥k r ùlfcfvu  sous  dc^rtQ< 
anglfij  sont  réciproques  à icsjtfiamètrca^pparcntm  • 

(-J)  Voyez,  Ma  fin  do  Fourrage,  la  n^mean  ^ilti^ys! 
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281.  Ces  |>li<'Hg>iiièiiuis  prouvent' incontestablement  que  la  dis- 

tance «le  la  terre  aux  diverscorps  célestes  'ne  reste,  pas  toujours  la 
même;  ma  R ils  né  nous  apprennent  pas  si  le  soleil , les  planètes  et 
les.  étoiles  sont  tellement  en  mouvement,  Ja  terre  étant  immobile  • 
où  si  la  terre  en  mouvement  s’approche  et  s’éloigne  de  Vesastyrs. 
Quelque  Mngulièré:(pie cette  question  paraisse,  il  n’y  a rien  dans 
les  observations  qui . finisse  la  décider,  toisque  le  soleil*  nous 
semble  s’approelior  de  In  terre,  un  observateur  placé  dans  le 
soleil  devrait,  comme  nous,  se  juger  en  repfls  et  croire  que  la 
terre  s’approche  de  lui.  Il  en  esl.de  même  du  mouvement  diurne 
des  astres  : nouj  ne  pouvons  pas  en'-eonclure  qu’ils  tuurùeiU  tel- 
lement, caf  lus  appareqrt*  seraient  absolument  les  mêmes  si 
c'eJaitJa  terré  qui  tournât.  Entraînés 't^vec  les  corps  qfti  nous  én- 
viroiXnent , arec  les  mers  et  l’almosphère  , nous  nous  marions-  im- 
mobiles, et  lorsque  la  terri? , par  sa  rotation  , nous  présenterait  suc- 
cessivement aux  diveri  points  du  ciel,  nous  incinérions  que  c’est 
le  ciel  qui  tourne  réellement  autour  de  nous.  * , 

282.  '!Ôn  a des- exemples  fréquents  de  ces  illusions.  Souvent 
nous  attribuons  notre  propre  nioirvemcnt  aux  jolîjets  extérieurs, 
(in  voyageur,  tranquille  au  fond  d’une  voiture  qui  l’enqjorte ^vec 
rapidité  f voit  les  arbres  qui  bordent  l?v  routé  courir  vefs  lui 
droite  et  gauche;  une  autre  personne  placée  dans  la  même  voi- 
lure, mais  emportée  cfi  arrière,  crflit  lés  vhie  s'cnfiiir.  Les  jeux 
s'habituent  tellement  ê cette  illusion,  qu'elle  né  cesse  pas  aussitôt 
que  la  voiture'  s’arrête,  ou  plutôt  ellc-cn  produit  unp  contraire; 
car  alors  ven  voyant  les  pbjets  immobiles , on  si’  rrtrit  pendant 
qifclqnes  instants  transporté  dans  le  sens  «|Sjiosé.  I)ansâl’âutéés 
cas  , nods  faisons  abstraction  du  mouvement ‘fàferùlés  corps.’  Un 
cavalier  qui  "court  à toute  bride  lance  des  boules  au-desétis  de  sa 
têt<^,  et  les  ratient  dans  sa  main  : elles  lui  senjWent  tombA  veétflfci- 
lement;  cependant  cela  ne  saurttit  étjje  ; jmlsquTI  a chaque  de  place 
pendant  leur  chute.  Elles1’ decai vent  réelleifient  des’cQiirlies’très- 
couqiosées,  et  c’est  ainsi  quesJe*  volt  uij  spectateur  irh  mobile. 
Enfin  , il  y*  a des  circonstance!  ofLle  mouvement  nou^  sefnblo  du 
repqs  , et  le  repu*  du  immvonlerttj.  Regardez  le  ciel  le  soir  lorsqu’il 

en  partie  couvert  d«  nuages  qfte  ju.  vent  pousse  a^’c  rapidité; 
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si  la  lune  ou  quelque  étoile  partit  filtre  eu/ , elle^emble  se  tjou- 
voif  rapidement  en  senS  contraire  : il  •st'#rès-diffi£tje  ni  coin  nu- 
*Tmi possible  de  résilier  à cette  illusion. 


uqiussiblc  i 

203.  En.£éneral,  plusieurs  na  uses  contribuent  4. nous  fairçe  njal  ■ 
jugw  des  mouvements  qui  se  fbp?  bore  de  nous.  IJ  abord , nous 
cjoyops  nos  yeux  ei*  repos,  lorsque  le  inoüvcqpcnt  qui  notfs em- 
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porte  me»  t pas  un  çfTet  aetpel  de  nôtre  volonté,  ou  un  r 
immédiat  de  i'actiou  de  nos  organes.  L’ilfusio*  est  d’nutai 


autant  plus 


forte  que  le  mquVtinent  est  plus  rapide1,  surtout,  si  nous  ne 
sommes  avertis  par  aucune, secoussey  comme  il  arriverions  une 
voiturçqui  roule  sur  la  terre.  Secondement,  nous  Sommes  portés, 
par  Habitude,  à faire  abstraction  de*nipuvements auxquels  nous 
parti èippns  < parce  qu’ils  nouons  empêchent  pas  de  saisir,  qpmgae 
à l’ordinaire , les  objets  qui  se  déplacent  avec  nous  : e’ est  le  cas  du 
cavalier.  ïünfin,  parmi  les  A)jet,s  éloignés , ce  sont  «toujours  les 
plus  petits  que  noqs  croyons  en- mouvement  Ceu^qui^ous  sem- 
b^nt  plus  grands  ou  plus  difficiles  à mouvoir,  nous  les  jugeons 
impiobiles.  Ainsi,  la  hftie  et  les  étoiles  npus  paraissant  tréà*pcptes, 
par  rapport  à ifb  yastes  amas  de_  nuages  (pii  embrassent  l’horizon  , 
ecs  astres  -nous  semblent  en  monvement  au  milieu  d’eux.  Nçjlis 
sommes  encore  trompés^]  cela,  par  l’habitude,  qui  mous  montre 
les  petits  objets,  cfniime  les toiseaux, , CB  mouvement  parmi  les 
grands  corps) ,tel$fqrtb  les  arbres  et"  les  montagnes. 

iyjais  ces  ‘faux  jtfgcments  se  red  ressent  a'vei^ facilité  lorsqu’on  » 
une  Wéc  exacte  dtf  mouvement ; (£  si!  n'est  pas  toujours  pdssihb; 
(ltfse  défendre  désillusions  qui  les occasionnent  , «p  peut  du  mpins 
loiijoni  sjen  rêconnaîtie  l’erreur  d en^irémmir’les  conv-quimes» 
284.  Le  mouvement  n’j  dfclïct,sgtisib1e  que  rclluivemont  a«v\ 
choses  qui  en  soht  privées';  ma is^  pour  relies  qui  J ' participent 
i ^leim  nt,  il  n'estflrien  et  ne  promut  aucnnjeffet.^  Voilà  le  pfin- 
cipe  général,  dont  il  faut1’ bien  se  pénétrer.  Ainsi  des  mid-clifiidise* 
embarquées  dons  *n  navire,  et  partit*  pour  up  granîl’ qpyafe , 
sonPfccMrment  en  mouvement  ÿcpilSnt  toute  la  tr^versi-e*  critant 
quelles'  passent  par  plusieurs  lieux  dont  la  position  ne  changé  point  • 
avec  lrç#iavire,  ut  qui  rq-  sc  meuvent  pas  aVec  lui.  Mais, si  l’onjjon-» 
s en 


lîlçrc  les  b#lcs  cMcs  caisse jdi  mtle  navii£cést  charge,  par  rapport  • 
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au  navire  hii-mèine,  ce  mouvement  de  trahsport  est  comme  s’il 
n’existait  pas.  Il  n’altère  point  les  positions  respectives  de  ces 
objets,- parce  que  tous  y participent,  et  y participent  également. 
Mais-si  nue  des  caisses  se  déplace  par  rapport  aux  autres,  ne  (ùt-ce 
qua  d’un  millimètre,  ce  millimètre  serti , relativement  à elles  et  au 
navire;  un  mouvement  plus  grand  que  tout  le -voyage  fait  en- 
semble. ' • - * 

28i».  Concluons  de  là  que  (juelque  mouvement  qu’ait  réellement 
la  terre,  si  tous  .les  objets  placés  à sa  surface  y participent,  si  l’at- 
mosphère  le  partage , et  si  nous  le  partageons  nous-mciRes , nous 
ne  pourrons  nullement  le  sentir,  et  il  sera  pour  nous  comme  s’il 
n’existait  pas.  Mais  d’un  autre  côté , il  est  également  nécessaire  que 
ce  mouvement  paraisse  général  et  commun  à tous  les  objets  visi- 
bles qui , étant  hors  de  la  terre , et  de  l’atmosphère  qui  marche 
avec  elle,  sont  étrangers  à son  mouvement.  Ainsi , la  véritable  mé- 
thode par  laquelle  nous  pourrons  découvrir  si  l’on  peut  attribuer 
un  mouvement  à la  terre,  et  quel  mouvement  on  peut  lui  attribuer, 
c’est  de  considérer  et  d’observer  si,  dans  les  corps  séparés  de  la 
terre  et  de  l’at^iiosphèrè , comme  le  sont  les  astres,  on  découvre  un 
mouvement  commun  (pii  convienne  égaleinent  à tous.  Car,  par 
exemple,  un  mouvement  qui  s’observerait  seulement  pour  la  lune, 
et  qui  n’auraitMieu  ni  pour  les  planètes,  ni  pour  les  étoiles,  ne 
pourrait  être  attribué  qu’à  la  lune  et  non  pas  à la  terre.  Il  n’y  a 
rien  de  plus  général  à çet,  égard  qup  le  mouvemqpt  diurne  qui  en- 
traîne en  nlême  temps  tous  les  astres  d’orient  en  occident.  Ainsi , 
d’après  les  seules' apparences»,  ce  rtiouyeinentpcut,  avec  autant  de 
raison , être  attribué  à la  terre  seule,  en  sens  contraire,  qu’au  reste 
du  monde,  la  terre  exceptée. 

On  en  peut  dire  mitant  des  autres  mouvements  très-petits,  mais 
pourtant  généraux,  dont  nous  avons  reconnu  ou  annoncé  l’exis- 
tence. Ces  mouvements  pourraient  bien  ne  passe  faire  Réellement 
dans  les  étoiles,  caries  apparences  seraient  absolument  les  mêmes 
si  l’équateur  de  la  llpre  et  l’axe  qui  lui  est  perpendiculaire,  restant 
fixes  sur  sa  surface,  sç  déplaçajent  peu  à peu  dans  le  ciel.  La  hau- 
teur du  pôle  sur  l'hori/.on  de  chaque  lieu  serait  toujours  la  même; 
tous  les  objets  terrestres  conserveraient  leurs  positions  respectives, 
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et  nous  nous  croirions  encore  immobiles  au  milieu  d’eux.  Les  astres 
nous  paraîtraient  donc  faire , dans  les  cieux  , tous  les  mouvements 
que  la  terre  ferait  en  sens  contraire.  Lps'seules  apparences  n’of- 
frfent  absolument  rien  par  qtioi  I*on  puisse  décider  laquelle  de  ces 
deux  hypothèses  est  la  véritable. 

Dans  notre  incertitude , il  ne  nous  reste  qu’un  parti  à Suivre , 
c’est  d’étudier  avec  Soin  les  apparences  des  mouvements  célestes, 
et  de  voit  laquelle  des  jieqx.  hypothèses  les  explique  avec  plus  de 
simplicité.  . ». 

• ^ 

• I 
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CHAPITRE  XXI. 

,«  * ■ ‘ * • 

Lonsequènces  physiques  de  V aplatissement  de  la  terre. 

Longueur  du  pendule  à secondes  sur  lès  différait  s 
parallèles.,  ' , * . , * \ " 

* • * , ^ *f 

286.  Quoique  l’aplatissement  de  la  terre  soit  unéNjuantite  très- 

petite,  sa  connaissance  est  extrêmement  importante,  à cause  des 
consequenôAgu’ellç entraîne.  * •’ 

Et  d abord,;on  vcit  que  la  pesanteur,  teûjqurs  perpendiculaire 
à la  surfice  et  dirigée  suivant  4*  vertiéalê,  ne  tend  plus  au  centre 
de  la  terre.  Ses  directions  s’en  écartent  d upe  quantité  très-petite, 
du  même  ordre  què^’ajilatisseinent.  II  y a dope  une  .liaison  , un 
rapport  nécessaire,  entre  la  forme  de  la  terre  et  la  pesanteur.  Bn 
suivant-  cette  liaison , nous  parviendrons  peut-être  à découvrir 
d’où  vient^t  aplatissement  lui-même,  et  à quelle  cause  probable 
on  peut  l’attribuer^  • 

287 . fin  considérant  la  pesanteur  d’une  manière  générale , nous 
voyons  qu’elle  agit  sur  tous  les  corps  terrestres  comme  par  une 
sorte  à’ attraction  qui  les  sollicite  vers  la  terre  et  tend  à les  y ‘pré- 
cipiter. Cette  force  subsiste  au  sommet  des  montagnes  et  dans  les 
cavités  les  plus  profondes.  On  peut  donc  considérer  la  terre  entière 

comme  composée  d’une  infinité  de  particules  matérielles  réunies 

et  concentrées  par  la  pesanteur.  * ' i 

Si  ces  particules  n’ont  pas  toujours  formé  une  masse  sdlidc , si 
elles  se  sont,  trouvées  autrefois  dans  un  c"tat  de  mollesse  qui  don- 
nait plus  de  liberté  à leurs  mouvements,  elles  ont  dû  s’arranger 
d’elles-mêmes,  comme  l’exigeait  la  nature  des  forces  dont  elles 
étaient  animées  ; et  en  les  supposant  sollicitées  par  la  seule  pesan- 
teur, elles  dèvaient  se  réunir  en  une  masse  Sphérique,  comme  font 
les  gouttes  d’eau  et  de  mercure.  Or,  ùn  grand  nombre  de  faits 
d’histoire  naturelle  attestent  que  éet  état  a réellement  existé, 'er  que 
la  terré  a été  primitivement  fluide.  RJaîs , puisqu’elle  n’a  pas  pris 
la  forme  sphérique,  il  faut  en  conclure  que  quelque  autre  cause 
agissait  aussi  sur  ses  particules , et  contribuait  à leur  arrangement. 
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Ola  île  vie  ni  facile  à expliquer,  si  noûs  supposons  que  la  terre 
tourne  journellement  sur  elle-même;  car.alors  rette  cause,  qui  a 
renflé  l'équateur  et  aplati  les  pôles  , est  sans  doute  force  centri- 
fuge «lue  au  mouvement  de  rotation. 

On  conçoit  en  effet  que , si  la  terre  tourne , ses  diverses  parties 
font  effort  pour  s’éloigner  de  l’axe  de  rotation.  C’est  ainsi  qu’une 
pierre  tournée!  rapidement  dans  une  fronde,  tend  la  corde  qui  la 
retient,  et  la  rompt  si  elle  esttropfaible.  Cefte/o/re  centrifuge  s’ac- 
croît avec  la  vitesse  ; elle  est  la  plus  grande  possible  pour  les  points 
de  l’équateur,  qui  décrivent  le  plus  grand  cercle.  Elle  est  nulle  aux 
pôles  qui  6ont  immobiles , et  elle  décroît , par  ties  degrés  insensi- 
bles-, d’une  de  cd limites  àTautre.  La  terre,  par  i'actioq  de  cette 
force  , devait  donc  s'aplatir  aux  pôlçs  et  se  gonfler  à l’équateur. 

Considérons  deu*  colonnes  fluides  communiquant  entre  elles,  et 
dont  l’une  soit  dirigée  suivant  l’axe  qui  passe  par  les  pôles , l-autre 
dans  le  plan  de  l’çquateur,  ces  colonnes  s’étendant  du  .centre  à la 
surfhce  de  la  terre;  Les  particules  matérielles  qui  se  trouvent  dans 

cojonne  de  l’équateur  sont  favorisées  par  la  force  centrifuge  , 
qui  tend  il  les  éloigner  de  l’axe  de  rotation , et  leur  pesanteur  én  est 
un  peu  diminuée.  La  colonne  des  pôles , au  contraire , n’a  aucune 
force’ centrifuge  ; elle  obéit  entièrement  à la  pesanteur  qui  l’attire 
vers  le  centre  de  la  masse.  Elle  a dçnc  réellement  plus  dé  poids  que 
l’autre ,’  et  il  ne  peut  y avoir  d’équilibre  entre  elles,  à moins  que  la 
colonne  «lcd’equatétir  ne  s’allonge  aux  dépens  de  celledes  pôles,  de 
sorte  que ja  diminution  de  la  pesanteur  se  trouve  compensée  par 
l’accroi&ement  de  la  niasse.  Le  même  effet  doit  se  produire  dans 
toutés  les  colonnes  parallèles  à l’équateur,  mais  il  devient  de  plus 
en  plus  faible  à mesure  que  leur  force  centrifuge  est  moindre;  et 
ces  allongements  gradués  produisent  sur  le  sphéroïde  un  renfle- 
ment général  qui  diminué  insensiblement  de  l’équateur  aux  pôles.- 

Ainsf , én  supposant' que  la  terre  tourne  , son  aplatissement  se- 
rait une  conséquence  nécessaire  de  sa  rotation  , et',  paè  conséquent, 
puisque  cet  aplatissement  existe,  il  indique  cette  rotation  avec 
beaucoup  de  vraisemblance.. 

280.  L’analogie  la  plus  frappante  vient  encore  confirmer  ces 
soupçons.  Parmi  les  planètes , il  en  est  plusieurs  dont  le  disque 
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ovale  offre  des  signes  non  équivoques  d’un  aplatissement  ; tels 
sont,  par  exemple,  Jupiter  et  Saturne.  En  les  observant  avec  soin, 
on  a découvert,  à la  surface.de  leur  disque,  des  taches  dont  le 
déplacement  régulier  et  le  retour  périodique  décèlent  le  mouve- 
ment de  rotation  de  la  planète  autour  de  son  plus  petit  diamètre. 
Pourquoi  la  terre  , semblable  à ces  planètes  par  sa  rondeur  çt  par 
son  aplatissement,  n'aurait-clle  pas  aussi  comme  elles  un  mqpAv- 
menlde  rotation  autour  de  son  petit  axe?  Loip  tjue'.cu  phénomène 
doive  nous  paraître  extraordinaire,  il  serait  au  contraire’ fort 
étonnant  qu’il  n’eût  pas  lieu.  r. 

289.  En  suivant  celte  .induction  , elle  nous  qiène  à une  autre 
conséquence  pon  moins  importante.  Si  la  terre  était  sphériquQ  et 
homogène  , l’attraction  exercée  par  sa  masse  sur  les  divers  poilus 
de  sa  surface,  ou,  ce  qui*  revient  au  mérpe , la  .pesanteur  qui  sol- 
licite les  corps  vers  son  centre  serait  la  même  partout.  Mais  la 
forme  elliptique  détruit  celte  égalité  , etî’attfaction  doit  augmen- 
ter en  allant  de  l’équateur  au  pôle,  proportionnellement  auTîairé 
du  sinus  de  la  latitude;  ce  qnc  l’on  prouve  par  des  Calculs  <piè 
nous  ne  saurions  rapporter  ici.  Maintenant,  s!  la  terrdtourqe  au- 
tour de  son  petit  axe , une  autre  cause  se  combine  avqp  la  précé- 
dente. L’action  de  la  forçe  centrifuge  tend  ^ diminuer  le  resu] ta t 
de  l’attraction  ; mais  cette  diminution  varie  aussi  de  l’équateur  au  . 
pôle,  parce  qu’en  s’approchant  du  pôle, ‘ht  force  centrifuge,  tou- 
jours perpendiculaire  à l’axe  de  rotation  , devient  de  plu*  en  plus, 
oblique  sur  le  rayon  terrestre,  et  par  Conséquent  sur  la  direction 
de  la  pesanteur.  Il  est  même  facile  de  prouver,  par  les  principes 
de  la  mécanique,  que  cette  diminution  est  aussi  proportionnelle  au 
carré  du  simis  de  la  latitude , comme  celle  de  l’attraction.  Ainsi, 
par  l’effet  de  ces  deux  causes  ,1a  pesanteur  absolue  que  nous  ob- 
servons, c’est-à-dire  l’ejtcès  de  l'attraction  srtr  la  force  centrifuge 
décomposée  suivant  le  rayun  terrestre,  doit  varier1  4e  l’équafeur 
au  pôle  suivant  la  même  loi.  Par  une  conséquence  nécessaire,  en 
allant  de  l’équateur  vers  les  pôles  , la  chute  des  corps  doit  s'accé- 
lérer proportionnellement  au  carré  du  sinus  dr  .la  latitude  ,.et  Je 
même  corps  doit  devenir  plus  pesant  suivant  ce  rppprfrt. 

Les  oscillations  du  pendule  filtrent  un  moyen  simple  de  vériSpr 


Digitize 


3C)0  ASTRONOMIE 

ce  fait.  Si  la  chute  des  corps  s’accélère , les  oscillations  doivent  se 
faire  plus  rapidement,  et  l’on  peut  calculer,  d’après  leur  vitesse  , 
l’accroissement  de  la  pesanteur.  Car  on  démontre,  en  mécanique, 
que  les  longueurs  .dçs. pendules  synchrones  sont  proportionnelles 
aux  intensités  de  cette  force.  Or,  en  transportant  on  même  pen- 
dule en  différents  lieux  de  la  terre,  on  a trouvé  qu’en  effet  il  va 
pli^vitc  à mesure  que  l’on  s’éloigne  de  l’équateur  ; et  la  loi  de  cette 
accélération,  que  l’on  a déterminée  avec  beaucoup  d’exactitude  , 
est,  en  effet,  très-approximativement  proportionnelle  au  carré  du 
sinus  de  la  latitude , comme  l’exigerait  la  rotation  du  globe  ter- 
restre. J’ai  rapporté,  à la  fin  du  tome  II,  l’ensemble  des  expériences 
qui  établisscqt  ce  résultat  comme  vérité  générale , en  décelant  les 
variations  localcrd’un  ordre  incomparablement  moindre  auxquelles 
il  est  sujet.  » 

En  .négligeant  côs  variations , ou  les  faisant  disparaître  par  leurs 
compensations  mutuelle^,  dans  un  grand  nombre  de  mesures  prises 
snr  les  memes  parallèles  et  sur  des  parallèles  divers , on  obtient  le 
tableau  suivant,  qui  exprimera  loi  moyenne  de  variation  du  pen- 
dutc  simple  ù secondes  sous  les  diverses  latitudes  terrestres.  La 
longueur  de  ce  pendule  à l’Observatoire  do  Paris  est  prise  pour 
unité.  , « * 


LATITUDES. 

LONGUEURS 
du  [tcudulo 

«fc 

B 

0,00 

0.90669 

30,00 

0.997*45 

48.44 

o.9995o 

f»4,aS 

g 1 ,00000 

y 4. ai  ' 

i.ooj37 

On  voit,  par  ces  résultats,  qu’en  s’éloignant  de  l’équateur,  on 
est  obligé  de  donner  plus  de  longueur  au  pendule  pour  avoir  des 
oscillations  de  même  durée.  Il  s’ensuit  nécessairement  que  la  pe- 
santeur augmente  quand  on  s’avance  dans  cette  direction;  car, 
puisqu'on  allonge  le  pendule,  si  elle  restait  la  même,  les  oscilla - 
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lions  sc  ralentiraient.  De  plus,  les  variations  de  ces  longueurs  sopt 
très-bien  représentées  par  tun,  accroissement  proportionnel  an 
carré  du  sinus  de  lariatitudo)  comme  ou  peut  aisément  Lu  vérifier 
sur  les  nombres  rapportés  dans  le  tableau  precedent.  L'augmen- 
tation de  la  pesanteur,  en  allant  de  l'équateur  au  fxSle,  est  donc 
un  nouvel  indice  de  la  rotation  do  la  terre.  De  pliii,  pn  prouve 
par  le  calcul,  que  les  longueurs  du  pendule  à secondes  , en  diffé- 
rents lieux , sont  proportionnelles  aux  pesanteurs  qui  l’animent. 
D’après  cela;  les  rapports  exprimés  dans  le  tablcan  ci-dessus 
doivent  représenter  aussi*  les  poids  successifs  d’qne  même  tuasse 
que  lion  transporterait  successivement  à des  latitudes  diverses. 

290.  "Noii^  ne’donnons  ici  "que  les  rapport/ des  longueurs  abso- 
lues du  pendule  à différentes  latitudes,  pour  connaître  leurs  va- 
leurs absolues,  il  faudrait  donner, celle  d’une  des  mesures  précé- 
dentes, "par  exemple,  celle  du  pendule  à Paris.  .Mais,  auparavant, 
il  faut  décider  dé  quelle  division  du  temps  on 'veut  faire  usage, 
puisque  la  longueur  du  pèndqjÿ  à secondes  sera'  nécessairement 
différente  suivant  l’espèce  de  seconde  que  l’on  emploiera.  Pour 
nous  qui,  jusqu’il  présent,  ne  connaissons  de  mesure  du  temps 
que  celle  (jui  est  donnée  par  les  étoiles,  nous -n’àvoos  besoin  de 
connaître  que  le  pendule  sidéral,  c’est-;Vflire  celui  qui-ferait  une 
oscillation  pendant  une  seconde  sexagésimale  ou  décimale  de 
temps  sidéral;  or,  des  expériences  trés-exat^es , faites  ;Y  l’ObSer- 
vatoire  de  Paris,  et  Vérifiée*avec  beaucoup  de  soin,  ont  dônné  : 


. Longueur  du  pendulp  situerai , à secondes  sexa- 
gésimales. ........ o*l;<)8843!il7 

Longueur  du  pendule  sidéral , à secondes  déci-  _ , 

males.  . , ......  4 ......  . om,r]3’]S6i  1 

s * . 

Avçc  ces  valeurs  absolues  et  Içs  rapports  desrlortgucurs,  'que 
nous  avons  donnés  dan’s  le  tableau  .précédent)  on  Ultra  tout  dejuite. 
Ie9  longueurs  du  pendule  sidéral  pour'Mes  latitudes  indiquées  dans 
ce  talilcau.  Et  on  les'  obtiendrait  également  pour  un  autre  paral- 

• • i » 


(*)  Rclativomon  t au  détail  <jc  ces  expériences , voytt  la  rtiiscrtation  -placée 
ti  la  fln  du  tome  II , pages  43a  et  suivantes. 
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lèle  quelconque  en  les  calculant  d’après  la  loi  de  variation  que 
nous  ayons  reconnu  exister  entre  elles,  c’est-à-dire  proportion- 
nellement au  carré  du  sinus  de  la  latitude.  Enfin  , si  d’on  voulait 
les  obtenir  pour  telle  aptre  division  du  temps  que  l’on  vou- 
drait Unaginer, ‘cm  les  trouverait  facilement  d'après  la  règle  sui- 
vante. Les  longueurs  des  pendilles  simples  sont  entre  ellès  Comme 
les  carrés  des  temps  qui  expriment  les  durées  de  leurs  oscillations. 
Il  faut  toutefois  se  rappeler  que  l’application  des  longueurs  ^ab- 
solues aux  divers,  parallèles  terrestres  ne  sera  cxàtle  que  dans 
son  ensemble,  les  localités  y apportant  Üe  petites  différences  acci- 
dentelles, qui  sont'sensibles  dans  des  observations  précises. 

Les  astronomes  s&nt  dans  l’usage  de  régler  tous.  leurs  calculs 
sur  une  période  de  temps  déduite  de  la  marche  du  soleil,  et  que 
l’on  minime  le  jour  moyen.  Kpus  verrons  plus  loin  comment  on 
dptertuine  la  durée  de  cette  période , et  par  quelles  conditions 
elle  est  donnée.  Mais  nous  pouvons,  dès  à présent , la  définir  avec 
exactitude,  en  disant  que  le  jour  .moyen  est  plus  long  que  le  jour 
sidéral  de  a35  secondes  sexagésimales  moyennes  et  -jLL  f en  sorte 
qpe  86400  secondes  sidérales  sexagésimales  égalent,  en  durée, 
8616^,09  sexagésimales  moyennes.  D’après  cela  , si  le  jourmoyen 
es’t  ^présenté  par.  86400*  sexagésimales  moyennes,  |e  jour  sjdéral 
le  sera  par  86 164", 09.  Ainsi  ,cn  multipliant  la  longueur  du  pendule 
* . r ! HIV.nr,  \» 


rapport 


sidéral  sexagésimal ’ou  o,B, 9884327  yar  ^ ) 

diucarré  des  temps,  on  aura  la  .longueur  du  péndulç  à secondes 
moyennes  sexagésimales  pour  Pari/,  laquelle  sera  om, 9938626 , 
Mi  en  mesures  anciennes  3pJl8l  ,57  1,  ou  en  lignes  44°î^7  1 • 

Si  Pon  voulait  la'  longueur  du  pendule  à '"secondes-  décimales 
moyennes,  on  l’obtiendrait  par  un  calcul  tout  semblable-,  en  mul- 
tipliant  la  ldngneur  du  pendule  sidéral„décimal , ou  ora,lj3^86i  1 , 
. */•  864oo  A*  , P 

par  | ^ r~^J  » c est-a-dire^par  le  carre  du  rapport  du  jour 

moyen  au  jour  sidéral*  on,  aura  ainsi  om, 74 19070  pour  la  lon- 
gueur du  pendule  moyefi  décimal  à Paris  (*). . 


1")  En  générw,  soient  I.  la  latitude,  ) la  longueur  absolue  du  pendule 
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Les  valeurs  précédentes  sont  relatives  au  niveau  de  la  mer. 

A mesure  que  l’-on  s’élève  au-dessus  de  cette  surface , il  faut  rac- 
courcir le  pendule  pour  qu’il  fasse  le  même  nombre  d’oscillations 
dans  le  même  temps.  Bougùêr  a fait  sur  cet  objet,  au  Pérou,  uu 
grand  nombre  d’expériences.  En  prenant  pour  unité  la  longueur 
du  pendule  à secondes  à l’équateur;  et  au  niveau  dé  la  mer,  ü a 
trouvé  qu’à  Quito  , à la  liautetir  de  385-7  mètres,  cetje  longueur 
était  0,9992.49,  c’est-à-dire  moindre  de  près  de  Sur  le 

Pichincha,  à 4^44  mètres  de  hauteur,  cette  longueur  était  encore 
moindre;  elle  se  trouvait  réduite  à 0,998816.  I.a  pesanteur,  ton- 
jours  proportionnelle  à la  longueur  du  peudufe,  se  trouvait  donc, 
aussi  réduite  dans  le  même  rapport.  Ainsi  la  pesanteur  diminue  a 
mesure  .que  l’on  s’éloigne  de  la  surface  de  la  ‘terre , et  si  l’on  en 
jugé  par  ces  différences . déjà  sensibles  à une  distance  si  petite,  il 
est  bien  probable  que  la  même  force  s’étendrait  ajnsi  indéfiniment, 
en’ s’affaiblissant  dans  l’espace.  ^ , *'  „ 

1160 1 . On  est  parvenu,  par  la  théorie,  à découvrir  les  rapports 
qui  existent  entre  l’aplatissement-  de  la  ferre  et  les  variations  de 
la  longueur  du  pendule,  dégagées  de  leurs  accidents  locaux.  La 
valeur  de  l’aplatissement,  ainsi  caleùlée  par  l’ensemble  des  obser- 
vations, s’est  trouvée  égale  à -j-J-y,  c’est-à-dire  très-peu  différente 
de  celle  qui  résulte  de  la  mesure  des  degrés.  Et  comme,  d’après  la 
même  théorie;  l’allongement  du  pendule  <le  l’équateur  au  pôle- 
doit  être  à fort  peu  près  proportionnel  au. carré  du  sinus  de  la 

.»-l : Ÿ'.l * 

\ * 1 ! ‘ 7 T* 

décimal , qui  ferait  iooooo*oscillalioiis  dans  un  jour  moyen  , on  aura  la  va- 
leur do  X en  partie»  du  mètre  ,*  par  cette  formule  conclue  d’un  très-grand 
nombre  d'observations , . ' **  b 

. , , •J^o^DâyyG-^O.oaiiio.sin*  L. 

■ - 

Le  premier  terme ^st  la  longueur  du  pendule  àjl’équfitcur.  Si  l’on  substi  - 

lue , au  lieu  de  sin’  L , sa  valeur  - , la  formule  deviendra 

# • » f m 

* A =§  o,74t63é6  — o.ooioOa.cosaE; 

cl  Je  premier  terme  sera  la  longueur  du  pendule  moVim  dgpmiul  à I*  àli- 
iiidc  de  5o  grade».  ». 
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latitude,  on  voit  que  cet  allongement  suit  encore  la  même  loi  que 
l’accroissement  des  degrés.  ; 

292.  La  longueur  du  pendule  à secondes  étant  exprimée  en 

parties  du  mètre , la  connaissance  de  ‘ce  résultat  suffirait  pour  re- 
trouver le  mètrf.  , base  de  toutes  nos  mesures,  si  tous  les  étalons 
qui  fixent  sa  valeur  exacte  venaient  à se  perdre  dans  la  suite  des 
temps.  Fui  effet,  si  l’on  se  ^appelait  seulement  que  la  longueur  du 
pendule  sidérât  a secondes  sexagésimales  est  à Paris  de  om, 9884327, 
en  observant  exactement  cette  longueur  par  l’expérience,  et  la 
divisant  par  0,9684327,  le  mètre  serait  aussitôt  retrouvé.  Toute 
autre  longueur  du  pendule,  sexagésimal  ou  décimal,  sidéral  ou 
moyen , observée  dans  une  latitude  connue,  servirait  également. 
Voilà  l’avantage  que  l’on  a eu  en  prenant  pour  base  du  système 
métrique  dns  données  fixées  par  la  nature.  C’est  un  avantage  que 
n'avaient  point  les  mesures  arbitraires,  dont  les  anciens  se  sont 
servis  faute  d’en’ savoir  déterminer  de  plus  exactes.  Aussi,- les 
étalons  de  ces  mesures  s’étant  perdus  par  l’effet  des  révolutions 
des  peuples,  leur  valeur  s’est  perdue  également  pour  toujours, 
et  les  évaluations  auxquelles  elleî,  ont  servi  de  base  ne  peuvent 
plusf  servir  que  de  sujet  aux  recherches  et  aux  conjectures  des 
érudits.  * . 

293.  La  rotation  de  la  terre  devient  encore  sensible  dans  un 
autre  phénomène  très-remarquable;  c’est  la  déviation  des  corps 
qui  topibent  d’une  grande  hauteur.  Pour  concevoir  ce  phénomène, 
imaginons  un  corps  pesant,  placé  à une  grande  distance  de  la  sur- 
face terrestre , par  exemple  au  sommet  d’une  haute  tour.  Si  la 
terre  est  immobile,  le  corps  tomberaau  pied  de  la  tour,  suivant  la 
verticale;  mais  si  la  terre  tournesur  elle-même,  le  corps  qui  participe 
à cemouvement,  aura,  àl’instant  de  départ,  une  vitesse  de  rotation 
plus  grande  que  le  bas  de  la  tour,  parce  <pi’il  est  plus  éloigné  de 
l’axe.  Ainsi , lorsqu’il  tombera  otec  le  mouvement  composé  de 
cette  vitesse  horizontale  et  de  la  pesanteur,  il  devra  devancer  un 
peu  la  verticale  dans  le  sens  du  mouvcmefit  de  la  terre;  et  par 
conséquent , après  sa  chnte , il  sera  un  peu  .écarté-  de  la  tour  vers 
l’orient  ; c’est  ce  que  l'expérience  confirme. 

On  a calculé , d’après  les  lois  de  la  mécanique  ; l’étendue  de  cet 
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écart  pour  diverses  hauteurs,  et  la  théorie  s’est  trouvée  parfaite- 
ment-conforme aux  résultats  observés. 

294.  lorsque  Copernic,  renouvelant  les  idées  des  anciens  phi- 
losophes, présenta  lé  système  du  mouvement  de  la  terre,  on  lui 
objecta  que  les. corps,  dans  Jeur  chute  ,, ne  participant  plus  à ce 
mouvement,  devraient  rester  en  arrière, et  s’écarter  vers  l’occident 

è,  • * * 

de  la  verticale.  Mais  quand.les  lois  du  mouvement  furent  mieux 
connues,  ofi  sut  que  les  corps  doivent  conserver,  dans  leur  chute , 
la  vitesse  horizontale  résultante  delà  rotation  de  la  terre , à laquelle 
ils  participaient  d’abord.  On  cpnclut  de  là  qiie  les  corps  devaient 
tomber  précisément  au  pied  delà  verticale.  Enfin,  lorsque  les 
principes  de  la  mécanique  ont  été  encore  plus  approfondis , on  a 
reconnu  de  nouveau  qu’il  devait  y avoir  une  petite  déviation , 
mais  opposée  à celle  que  l’on  imaginait  d’abord  y et  dirigée  vers 
l’est.  C’est  ainsi  que  souvent  les  connaissances  se  perfectionnent  et 
se  rectifient  en  passant  par  des  erreurs.  f 

Il  n’est  pas  temps  encore  de  faire  ressortir  toute  la  force  des 
indices  que  nous  .venons  de  recueillir  sur  la  rotation  de  la  terre. 
Les  phénomènes;  en  se  multipliant,  nous  amèneront  de  nouvelles 
preuves  qui  établiront  enfin  la  réalité  de  ce  mouvement  d’une  ma- 
nière incontestable.  Mais  nous  devons,  dès  à présent,  conclure 
que,  s’il  n’est  pas  encore  décidément  prouvé  par  ces  phénomènes, 
il  en  devient  du  moins  extrêmement  probablè. 


V>.  1 
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CHAPITRE  XXII. 

> *'  ^ ‘ . 

/Jpç  parallaxes. 

».  * • 

298.  Les  méthodes  d'observation  que  nous  avons  jusqu'à  présent 
établies,  ont  eu  spécialement  pour  objet  les  étoiles  fixes,  et  elles 
sont  toutes  fondées  sur  la  considération  de  leur  distance  presque 
infinie,  qpi  permet  de  supposer  que. les  rayons  visuels,  menés  des 
différents  points  de  la  terre  à une  même  étoile , sont  tout  à fait  pa- 
rallèles. Ce  . principe  ne  peut  plus  être  /employé  pour  les  corps  qui 
composent  notre  système  planétaire,  parce  qu’ils  sont  beaucoup 
plus  rapprochés  de  nous , et  le  point  de  la  terre  d’où  on  les  observe 
n’est  plus  si  fort  indifférent.  Ainsi , pour  compléter  ces  méthodes , 
il  faut  étudier  plus  particulièrement  les  effets  de  ces  différences 
d’aspect,  et  trouv.er  le  moyen  d’en  corriger  l’influence. 

296.  Lorsque  différents  observateurs  répartis  sur  la  surface  de  la 
terre  observent  un  même  astre,  ils  ne  le  rapportent  pas  au  même 
point  du  ciel;  car  soient  L cct  astre,  fig.  61,  C le  centre  de  la 
terre,  O,  O'1  les  positions  des  deux  observateurs,  OL,  O’L  les 
rayons  visuels  menés  de  leurs  yeux  à l’astre.  Comme  on  rapporte 
toujours ^es1  objets  sur  le  prolongement  de  ces  rayons , le  premier 
verra  l’astre  eu  l sur  la  sphère  céleste,  le  second  le  verra  en  /’.  La 
différence  de  ces  deux  résultats  dépendra  de  l’angle  OLO',  sous 
lequel  on  verrait,  du  centre  de  l’astre,  la  cordc  de  l’arc  terrestre 
qui  joint  les  deux  observateurs.  Cet  angle  se  nomme  la  parallpxe. 
Pour  les  étoiles  il  est  absolument  insensible;  ccla^, résulte  de  nos 
observations,  puisque  nous  avons  trouve  que  les  rayons  visuels 
OL,  O'L  peuvent  être  supposés  parallèles  sans  aucune  erreur 
appréciable;  niais  la  valeur  de  la  parallaxe  devient  sensible  pour 
le  soleil,  les  planètes,  et  surtout  pour  la  lune,}, celui  de  tous  les 
corps  célestfes  qui  est  le  plus  rapprochôde  nous  *)• 


(*)  C’était  réellement  la  recherche  de  celle  parallaxe  que  nous  faisions 
dans  le  tome  11 , page  388,  lorsque  nous  comparions  les  Hauteurs  jpéridien nés 
moyenne*  des  étoiles  ciccompolaircs  observée*  en  des  lieux  différents. 
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U97.  On  peut  même  citer  quelque»  phénomènes  qui  montrent 
l’influence  de  lu  ptirallaxc  indépendamment  d’aucun  calcul  astro- 
nomique;'Par  exemple,  dans  la  figure  precedente,  si  c’est  la  lune 
qui  est  en  L,  et  que  le  soleil  soit  en  S,  beaucoup  plus  loin  du  centre 
de  la  terre,  les  deux  observateurs  verront  en  même  temps  ces  lieux 
astres,  et  a percevront’ l’intervalle  qui  les  sépare;  mais  du  point  E 
situé  sur  la  ligne  SL  qui  joint. leurs  centres,  cette  distance  paraîtra 
mille,  et  le  soleil  sera  éclipsé.  Ainsi,  lorsqu’un  nuage  passe  entre 
nous  et  le  soleil , nous  nous  trouvons  plongés  dans  l’othbre;  tandis 
que  des  lieux  souvent  peu  éloignés  sont  éclairés  de  toute  sa  lu- 
mière : là  différence  de  ces  effets  est  duc  à une  véritable  parallaxe. 

298.  Pour  éviter  les  irrégularités  dépendantes  de  ces  différents 
aspects,  et’  rendre  toutes  les  observatiohs  "'comparables  , les  astro- 
nomes sont  convenus  de  les  rapporter  au  centre  de  la  tèrre  supposée 
sphérique  ou  spliéroidiqfte,  et  ils  regardent  comme  le  lieu  vrai  des 
astres  sur.la  sphère  céleste,  celui  où  on  lesverrait , s’ils  étaient  ob- 
servés de  ce  point.  Par  opposition  ils  appellent  lieu  apparent  d’un 
astre  le  point  de  la  sphère  cclesteauquel  on  le  rapporte,  quand  on 
l’observe  de  dessus  la  surface  de  la  terre. 

299.  Pour  plus  de  simplicité  commençons  par  examines-  le  cas 
ofi  la  terre  serait  sphérique,  et  voyons  comment  on  peut  trouver 
le  lien  vrai,  quand  on  tonnait  lclieii  apparent.  Dans  cette  suppo- 
sition , soit,  fig.  62,  C le  centre  de  la  terre , et  soit  O la  position  de 
l’observateur  sur  sa  surface  : le  rayon  CO  prolongé  sera  la  verti- 
cale. Maintenant  si  l’observateur  mesure  la  distance  de  l’astre  au 
zénith  , il  la  trouvera  égale  à l’angle  LOZ;  s’il  l’eût  observée  du 
centre  de  la  terre,!  il  l’aurait  trouvée  égale  à LÇZ  ou  à LOZ — CLO , 
parce  que  l’angle  I.OZ  est  extérieur  au  triangle  LOC.  L’angle  CLO, 
forme  par  les  deux"  rayons  visuels  menés  à l’astre,  se  noipme  la 
pafallaxè  de.  hauteur  :.en  la  retranchant  de  la  distança  zénithale 
apparente,  on  auta  ht  distance  vraie.  Nous  supposons  d’ailleurs 


Puisque  l’axe  de  rotation  de  la  sphère  de»  fixes  semble  toujours  pnssrr  par 
l’œil  do  l'observateur,  comme  nous  l'avons  Yceonnu  alors , il  faut  que  l'angle 
•oiis  lequel  la  terre  eutièro»paraltrail , si  cllb  était  vue  des  étoiles,  soit  in- 
sensible , ou , en  d'autres  termes,  que  la  parallaxe  dos  étoiles  soit  nulle. 
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que  l'ot  ait  préalablement  *fait  à la  distance  observée  la  correc- 
tion qite  la  réfraction  exige. 

300.  Les  deux  rayons  visuels  OL  , *CL  étant  compris  dans  le 
même  plan  vertical , on  voit  que  l’effet  de  la  parallaxe  se  porte 
tout  entier  dans  le  sens  vertical , comme  cetni  de  la  réfraction  ; 
mais  la  parallaxe  est  soustractive' de  la  distance  au  zénith  , au  lieu 
que  la  réfraction  est  additive.  L’effet  de  la  parallaxe  de  hauteur  est 
donc  d’abaisser  lés  astres  dans  les  verticaux  où  ils  se  trouvent , 
ce  qui  est  le  contraire  de  la  réfraction , qui  les  fait  paraître  trop 
élevés. 

♦ 

SOL  Get  Abaissement  dépendant  du  calcul  de  l’angleOLC  n’est 
pas  le  même  pour  toutes  les  hauteurs.  La  distance  de  J’astre  à la 
terre  étant  supposée  constante,  il  est' le  plus  grand  possible  à l’ho- 
rizon, comme  en  OL'C,  fi g.  63.  L’angle  OL'C  se  nooinie  la  paral- 
laxe horizontale.  Si  dupointL'  on  mène  deux  tangentes  au  cercle 
00',  qui  représente  le  contour  dela  terre,  la  parallaxe  horizontale 
sera  la  moitié  de  l’angle  visuel  0L*0',  sous  lequel  la  terre  serait 
aperçue  par  un  observateur  placé  dans  l’astre , ou  , ce  qui  revient 
au  même , ce  sera,  pour  cet  observateur,  la  moitié  du  diamètre  ap- 
parent delà  terre. 

La  parallaxe  de  hauteur,  ou  l’angle  OLC,  diminue  à mesure  que 
l’astre  s’élève  sur  l’horizon  ; enfin,  elle  devient  nulle  lorsqu’il  ar- 
rive au  zénith , parce  que  le  rayon  visuel  mené  du  centre  de  la 
terre  se  confond  avec  le  rayon  visuel  de  l’observateur.  La  loi  de 
cette  diminution  est  facile  à calculer  par  les  règles  de  la  trigonomé- 
trie , et  en  supposant  que  la  distance  de  l’aslPe  au* centre  de  la  terre 
ne  varie  pas  sensiblement  dans  l’intervalle  d’une  révolution  diurne, 

on  trouve  que  la  parallaxe  correspondante  à fine  hauteur  appa- 
• * 

rente  quelconque,  est  égale  au  produit  de  la  parallaxe  horizontale 
par  le  sinus  de  la  distance  apparente  au  zénith  (*). 


(*)  l’our  démontrer  cette  relation,  soit  ,fig.  63,  D la  distancé  de  l’astre 
an  centre  de  la  terre,  distance  que  noua  supposerons  constante  pendant  le 
temps  que  l’astre  emploie  pour  s’élever  de  l’horizon  jusqu'à  sa  plus  grande 
habteur  ; soient  R le  rayon  terrestre , COZ  la  verticale,  Z la  distance  au  zé- 
nith on  l’angle  LOZ,  et  a la  parallaxe  de  hauteur,  ou  l’angle  OLC.  Cela 
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302.  Tout  se' réduit  donc  à déterminer  la  parallaxe  horizontale. 
Or,  la  seule  inspection  dn  triangle  01/ C montre  que  le  sinus  «le 
CO  R* 

cette  parallaxe  est  égal  à qu  à en  nommant  R le  rayon  ter- 
restre mené  à l’observateur,  et  D la  distance  de  l’astre  au  centre 


posé,  dans  le  triangle  L?Sc , les  sinus  des  angle^seronl  proportionnels  . 
cétés  opposes,  ce  qui  donnent 


R.  sin  Z 


Z> 

rrf 


. 

Supposons  maintenant  l'astre  à l'horizon,  la  distance  au  zénith  étant  .égale 
à 90“  ou  à 100  grades , on  a lin  Z =1,  et  en  nommant  n Ta  valeur  que  prend 
alors  a,  c’est-à-dire  la  parallaxe  horizontale , la  formule  précédente  donne 

H < ‘ ' 

. »inn  = B; 

ce  qu'on  aurait  pu  trouver  directement  dans  le  triangle  L' OC,  dont  le 
cétéOL'  est  horizontal  et  tangent  à la  terre  en  O Comme  le  sinus  d’un  anglo 

est  toujours  une  fraction  moindre  que  Vunitc , le  produit  de  ^ par  sin  Z, 


’• 


R . 


ou  la  parallaxe  de  hauteur,  sera  toujours  moindre  quo  jj , qui  est  la  paral- 
laxe horizontale.  La  parallaxe  horieonfale  est  donc  la  plus  grande  de  toutes. 

Si  l’on  élimine  L)  entre  les  deux  équations  précédentes,  oâ  obtient 

• . 1 • . 

sin  a = sin  n.sin  Z. 


Le  grand  éloignement  des  corps  célestes  fait  que  fl  cl  o sont  toiijoursde  très- 
petits  angles,  mémo  ponrla  lune,  dont  la  parallaxe  horizuiilale  ne  surpasse* 
pas  i°  sexagésimal.  Or,  pour  des  angles  aussi  petits,  le  rapport  des  arcs 

est,  à fort  peu  près,  égal  à celui  des  sinus  ; ainsi,  en  substituant  — à î!ü_E, 

II  sin  fl 

dans  la  relatioq  précédente,  on  aura 

a — n.sin  Z, 

cesl-à-dire , que  la  parallaxe  de  hauteur  est  dgale  à la  parallaxe  horizontale 
multipliée  par  le  sinus  de  la  distance  au  zénith.  A la  rigueur,  ce  rapport  a lieu 
entre  les  sinus  des  parallaxes  ; mais,  pour  juger  combien  la  substitution  des 
arcs  est  approchée,  il  suffit  de  remarquer  que  lo  sinus  do  i°  sexagésimal  est 
égal  à 0,01745240,  et  sa  tangente  à 0,01745607,  le  rayon  étant  pris  pour 
unité.  Maintenant,  comme  l’arc  est  toujours  plus’ petit  que  sa  tangente  et 
plus  grand  que  son  sinus , il  est  compris  entre  les  deux  expressions  précé- 
dentes , et , par  conséquent , il  diffère  de  l’une  quelconque  de  ces  deux  va- 
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de  la  terre.  Si  J’qjp  |xmvait  mesurer  cçtk'  (lirtu/ice  , comme  on  a 
la  longueur  du  rayon  terrestre,  la  parallaxe  serait  connue  complé- 

* » 4 . t * 

te  ment.  * * * * ' 

Pour  cela,  le  procédé  le  pins  simple  et  le  plus  naturel  est  relui 
<jue  l'on  emploie  dans  la  trigonométrie  pour  mesurer  l’éloignement 
d’un  objet  inaccessible,  en  l’observant  des  deux  extrémités  d’une 


leurs  moins  que  ces  deux  valeurs  ne  different  entre  elles;  l'erreur  que 
l’on  commet  en  substituant  l'arc  au  sinus  , daus cette  circonstance,  çs> l donc 
moindre  que  0,00000267  r qui , divisé  par  0,01 74^-4°  » ^ait  environ  j—de 
In  valeur  totale  de  l'arc.  , 

D'après  l’expression  précédente  de  sin  cr,  on  voit  que  la  parallaxe  d'un 
astte  peut  sç  calculer  pour  tdules  les  hauteurs , qunnd  on  connaît  sa  distance 
au  centre  de  la  terre  exprimée  en  parties  du  rayon  terrestre,  ou  le  rap- 
port y ; réciproquement , on  peut  calculer  la  distance  quand  on  conuait  la 
parallaxe  par  observation. 

Connaissant  la*  parai  fa  xe  de  hauteur  par  la  formule  précédente,  si  l'on 
nomme  Z"  la  distance  vraie  au  zéuilh  , telle  qu’on  l’obscrîcrait  du  centre 
de  la  terre  , on  a * 


sin  ct  = sin  II  .s in  Z, 


Z"  = Z- 


Ces  formules  supposent  Z connu.  Qans  les  tables  a&tropomiqucs  qui  sont 
construites  Sur  lés  lieux  vrais  , c’est  Z"  qui  est  suppose  connu  , et  il  faut  en 
dcduirioZ  aGn  de  troufer  le  lieu  apparents  Pour’ cela,  on  doit  exprimer  la 
parallaxe  a en  fonction  de  Z”  : cela  est  facile , car,  puisque  Z = Z"  -+-  ta,  en 
éliminant  Z,  oi>aura  • s 0 

■ f » 

* • 0»  4 

sin  cr  =■  sin  fl. sin  (Z"-t-  cr)  = sin  n (sin  7”  cosct  -+-  cos  Z*-sin  cr), 
d’où  loft  tire  « • * * \ * 


tang  cr  = - 


sin  fl.  sin  Z" 


1 — sin  n cos  Z?  . * 

• 

Comme  la  parallaxe  horizontale  11  est  toujours  un  très-petit  arc , cette  expres- 
sion peut  se  réduire  en  une  sçrfe  jconvcrge>ntc,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  sin  II J 11  no  faut,  pour  cela,  qu'effectuer  la  division  indiquée,  et 

l'on  a ; * 

« • » rw\  sin*  II  .sin "2 7”  . 

tan£  cr  = sin  II  .Sin  //vh hetc.: 

unièmes  lUini  premiers  t ormes  suffiront  toujours. 

* • • * • * * 

Au  reste , si  l’on  voulait  obtenir  rigoureusement  la  valeur  île  n,  on  le 
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base  cou  nue.  DmiJMibltervateurs  G4>  situes  syus.jp 

même  méridien  céleste  J observent même  temps  la  b autrui' 

méridienne  de  l'astre  L,  ou  sa  distance  au.  rétoith.  Alors',  dans 

le  quadrilatère  LOGO',  on  connaît  fes  tvoitf  anglrt  *0,  O'  et  G ; 

ce  dernier  étant  formé  par  les  détix  vetyicalts des  observateurs.  On 

a de  plus  les  longueurs-dos  côtés  ©G,,0'Ç,  qui  sont  des. rayons  ter-  • 

restres.  On  petit  dono,  construire’  le  quadrilatère», calculer  la 

diagonale  CL  ; qui  pst  1»  distance  de  lustre  aij,  ceqtfy  de  la  tprrç.  ■ 

Le  rayon  terrestre,  divisé  par  cette  distance,  m u Je  WN»Uria 

parallaxe  hôrîlontale.  . "s  *'  •.  '.w 

• . \ ' «'  ' V f i • v % t » • .*  f y 

Cette  méthode 5 fédime  çn  calcul,  conduit  au  .résultat  suivant',. 

qui  est  d*tine  extrême  simplicité.  Lu  parallaxe  '/ibrizqn(alc  est- 

égale  a l’angle  à l’astre  dmtte  pçtt.  let’somme  îles  sidÈf  de*,  distances 

zénithales,  si  [‘astre  se  trouve  entre  les  zéniths  t les  deux  o^setÿa leurs yf 

ou  par  [a  différence  de  ces  sinus,'  ni  l'astre  fé  troifpe  du  mente  rH[c  ' 


du  zénith  par  rapportai  lotis’  dkuj^  jf. I. 

>;  1 *'!  <>/ 

sèment 


w. 

’*  1 


pourrait  aisèmlmt  au  moyead’un  aogfc  a*silioire-s,  ter  qu’on  cîtt 

■■«V  » ■ ' 4K9  = &"»  * ’ - a " J ' -, 

SP  uni  donne-  * . » ' - . ••  ...  C 


Uuift  pr 


süen.ainZ’' 


* ■ ,r  * „ ‘ 

lownulo  à laquelle  on  peut  appliquer  lo  eiilt-u)  logarithmique.*  ’ • « . 

• • ».  I » * * ^ • (I 

(*)'  Le  calent  qui  conduit  à ca  résultat  eut  très-simple.  Considwhns  licite- 
delà  ftg.  6b  Soit  n la  parallaxpsle, haulqbr*pqur  l’oh&ervateur  placé  Pn  U, 
laquelle  est  égale  à l'angle  OLC;  soit  dp  thème  rs’  l'angle©'  LC  ou  tp  paraL 
taxa  de  ira  u leur  pour  l'observateur  placé  en  O’  »"çuph  ,^oâr  fl  la  pînalfiçce' 
horizontale  du  mânie  astre,  laquelle  s /fa  lfc  nléme  pour  1 es  ttèliz  oflscrfa-' 
tèurs,  dans  le  cas  do  liTtcrrb sphérique.'  Cela  poîé’,  si  Pofl  qnmqie'?/-,  Z’  les 
deux 'distances  au  zénith  obseriée*  on  QCt  cp  W',  6n  aurai,  par  cê  fjtii  pré . ' 
cédé,  • f,-'r  **'  J* 4 « 

. ^ a =*I1  <ip  Z,  ^ . aé  = Il  sili  Z'  ; * * 

ce  (pii  dqiine,  dansje  pas  (i'r,  «r  à '^j.  ,v 

■ "A,#  'ïi 

• ’*  « * ,*.  t”  • T'XV  -..*i  Ajv-:  . * 

(1<  a-het1  n%$  initre  chose  que  l'angle  OLO’,-  tt)iiÿ%upjel  on  Verra  il^/tu 
erulux tlo  l'astre  , la  corde  de  I are  terrestre  qui  joint  tus  d-  ttx  observateur, 
èt  <»t  apple  étartl-le  qinirièipe  flans  le  qnadrilalere  tacil  ■ !t  enl- 

.1  2 K • H*  Tà  Zc 


26 


* « 


4(M  { i . ASTQOKOHir. 

503.  Il  est  bon  de  retuarqucV  que  l'angle  OLO',  ou  d'angle  à 
•l'astre  , peu  t se- co  nclure  immédiatement  tles  différentes  de  décli- 
naison’ Vbservées  etrtre  unevjnéiue  étoile  et  l’aétte,  et  c’est  même, 
ainsi  qu>n  orit  osé  l£s  hhtrondjne*,  parc*  que  ees  différence»  peu* 
» vont,  aisément,  s’observer  a>Tc  une  très-grande  exactitudes  Pour 

'y'  . >.y,  *V  V**’  * •»_  ■’ 


analprdti'qUftrilaWfnûlovagi  ftra  Jiki  quatre  angle*  droild^on  duré,  an 
. employant  la  division  Sexagésimale  dn  cercle  , , ^ * • 

: -t  *8o°  -Z' 4 OLO'*=  560"  i ÿ • 

• JC A i ' ^ ^ 

par  ronséquFm  •.  JV#  | 

OLO  M 

*«.♦*'  * * • , t •<  y 

ctipuisqjie  cet  angle  Ofiü'  tst  égal  ù a -f-  a‘,  on  aura , en  cgalanlces  deux 
♦ rSemjj.  ‘ f •>%<'***  4 j' 

. „ . • . ‘ i,  . -V 

’ *•  «in  f-i-  ski  Z’  » » 


Dans  le  cas  où  lustre  serait  du  méqic  «OU  du  zénith,  par  rapport  aux  deux 
observateurs,  comme  dans  la  jig.  65,  le  raisonnement  serait  tout  Watt  sua- 
légua;  seulement  l'angle  OLO’_  ne  serait  pins  rs’  + o ,'tnais  u' — *a  , ou 
U (shi  ZV—  sin  zt),  a'  étant  la  plus  grande  des  deux  parallaxes.  On  aurait , 
• de  plus  ,jlans  (c. triangle  OKL,  '•  ' • • * •’ 

• 4 

i • 1 " fj  ~f-  UIAI  -+■  ipo  /a  i-  p = ioqu,»  •» 


' Z -t-  OLO’  ■*-  \&o  — "V  +-  9 =>  1 8q<v 

. ce  q\ii  donne  p * ’•  . ■ 

\ I : •;  / . ■ 

Tout  se  réduirait  donc.à  taire  Z négatiT,  ainsi  que  sin  Z dans  là  valeur  pré- 
cédanlodc  II., Cette  foHnule,  où  tout  et  t connu , donnera  la  valeur  de  la  pa- 
rallaxe horizontale  4e  l’aslrq;  pn  aura'ensuilc  la  distance  par  la  formule 

* . ' *»  • ' 

■ » , '*  ' 'fin  h-  • V •'  .»*,.•  t 

. t./  • ^nn  = n». 


a 

1»t  «onijp# 

G—  V-C.»  V . 


• 'si 


1)  ■ 


I! 

•fc-ïP 


, \*  • ««  *•  * , 

♦ L'angle  ULO’,  où  J,  -t-  Z’  — y,, peut  aussi  su  conclure  immédiatement  des 
différences 'dadéclinatsuo  oliserveos  outre  l’astre  et  une  étoile  lixq,  coirtm 
«hjo  dit  ilaq»  le  teste. 


t » . 

L>- 


•On  vojra , dans  heméme  article,  qùè  la  pa  calfate  de  Mars  acté  t roulée. 
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exposer  ce  procédé,' "Joi ►/.  .n rte  « toile  qui  pisse  au  méridien  en 
' même  temps  que  l’tfître  , Vbyjpz  (K/^vt  par  les  deifv  observil- 
tenus,  menons*ùoefcê  o^le  d*uxr.iyous  visu ds'qtti  pmi rront 
cen^e<  parallèles .epuisiflie  la  parallaxe  des  étoiles  est  insensi 


insensible. 


luySjfi 

du  njêm\^çô\4rdu  Tcnttji , pif  rapport  aux  deux  observateurs,  ' 


Sk  iitlle  pour  Vç: 

nW  nulle  me^tqySaire  uJn^îajftaliljqe  ; gar  sTl'eipilos  passe 
a"fant  eu  «tfttès  f'astte^  on  pVbL  toison  rs  < iU$erver BeparvinentHêHi’ 
déclinaison  « en  prend tria  d'itfcrettcd'.  Seulement  on  diuisi:  des 

eta^s  U(èsv“':‘:"^‘^“ ii-:L 

la  ltinette, 

& 


-,vt)jsiqes%i  parallèle  fie  l^frc,  j^fin  qtte4  sans  dérrfnger 
on  piiisse  y.observer  le  passa  gqftlr  «tUis*  les  deu'c , et 

■f  ' • **  â % #9 

• 'J,  r • r-  *'  -F;  "*  9T  *’  . • 

, par  rêUejtkethode , scjagî^malfes  ; gm'küra  dont*,  po»r,M«y  s , 

yS  • . . _ » . • * s 

• ••  • «irnl^r-  0,<lBoi  191“  ■*-iTï>J-T»  • 


et  parwmiu-., 
* •*  - : 


■ ■ r,<5/ 

c est-a-d  ■ 


U^U— VNU>o.c/r>  ' 
, sin  n ; T'  t % 


t • 


ire  que  la  distancist/c^Urs  à la  terri*  étaj»  nlÿrs  egafevà  81Çia,ïynii 
terrestre»  et  , *•  * *',  ,•  * + '% 

On  aurait  mèihcps  calcule»  la'valebr  4e  U nas  \p  secours  des  t,bles  de 
sinus,  Car  l’angle  II  étant  fort  petit,  orf  peut  le  substituer  Jr  son  shiua  Ans 
une  erreur,  notable  ; maiS^alors , pcSir  rétablir  l'Homogénéité  , U faut  èon- 
vcrlif  le  rayon,  qui  es»  ici  (iris  pbhr  unité)  A parties  de  même  nature  que  II , 
Vest-à-dire  eli  seconde^  seiaÿcaîmales.  Or,  la  rslspr  dp. rayon  ainsi  réduite 
est  uo6j8.’(",8  ( poçedàa)  J on  auraJo^Kfftihsi 


• > , r 

et,  dam  le  cas  nciuol. 


l.)  = It 


er.t 


Li?,*  « 


fo  = 83j I , Ijf  Jl, 


1 


*.  ‘ 


résultat  qui  ne  difTèrcdu  prerede.nl  qjo'tl’uoe  •e|tiatilitt-trés-pctil«,par  rap- 
pert  àsla'iateiftde  O.-  * t 1 ^ /*  • 

•bn  verra  plus  loin  le  raUul  de  la  pu  tsilatr  horlfontale , eu  ayant  pgard 
j’Fiplaliisi-menl^e  la  terre.  , • ‘ . . « . 

• • . . • 4(>. . 
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prendre  ajors  leur  difference-de  déclinaison  , avec  un  simple  ini- 
ctoruèuc yomme  on  prend  4c  diaon-Tre  d’utie  planète;  en  effet, 
Koperatum-.-pçiit  se  faire  avec  une  4rès-grandc  exactitude , parce 
qil’elle  t‘*t  indépendante  de  toutes  les  èausesd’erreurs  qui  penvetit 
aJf«TtfivJès  havteuH'absoluos  , et  qu'elle  suppose  seulement  •que 
1»»  mteryallc?  des  {livision!,  doiimtrnnient  sonf  exacts  dans  l’c— 
tendue  tdésrpe'tije  que  Ton  fait  pammrir  au  iil  hori/.on(al';^ondi- 

* lion  qu’il  est  frès-ord inaire- de  voit  realiséfe  tlaris  les  instruments 
construits  pat  d'habiles  juristes. 

dhenods  |»ur  exemple  les  observations  de  VV  argentin  et  de 
> Laçai  Ile  sur  la  [iaj  allaxc  de  Sîaps’:  ils  comparaient  cette  planète  à 
l’oloiUîV  ,^dc  ht  constellation  du  Y erSeau.  Mars  étant  dans  le  méri- 
djcn  ^la  cap  de®onne-£spéraftêv,  bataille  fa-Chtva  quelt  bord  bo- 
réal de^Qn  disqdc  était  plus*Septentri<ïtial  que  l'ctôüe  de  26",  7 * 
sa  distance  au  zénith  ptait*S°2*}  en  so  bornant  .auj1  minutes'.  Au 
meme  instant  eM  sousle  même  méridien,  VVargentin,  a Stockholm, 
observait  î'ftirsj  du  nx  Hdien , kG8°i4>  de  distance  zénithale;  le 
bord  Septentrional. dé  Son  disque  (Uait  plus  austral  (pie  petoih?  de 

* 6",G-,Vangle  à l’astre  était  donc  alôrs.2.G",7  HtG",G  on  33“vî.  Or, 
le  sinus  de  68®  est  xf, 9:487  , celui  de>%5°2'  est  0^23 1,  et,  leur 
somme  est  1,3.5 16.  G’cst  le  dénominateur  de 'notre  formule,  qui 

• f oo«*y  • , * < • ? 4 % 

donne  ainsi  fl  = • -.K.-  ...  2.4 ",64  , valeur  de  la  parallaxe  hpri- 

-,  ,*  » 

Zontale^cle  Mars  à nustant  des  observations  On  voit  que  le  nuihe- 

rtiteuode  Cette  expression  , *011  Fannie  DLO',  'étant  fort  pétit,  il 
n’csf  paS  héressah'e  d’uv'oir  ,'aveci  la  dernière  rigueur,  les'valeurS 
des  sinus  des  dispnees  zénithales,  ni , pâr  ebnséqnont,  res  dis- 
tantes zénithales elles-piémés;  c’est  en  rtla  que  consiste  l'a vanune 
de  cetfe  méthode. 

5(M.  ,Si  l'on  divise  l’unité  par  lé  sirftis  de  fa  parallaxe  horizon- 

* tala,  le  quotient  sera  la  distarft-f  cU*  l’astre  à làTérre,  exprimée  tn 

,*  ^ # , » # s* 

ravons  terrestres.  Car  D — - D’après  les  résultats*  que  «dus 
. > l ' sgi  11  * . •*  ? • 

yeùonsdc  rapporter,  la  flistancevle  Mare  à la  terre,  il  l'înstànY c\«  s 

observations,  était  égale  à 83 jra  raÿpns  tçrY-estçes.  . j.  ‘ \ 

50H.  LS  conditiofi  <fné  les  deirj  observateur*  sotroyvjmt  Cxat«- 


r 
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rtcirifciif  sotls  le,rtiéiue„mcridierf , ScmVc  limiter  beaucoup  l’epiploi 
de  dttte  méthode  ; niais  uç  ppu»  aisément  |élndei d'abord , elle 
ne  serait  pas  du  tout  necessaire*',  siVastr.è  que.  Von  observe  n’avait 
point  de  mouvement  en  déclinaison^  ptiÿquç^loi*  3*  hauteur  in*-, 
lidienrxe  serait  la  moitié  ,•  pour  toijÿ  les  points  situés-  sur  lemôruc 
. parqUèleteçiestrè.  Seulement  lyi  de*  observatçurs  vert-aîPle  pas- 
sage après  l’autre  ; mais  la  distanciait  zéyifh,  mesurer  parlé  second* 

’ par  exemple  , pourrait  ioujbtri-s  ctjre  oortsklérce  xooiniè  uydtd  été 
observée,  à pareille  latitude.,  sons  Je  méridieh  du  premieiv  Lacliose 
n’est  pas  toîità  fait  aMssi  simple  si  la  ffrc!iriaisbi\ est  viable  / parce 
ipi’alors  elle  cl lan^ç  nécessairement  11  njiéu  d Jns'lél Auf'*  cpiel'a%- 
trè  emploie  pmji'  passer  dW#iriidieu  à f'au.Ü-c.  Mpis  3 est  bien 
. facile  in-emé^ier  J cet  iqconvépient.  èn  observant  plusieurs  jours 
de  suite  la  hauteur  méridienne  de  l’astre.  Car  les  différences  suc 
Tçssfvfs  Vie  oeshatpeurs  faisanî  connaîjtréle^ban^emeju  ditfi  noile  • 
la  déclinaison.,  çrt  pftit  en  conclure-,  urer  beatrcoup  tj'exâclitq/lç, 
la  pfctilc  variation  (pi  elle  doit  ^proiivei*pendaut  k temps  qui sTé- 
* coule  dans  lé  passade  d’un  mcriÿetf  à l’aujre.  Au  mÂytrp  3*-  cotte 


tâche  de  diminuer  lesç.œrrêcfi<>rts.  mitant  que  possible.  A’cQt  effet 
on  choisit  desnieridiests  peu  d^féneqls,  et/m  observej’astfe  quand 
il  est  datisîes  plus  ^hndes  fléclinaisotis , parcç  qu'alfti  s le  mouveÿ 
ment  eu  décliqaiÿori  estnioindrequo  dans  iotile  an  A*  circonstance.  , 
iVins  en  verrons  la  -caisqpi  plus  &r<j,  main  nous  ponvùiia,  ttés  à 
présent , adopter  ce  fuiVcqiunie  ùy  resiiltat  tl*qbsor\  atiùn.  * * 
ôOO.  C’ufit  par  une  iptiliode  tôujc  sèiublable  que  lu  parâllaxe 
de  la  lnue  a étodetorminêc)  en.çomi>nrrlqt  les  observât kfns rie  I.a.-^- 


rapproebee  tle  nous  que  Mars.  La  distance  tîe  lâ  Ui/feU  iV^eri 
étant  (tès -«variable-,  sa  parallaxe  est  aujetfe  5 des  - clidb^eipeuts 
considérables,  dont  la inty^aa  b'dnicaupÿxéteé  les  astronomes, 
et  ils  èjnt  employé- des  procède»  hïx»-divers  pour  hvdc terminer 
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r * ___  p f ^ W'  » "m  A|  , 

ave*'  ja  durnière  précision , niais  rointiicla  plupart  du  ces  prQfct^Jes 
suppoêaientpynèrcannatssaiice  déjà  tiès-approfondic  (les  moitvc-y 
fneï^p'*e,lj)  hu\é.,  pôui  npu»  Dorqpro^Pjiour 
li»étl)dÜ«*^i’ct'dèut<î(,^(|ui./4jcut'<iire  nensidérce  dmnmé  jft*  base  de 
imiteS'Irs.l^lllP  a ‘ f.  ‘A  * j*  ■ ' •• 

4ê  î / '»  %•  * « r * ( • ig/  * j|  , * 

ô(»7.  î.a  parallaxe  des  astres  ne  fait  pus  seulement  connaître; 
fdur  distance  à la  p^Ée.»  Comparée  à leurs  cüamptfès  appaientS , ^ 

ell^f/rf  çèunaîtrq'anssi  feurs’  volumes 4b/  Fnn  rl  mite  le  Jiamrfrç^rijj- 

p^rje  ftoâble  ke  $h  parallaxe  /iofczoptalbrfÉ^d£ % . 

» rn  'le,  suft]/osuul  syAériifuit,-  le  ra/ijrortdr:  son  raftu  au  rayon  de  ta  f 
*rm  :‘'Ç ap.ie  double  dfc  la  parallaxe  n’es  fci  aulne  clioa^tjue  Je  dia-  # 
jrfit^e,’ up|v»rmu  de  là  tarie  , snppâfêe  sphériqiu^,  pcpir  un  obsbr- 
eriWr  qqi  serait  placé  au  centre  dé  l’astre , § ôOI  ; A , à distances 
e<alt&;  Je»  (finwnstops,  téô)lt4  det  corps  sont  pl*6portionnelles-à 


# lll'ci»  l<i  iiaiuctre  :i|jtlkrqni  Je  tn  U+»e  popr  un  rtbsqrvjtcur  place  Hans 
l'astre;  recij>euqueiuont , Lu  ilia’mélre  appaoent  (le  l'astre  , vu  Se  la  terre  , 


u'i'St  autre  chose  fl u(?  rafcglfc  OK  XV*,  r’^si-a-dire.  que  lealoublo  de  la  poral- 
laii^hofizonitfle  dp  In,  terre,  relativement  a ce  tneiqe  observateur.  Soient 
rfonc*ft';h>  piyon  Je  l’astre  suppose  «p^tcriqiiU^  et  A son  dtanuitto  apparent 
<>l*rr*%  objuirm  ÆguleDienl,  * 


I , 

de 


^r  A.=  rJ  # - * 

• V < ~ * ^ • 

4 

cci  s'iiceordt  *Vfc  ce  que  l oto  a vu  tj.in*  la  ubl^dtla  pûft(*38i.  En  ilfnitful 
^qufiidrqf  pirfe^Aerilof  Piufc  j&p  tyutréyojt  en  *T»«  % 

. V' •?’**•* 

. . v : . « .»:•  %n«;*  v ; ‘ 

. « » ■ , ■ » ê • . * •. 
ou  , Ai  substituant  au  rapport  «les  arcs;  celui  doreurs  sinus,  ce  qui  suflira. 
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500.  La  paodiaxe , 'abaissant  le  lieu  Vrai  J»-»  astre»,  un  altiiv  pas  , 
seulement  leur  hauteur  , elle  Affaire  aussi  irhrafflgté” fror;ùri£ôi  leur  ' 
distance  au  pôle.  Les  changeaient  quelle  produit  siffles  ïénx 


. éléments,  forment  ce  qu’on  appelle  la  parallaxe  trfhcvnsi'on  Jrrtifé;/  # 

«l  la  parallaxe  (Jptùclinaisnn  ; mais  oii‘peiît  ais{7Refft  les  (Tcdtûri*  • 
de'ltÿpaéalla^l  oj JiauteuY.»^  f . » • 

M.XûVlet,  si,  flar  l’tm  de  robservjftcqr , ôtrthenfc-  n*QisJ  * * 
lavons  visuels  UZ,  OL  , OP,  an  zénith,  à l'astre  et  au  pôle,  ers 

. _ ^ I*  I ' _ _ e .1  * - - _ _ a f . . n u n H»  & MA  1 . • •* 


rapt  la  sp  lié  ce  ce  reste  aux  piéniespointsY  et  Zf  c’ejl-^-diBe  que 

l’angle  QPÇjioarrà'etfe  considéré  comme  nul.  Mb  fs  lè  troisième 
raton JJL , ÿ’^carto^t*  sensiblement  de  OL  à causftdfc^la  p'^fallaxe 
île  l’astre  ^ira  tenron^er  la  spVièiy  cqjeste  crt'fjfh  point  Sr  différent 
de  S.  Df  ü^résùifcrg  un  nouv^spafri/ngle^  sp^ÿiqua^ZS',  entre  •' 
les  lieux^vraiss  ce*  deux  trianglrs,aurontjlecuminnn  KafcfZJjlis 
lam  e du’iéalAi  au  jjôle,  ou  complément  de  la  latitude , ht  l’angle 
PZS,  égal  a lJaViimU  de  raitr*  compté  du  pôles  n&rle»  apcq.zS*, 


h V»  \ . * #*  ^ ' » # . a # »,  * 

déterirynée  parère  qurprecÿ^e , en  ^ahctipn  de  ^iipafallaxa  h®jf 

tMnlivIn  nt  /!.<  I»  <liel  >»  n ni  > ->n  SnitilU  il  'alnnci  i ■»  iiil'iin  1 1 ne  /4niir  »!■  l 'i  n 


les  deux  triap- 

• *• 

■ • 


/.natale  et  de  la  distance  an Venith , il  s’ensuit  qu’un  des  d 

* **mfc  m » ♦ * *'CA  _ P%.  ► * m 

.•f  ■■*■  x- — * C.»*, — • — -•  .♦•*** 

' S q-,  4 * '•  . , J*  , • • 

puisque  le»  arcs  sont  fort  petits,  « . 

■ *\  .**"'!**  *v*  • V 

* * . *.  - •«  » . • k,"  « / 

• * , . i y . t ,.  « ■ • . J • / < • 

ce  qui  «at  le  UicO^éma rnî^n^c*  «fans  le  tuje.  (Jù  fonnailrn  ifbrqrainM  le  rap- 
* port  du  rayorf «if  Vÿ)rrt  air  rayon  do  la  Urrc  r (H  , qn  m ha  fit  co  rapport  ,^on  t 

*,  p'»  • • 

aura  ^ .pour  «•••lut  d»'  I.  m s Tnl(im<V*  % v • # 
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tlo8  • ' ~Wt  ASTRONOMIE  ' 

’A*  Jftfe  Ta»  . . v»l  ■' 

jji-s  1*ZS,  HZS  efcmt  donne,  l'antre  psi  détermine  complètement.  . 

Kn  effet,  on  peorles  déduit*  l'un  de  l'&utro' par  le  calcul  trigono- 


riquexj  ! 


^*)  -Pour  trouver  cas  parallaxes  de  ciectinunou 
aiflleoits  sdÿiçsÿivcwüiit  Bosdeux  trian^Ief  splieri  . 

' 4 jpptfrrMc  ao^ïniih , ou  ZS;  &UdhlancO'polalrc  gpfiturenlé-ouPS  ; P l’angle 
* hhÀlro  apparent  OU  l'OlJ.'lc  /,-S;  A l'azimut  de  l'astre,  ou  l’a ttplc ^JZS. 
• T&,  troisième  Côté  du  trcmple^  <cra*l»  dislauce  du  vcniih  au  pèle,  ouïe 


vrai* , on  «urÿ  de  m«mt  ’ ’ . . 7" 

•**►*“'  .•  * *.**•,  . " 

. *.  cOtZ'iiirB»-»crfs  A c<*1>  • ** 

. *.  ; v • . /,  •*  *i.n r »•;  . 

- w *‘*  * » 

• cnr  Vny^fiU  ut  la  di«tunci»  au  pAIe  au  zénith  restent  les  memes  pouf  les  deux 

• IriAljjiaftj  fotrànrTittnt  cés  d« mx  équations  l'imo  de, l’autre  f on  t»oure 

**  ..vv  VeFil  - «MK  ■','cotZV  T^>in8.  ' ‘ • \ '• 

• ' , 1 a ”,  • : . «.f  33  4 

p * . . • _ VM.  • k 

► • *B|  „ J v y y * * COS 

bn  ftsubslituunl  'nul  cotan»aeiitrs  l<Hir  expression  trigODomélriqùc  — * 

♦ f ^ *V%#  8hl 

"^r«'duI>onl  ou  même  dt  nominateur,  «>n  «n  tire.  • 

• • • ? s*  * 


el 

» • 


•* 


V .‘■•  .T 

. p,.  ' tiq(Z  — y.')  sinDsiii  l’sirtP' 

‘ ' An  A fiîn  /üiii/'  ‘ • 


atii  A siu  ZsinZ' 

- v*  Vi  w:*  *•  *,''**.•  ' * •*: 

• Z — ’Z'  est  jusiempnl  la'parallaxe  de  hauteur  iâ , dont  le  sinus  est  mal  à 

• sin  11  slh  Z,  notant  là  parallaxe  horizontale;  substituant  cette  valetlr,  on  a 

a *,••#  • * 

* s . ' * siullsin  ITstn  PsinP' 

• .vSin  P'rP  s " — J—;.  ... t » 

« • . • 9,0  A fin  Z' 

4 ^ 1^'*  |F  4 F f ^ 

* I*oür  facilitai'  /usage  Je  cet  te  formule , il  est  avantageux  d'en  éliminer 
, l'azimut  Ayyuè  Pon  n’olisorve  pas  ordinairement,  et  qui  n'a  servi  qu’à  lier 
. nos  dejix  triangles.  On  petit  alternent  y parvenir;  Car,  lia  fis  tout  triangle 
sphérique,  les  sinus  des  angles  sont  proportion uçls  ayx(siuus  tÿ'S  cèles  op- 
poses. Airisi,  dans  notre  inahgle  ZPS'.enlré  les  lieux  vrais,  le-rapport 
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310.  Les  valeurs  lie  ei  s : lions  sop^^^ces  sains  dans  «ne 

infinité  de  «riigjo  n s r nmifaœ  lortque  I on  ajbsaflfe  le» 
différeneewie  déclinaùouet  d'ascension  droite  d’e  la  lune  et  d'une 
éUjite^aVi&c  la  machine  [tàrallatiquc;jclltf$  sont  indispensables  dans 
je  calcul  des  edi  fisc*  et  des'ocoultations  d’étoile».  Enün,  eli.es  ser- 
vent ai^si^onr  trouver  les  distances  vraies  de  ia  lo nivaux  étoiles 
dans  la  détermination  des  longitudes.  lltsf*en  effet  évident  cote  la 
paraît] 


sin  P'  ...  sin  Z'  • , V , k t . “ ^ - , ? 

^ — —est  égal  a- p AV;tai}t  la  instance  polaire  vj:ue  ; on. u Jonc , parla 


sin  A 

substitution  de  cotle.VaMlir,  f _ 

*.  . /-V 

. V * > l.  U . «■  a.yv  » ' 

P — P'  est  la‘diflerenco  do  Vanglo  horaire  vrai  4 j uuglé  hofciiro  apparent 
C’est  justement  ce  que  l’on  nomme  la  pafalhta  d’atcenjian  droite  ; si  irons 
la  représentons  par  a , nops  aurons  P"-=  P'  -+  a , et  en  éliminant  P , il 

. vie'#--»,  , « V , * 

...  sin  llsin  DsinéP’-ija) 

. * t.  sirf*«=  * : — i 

• 6llvA  jJ 


W • ' 


et  en  ilc'tfctoppanl  sin  (P'-t-a),  on  on  tire  t , * ' ^ 

" * H 0 | * •>*  J 

_*.  « * sSf^  sin  TI  sin  Usin  P'|  ^ 


t. 


V •• 


tanga  = • 


V11  -V  - . • a . «v  - 

sinil  siu  D CO»,  P1  1 V * 
sin  A' 


. ,1  »lll  J 

^ « t,  I . » • a « 

L ■ . . * • w • jl 

Cotte  Lo rmi de  est  absolument  analogue  à colle  de  la  parallato  de  hauteur,  * 
page  4bi»;  elle  peut  se  développer  en  séri*dc  la  même  maniêro;  et  eu  se  iior- 
nufk  uni  .deux  premiers  termes  , qui  ’sufliront  toujours,  on  aura  r ». 

•*  * . . * ' ' m ••  . i 9 S • 

. . * « sin  (1  sin  D siri  P'  siu*  Il  sin*  D . .■  g 

tflfifr  « — _L — . — un  tI*'  j-?  • 


tang  oc  ==  - 
r * * 


bin  A' 


üsin*  A' 
• % 


On  pourra  ntt  me  fort  souvent’ négliger  le  s.t'ond  terme,  et  alors  , en  bubsll- 

.1  a tang  a • 4 \ * ê> 

tuant  le  rapport  a ou  aura  » Par  approximation, 

* * U 

* • * • Pafiülatc  dtastvnsiori  droftô*=  ^ ?. 

v i t-  / • • • 

/ ob%  • y ^ ^ N 

In  fin  , on  pourrait  encore,  trouver  rigoureusement  la  valeur  4e  tang  a,  par 
ync  transformai^  analogue  à celle  tic  la+iAgc.jof,  au  moyen  d’un  ang^e 

v t* 
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n fcC  AVnW!f»llll!  _ * 

* , ♦ ' < Vf 

trait  vit-,  par  la  ttigonpimtrie  splièiiq«Te‘  tes  variations  qu'ils 
«prouvent , draprt-s  la  coh  naissance 'do  la  parallaxe  de  hauteur, 
puisque  celle-ci  fixe  et  détermine  la  position  vraie  de.J.’astre  sflrla 
sphère  céleste;  ^Vst  pourquoi  nous  remettrons  oes  divers  calculs 
à Pépoque  où  ils  ûoustleviendront  nécessaires  ; «et  il  nous  suffira 
ici  d'avoir  tuioneé  le- prihripf^  , » J r X ‘ ' i 

. ' * - * . ».  • * 1 ô • 


auxiliaire  p , tel  qu'un  ait 

I i ■** 

. ’ f *■  , -e«  V 


ce  qui  duqitS 


4 /in  II  B i n Dr  os  P'  _ . “ •"  * 

+.  ' sin  Âr  0 

J.  v *sjn  n tin  D stti  P' **  % g 

tAng a =■*- — . --7-,  , --V 

. ^ **4  sjn’p.  , 

. *.  , # **  *r  . . v * ».* 

Tuulus  ces  formule.,  donnant  la  parallaxe  pat  le  moyen  de#  lieux  vrais, 
sont  accommodées  à faisane  <1H  Jabltis  astronomiques;  elley  s’accordent  à 
faire  voir  que  la  parallaxe  d’asccltsion  droite  est  nulle  au  méridien  «il  P' 
est  nul/  •*  r ' .*  • ^ ^ x ' ' f j.  .*  i» 

La  parallaxe  de  déclinaison  60  trouve,  par  nn^îrfcnl  analogie',  en  compa- 
rant les  distances  polaires  dans  nos  deux  triangles'  en  effet-,  si  l’on  iimnnin, 
A l'mimul  SÜP compté  J»  pôle,  on  peut  exprimer  les  distances  polaires 
A,  i’  en  fonction  de  A , de  la  distance  D du  pôle  an  zénith  et  de  l'angle  ho- 
raire vrai  ou  apparent. 'Nous  aurons  alors-  * f *»,*  % 

’ , • s f,  . • , 

éot A sin  P-+-  cosPcosD  *.  • cot  Vo»nP'-+-e<iP'cooD* 

s — — , rnt  A = * - r» 


cot 


si  ti  1) 


retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  Vautre,  on  en  tire  t 


s 1 n \ si  n A' 

"-TSTlTT  t«o«A(ainr-A.I#h+l 

X JK  W **  , s ’ * * * V*' 

.Main tenant  que  l’azipm  a clé  employé1  comme  constant,  nous  postions 

l’éliminer  en  substituait!  sa  valeur-dans  le  triangle  vrai,  d’après  la  formule 

1 ^ v sa»  **  V s 'V'"  , t * 

1 Si/s  .»%  . . eût  A’  sin  Dr  cosi”.ijos  11 

cot  A = V r T »r-  ,,,  ■ . ■’  ■ — - 


cos  0 .(rot  P. — cos  P'JI 

■ ixL 


i • s.  * 

oui  est  Identique  avec  celU's  dont  nous  sommes  partis , cl  qlii  a lieu  dans 
un  triangle  sphérique  où  l’on  connaît  deux  côtés’  A'  et  11 , nvéc  l’angle  com- 
pris T'  A l’aide  de  «cite  expression,  la  formule  précédente  devient 

v u,i  • 1 . f riéVcosD.Mn (B-J*)  .açosÀ,cntÿ<I,-t-l”jsip^'ya-P-)-| 

i,  - sin  T)  sin  1"  , ’ r * * sin  P - K s J 

1 * ' a . ..  i»  «f 

Nous  avons  nomflte  a la  parallaxe  d'ascension  ijrnito  P -8 P’ ; nommons  O )i 
"l 
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SH.  Jusqu’ici,ijûu!?avdus  Sflp|>nsé  la  terre  sphérique.  Dans  ce 
cas,  lu  parallaxe  horizontale  4 un  astre,  placé  à urte distance  con- 
stante, est  la  même  pour  tous  les  observateurs,  quelle  que  Soit 
leur  position  sur  la  surface  terrestre.  Mais  ce  résultat  n’a  plus 
lieu  si  les  rayonS  terrestres  sont  inyy.Ùtx  ,'rar  la  parallakc  horizon- 
tale est  l’angle  spus- lequel  on  verrait,  du  "centre  de  l’astre*,  le 
rayon?  terrestre  <|ui  cortfeSpünd*  à .chaque  observateur.  Ainsi, 
deux  questions  importantes  se  présentent  ^l’elTipticité  de  la  terre 


4" 


—r&~ 


• ■ rr-» -5» * — . 

'■*!*  aJL  * • 

parallaxe  de  déclinaison  A -*  A';  nous  auront  S = A' , de  .môme  que 
— u»  avoua  eu  P :*=  P*  -t-  i ; et , <Pnpr«js  cala  , la  formulé  devient  ^ 

. . r»in  A' cos  I>sln  cos  A'cbs(Pî-+-{  a)*_in  (1, 

•'mi=  — rë,p' — - — rlA +«•. 


. . Ttin  Arcos  Dshi  a#l'i  coa  A'ctos(PÎ-t~J  ajtin 

‘*1=  [ ^ ■ 7— — STF — — ]*%  *7)v . 

f ' ’t  . ' * f.  £ ^ 

en  suhtlUunnt  ensuite,  dans  le  premier  tefipe  7*  pour  sîn  « ?a  valeur 


euntwiutiiu  vinuiiv  , u«uo  ’fr-  » r — - 

1 H »tt> U »Th  (PC-t-  a.)  ^ simplifier»  un  pot»,  nousÿtronsC  • r •* 

.‘r..  ’ r»rn  D coaDsin  (P'-t->a)  — a cos  A' cos(P'-t-^a)sin  {Ps] 

MU  0 =?  I 1 ; "*-Vr : ïit *Z 81,1  V3  ’*  •>; 

• L : ■Mppjr  • ».  ; . • -w  ■ 

C ••■'*.-  et * •.  .•» 

Le  eaellicicrit  cotupris  entre  les  parenthèse»  ne  dépend  que  de»  lieux  vrais, 
et  sera  connu  tout  ootier  dé»  que  l'en  mira  cnleitle  la  parallaxe  H ascension 

droite;  en  Je  représentant  parQ,  la  formule  précédante dcitenÿfi.^  “*  • 

,*  **  ^ • , i » • m 

,r  * sin  <?:— Q..»in  ( A‘-*-o).‘  • * , 

t " ' *.  _•  * 1 . . • •'  , 

Elle  est  don*  tmcorc  analogue  à celle  qui  nous  a donné  la  psrullaxe  de  hatft’ 

leur,  ainsi  quo  )h  parallaxe  d’ascension  droite;  elle  se  résoudra  donc  de  la 
même  manière,  soit  exactement  au  jnoyen  .d’un  anglo'aukiliaire,  soit  #jv 
proxjmativenienl  au  mot  en  de  la  série  ^ #* 

» 4 ^ * * • * 

' . taUi!  t — 06in  A’-t/^  sinu  A'-t- dtc.  » * 

. V.  : - » > •.  * 2 » - ■ 

• ■ • : , * * w . . • «• 

Dans  les  applications  oh  pourra  toujours,  stpis  greur  lenslblt» , substituer 
le»  rapports  de»  arcs  « , o',  et  Tl  àcetix.de'|aurs  sentis  et  de  leurs  tangentes  ; 
ce  qui  rts  irai  b* négliger  lesçubes_tles  parallaxes. ‘.Alors  un  pourra  sjihstfj. 

tuer  à » a , 1.1  valeur  * 8 j/nj;  si  l’ou  seboùiià  la  prpmjè*> 

• 7 , . *'•  - * ' *■  •'  . 

pnissahec  dos  parallaie»,  ce  qui’snllira  preçqne  toujours , on. pourra  fairi».- 
-/  ot  « nais  dnriflÿe  tcinfestln  second  mei^ltfe,  qui  sont  4é.jit.  mtdUpliés  par 
•Il . et  alors  Jk^icot  • • . * u 

* Parallaxèile  déclinaison  — (1  (sirf  AVosff — «t ot  A’  sin  R coé  P')- 


\l1  AS  i *<  INOUÏ  K 

suv  les  pattlln<v»y-itne,'tnjlitem4?  s«osiUe  ? Comment 
peut-oç  y av<tirV*$g«f?  • ^ * r èt  . * * . A ** 

Jf,a  réponse  à ces. deux  qî?sjion&  Nous  avons  trouve 

préèrdeinmenf  que  le  sinus  Hé  la  paraijaxe^ri/.ontale  est  égal  au 
‘rayon*  terrestre  divisé  par  la  distante  de  Castre  àu  centre  de  la 
terré.  Si  celte  distance  est  constante nwisspuj  les  raynns  •ter- 
restres sofcnt  jnêgàux  j'tes  sinus  des  parallaxes  horizontales  seront 
'entre’eux  cot^ine,)«  rayons  correspondants,  et  ce^patallaxes  elles- 
riéntes.élaut  de  très-petits  anglçs,  feront  ausy,  à fort  peu  prés, 
dans  le'mèirfb  rapport;  la  parallaxe  *quatôriaie  surpassera  donr 
lajwrallaxo  polaire  d’üntf  quantité  égale  à fj-j  de  sa  valeur  totale, 
efempiele  râÿon  del’equatenr  surpasüdé'r^ypfl  dapiflb  f*1).  » . 

Laplus^randeWe  toutes  les  pprajla^gs  est  celle  de  la  lune  qui, 

• s* u s l'équateur,  s'élève  jusqu’à  intégré  sexagésimal,  ou  3üoo  se 
c«i»des.^n  p reliant  la  trois  cent  quaioraiètjic  pflrliq.deeette  guan- 
JitçVon  aurà^j  .Spoiii  l’o^eès  4<‘  la  parallaxe  équatoriale  de  la 
lune  spr  la  parallaxe  polaire  : la  différence  est  encore  moindre 
pour  l<*  rnvonsInturmédiaiiTs  , et  «lie  varie  eoinme  eujl , pmjior- 
ribnnerfcBieiit  au  çarréMu  sinus  de  la'Jatitude.  .Mais  cette  diffé- 

^ — m m“ 

' ' (*)  9fTiéH*,eî  parallaxe  lioruon talc  d’un'éslre  & lVqualeur, 

Il  cftte  pirallaxd  h 1a  latiludo-L  ; en  ftotnrtiain  D la  disiancé  dc?4!astr«,  A.  le 
, rayon  de  rfq\Ateiir,  et  R lt>  rayon  'terrestre  Ma  îaiilujc  L , op  aura 

• I *?•,  n, Ta/  ‘ . „ B 

ii-  * 1 rfttt n,'± p.f  . • 

* • T % •*  * * i 

d’diï  l’on  tire 


sin.JL=  -t  .»in  Hj 


ou/ on  snbMiluant  le  rapport  des  angles  11'  et  H à celui  do  leurs  iinui 

' *•*  # • J j . • ' ' 1 • J 


> * y*» 

ii  =-  n . 


• • \ > ù • 0 • .* 

Üu'toioyefi  dé  éétte  formule,  on  voif  que  la  parallaxe  équatoriale  est  la  plus 
jrarMe  de  toutes  , et  la  polaire  la  plus  petite.  Gi  ncralenumt , lots<Ju*on  co»- 
njftia  II V on  pourra  calculer  II  en  prenant  pou  lava  leur  «le  H la  normale 
dont  lYxpreaslon  esl  donnée  dans  la  pa;;e  '222.  On  volt  (Iqjdu*  qn'ü  lufiit 
j/v  connaître  fl  pa/*  ^observation  , Telalivenicol  à une  seule  latitude,  pour 
en  dndurre  M valeur  dgtfl'  ou  de  J/paraMaxc  êquatofialc.* 
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i-ence,  quoiqnqlÊurt  petite , peut  avoir  une  influenç£ii;és-con$ide- 
rable  sur  plusieurs  plrtgjomènes  astronohiiqués , par  exempjc,  |Uf 
I époque éccultafïon  d'étoile  par  la  lune,  ou  roénje  §«ri«a 
possibilité.,  ffifcst  donc  lykSessaire  d’y  avoir  égard  dans*  des  Opéra- 
tion sans»  délirâtes!. . j ■ . , • * ’*'•  * •$  aM 

31 9-.  Pour  cela,  il  faut  ftire  «ne  Hypothèse  sur  la  figuçe.de  la 
terre.  îtoujla  supposerons  elliptique,  puis<iue^noos  ^<ins  Spuvé 
que  ce#&  figure  J%prés«firUe  asseç,exact«ment1:ès  variations  aies  de- 
grés; et4!ailleurs,4e*te  supposition  ne  fût-elje  qu’approchée',  elle 
serait  stSfïisante  pottj-  l’objet  que  rtous'neus  proposoris.  Maris  alors, 
la  première  cl*>së  à remarquer,  c’est  que  le  rayon  terrestre  ne 
coïncide  pins  avec  la  verticale  (voy.  fig.  Gg),iet  le  zénith  fyga- 
rent  Z,  situe  sur  le  prolohgement  de  cette  verticale, '.diffère  dit 
zrnith  vrai  Z^itHé  s«f  le-  prolongement  cju  Tayoïî.  Or/  c’est  àu- 
tonr  de  là  verticjdé%jue  Phn  observé  les  distances,  âuiènirti,  . puis- 
que cette  Hgÿe’  Sééle  est  indiquée  par  la  direction  delà  pesan- 
teur. Ainsf,  pour’Wtluire  les  o b se  r v a t ib ri s'à  é e” q u ’el I e s seraient  si 
i on  était  place  ou  rentre  de  là  tcigc  ,’  il  faut  leur  fstire  Subir  deux 
corrections,  l’nne  pour  lé*  Ramener  au  zénith  vrai,  l’if  ut  ré  pour 

les  ramener  au  centre  de  la'terre. 

^ r-  , . . « 

313:  Oes  corrections  sririt  très-faciles  lorsque  l’asire  est  bbservé 
dans  le  plan  du  méridien,  paf  exemple, 'en  i,  ou  en  HTflfig.  -6ÿ.  ' 
Dans  ce  cas,  la  distafice  ait  zénith  apparent  est  f.'OZ , si  l’acre 
observé  ést  du  côté  du  pôle  ; on  I.OZ  s’il  est  du  opté  de  J’equatpur. 
C’est  cette  distance  apparente  que  d’observatioirdomiOs  La  dis- 
tance vraie  que  lion  cherche  est  L'OZ'  ou  LÔZ'.  Pour  J’obtedjf 
il  faut  ajouter,  à la  distance  apparente,  l’angle  du  rayon  avec  lâ 
verticale,  lorsque  l’attre  est  observé  du  côte  du  pélç,,  etretrarw 
cher  ce  même  angle  lorsque  l’astre  observé  se  trouve  du  côté  de 
requateyrc (*).«.  * \ **  ? 


- . ’ . . • , . < s 

(’)  En  supposant  la  loris  elliptique,  ôn  trouva  faeilonieut  que  « 

du  rayon  avec  la  verticale,  en  un  liett  dont,  fa  /latitude  ‘flCORranhiqnc'm  L, 
est  donne  par  la  rormtpc  » . 1 , • . .» 

• J b =■  V sin  al.,-  • 


s Otant  l’apfatf  ssrment  de  la\.  rre.  ^ * 


H 

ASTRONOMIE 


» 74'4  y- 

.il  4.  Couuuissant  la  distance  ziWiithaleLOZ',  rapportée  au  zenitli 
>tjû,  pn  prendra  la  parallaxe  de  hauteur ' pouc*  cette  distance, 
Ctgruie  dans  Je  cas  de  la  teye  sphérique,  mais  en  y employant' la 
valeuriJartîculièfe  du  rayqn.terr*tv  OÇ,  qui  i-èpojtjtj  Jxn  lieu  de 
l’hbservation.  Celle  pTuç.lllaxe,  relrancbce  de  la  distance  zénithal» 
LOZ1^  Relative  au  rayon 'tefrestft*,  donnera  la-  distance  'irnithak 
vraiv,  telle  qu’on  l’aurait  observée  du  céfltrc  de  latci%;  KJ. 

* ? 7/»— s » 

■**  . . 4*’ ’f 

(iV  Soient  Z la  dtsumro  au  zeçith  nppjrent  observée,  Z'  c«Ue  distant' 
induite  Ai  7.0 ni  ^fi  vrai , .et  cnil  J Z"  I»  jiistqnce  Z|  réduite  au  centre  de  U 
lcrre.  Nu/n  nions  Si  l'angle  ^OZ'  formé  par  I*  rayon  atco  U vertical»,  et  3 
la  pdhallàxc  de  hauteur  pour  la  diwncc  7/.  C.cla  pose , >1  l ustre  est  dan*  le 
méhidieVdu  côté  de  l'éqiinteur,  on  aiira 
• « ■ * it*  1^ 

Z'.—  Z-*-»}  Z'  = Z’,—  u;  ,sin  w ’=  «in  iIi»in-27.  . , . 
a u • a » <M|  * * • pi  ,.  % ■ * • . 

Il  ptt-ip  la  p&allaan  horizontale  peur  le  tttyon  OC.  Ce»  lorniufés  supposée: 
Z cpryiu;  mais,  s^ é’elait  la  distance  vrai*Z'  qui  fiipdonriée/oii.en  tirerait 
lacikiueiil  Z,  uoninie  dans  la»  page  ljoo;  car  les* dcul  dormètrs.équaliom 
(Tonneraient  do  jhA/netr,  en  fonction rie  Z^.par  la  fl^rie  citée-,  et  nnsuite  on 
en  déduirait.  ’~4  » V-  .1.  A, 

* * ‘ •’  - * . . » 

Z'  = Z"  -1-  *1  ; Z=Z'-t-î.  =V-Pft  + «.* 

• * * 

• « 'A  " * 

11  faudrait  prendre  eu  négatif  si  l'oslfc  était  obseiqi  du  côté  du  pôlç.  ^i  ou- 

• bjions  pas  1411c  ?es  formules  ne  sont  applicables  que  datis  le  plan  dn  mé- 

r™iei*.  . . /■  V'1  U.  A • A • **  • 

“ko  calcul  de  la  parallaxe,  par  deux  obsertatiour  faites  duus  le  méridien  a 
da  grandes  distances,  est  tout  aussi  facile  dans  lowtpfccroide  que  dans  la 
sphère;  caV^on  désignant  toujours  les  positions  des  «Jeux  observateurs  par 


OO^/ÿ.  70  analogue  & la  Jîg.  foWJa  quadrilatère  COLO'  ollrira  «les  mêmes 
rotations.  Seulement , jtfnmiuo  ies  <îi6lances.au  zénith  dbservtes  sont  LO/.. 


ni  gourent  se  calculer  par  la  .formule  de  la  p*g<^  précédente.  Ainsi , oi. 
mant  toujours  or',  Ws  (jeux  nngli  A CLO,  CLOf,  ou  le*  parallaxes  de 
hauteur;  H,  U'  Je#  deux  rayons,  terrestres  ea  O et  O'  ; onlin  11,  11'  le#  deu\ 
pnaal laves  horizontale»,  cfJ)  la  dîatnnceCL  de  l'astre  au  centre  delà  leprt* 
fii  aura,  comme  dans  la  page  \o\  . ^ 

*.  ■ 4 il  ' . . />  * • 


sin  n ~*p  i 


V* 
M’n  11'=  jy  i 


n=  n.sm(Z — »o'=  H'.sta  (Z'— « 

•'  * • ‘£Z  • * * « • I* 

Nous  entendons  Ici  par  /ni  nlLixclioriznntnlr  celle  qui  a fieu  loreqne  i. 

/ .'  * 
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SIS.  Si  l’astre  esj  oHscr 


4«5 

dans 


v . WUrj  ’é  liors'du^œeiidje^  çoymm 

laijffe.  71  y les  (ignés  OZ  , OZ'  et  OL'j  'prolom^i«s  indéfiniment, 
formeront,  Sur  la  sphèieJe^yé,  un  tciarç?^>ltnqu&,  l’on 
connaîtra  te  enté  .ZS,  qui  est  la  (listante  an  zénith  apparent  ob- 


civcx:  iu  j 1 1 mu  iiirrimrn  ; un  JM/ii/» 

roté  Z 'S,  ou  la  distance  a’^parente.dc  l’astre  au  zcuitli  vrai.  « 

* . ^ ^ •>  sT . ' - 


. ’ V * ti'  Lj,*  VI  . 

rayon  visuel  est  pcrperttlTftul  Jire  au  rayon* terrestre.  Le  rayon1  visuel  ff" est 
point  Mors  langen T au  sphcroldé \ de  Sorte  qu’il  serait .plus  jtisle'd’iipjielor 
t arière  deul  il  s’ajil^  ptâr  f^fride  ptu.iUare  ou  famlLir,  maxànum  mais 
l’usajtoa  prévalu.  Lie  rapport  des  sinus  de  Ata  parallaxes  étant  à for l, peu 

pré*  le  même  qno  cçlul  de*  arc*ton  en  tirtÿjj-*=  5-,  e’asta-dih^  qu'elles. 

«ont  proportionnelle*  aux’rayons  torreslrcs ,*ei  en  profl Oin t défe  rapport 
pour  éliminer  IV,  les  expressions  Jh  a",  ajontées  ensemble,  donnent 

-P  w=n  r .«•«*".(*  t gltkn..  » 

■ - L *.  • •.  • J . 

•'  . - ’ • * ; 

Mais  la  eomnio  des  parallaxes  fa-t-  n'-est  égale  & l’ongle  OLO'’;  de  plus,  la 
somme  dos  quatre  angles  du  quadrilatère  t.OLO'  doit  louiours  égaler  quatre 
angles  droit*,  comme  précédemment  : oh  aura  donc  . " * 

r . ■ - | ’:  ■,  . »•  Jte  * 

• *•'  ' , ,*  OLO'  = sr«(-cr'  = Zr  si  •*-  Z'x—  w' — r ; „ 

'•  ' >t  e • ( 

y étant  l’angle  OCfr  formé  par  Ios  deux  rayons' terrestres.  Prolongeons  lés 
normales  QN,OW  jusqu’à  lcut;  rencontiv  avec  la  ilrndlc  OE  représentant 
le  plan  de  l'équateur;  les  angldb  EÏSO,  EN1 0’,  formes  par  ces  normales 
arec  ce  plan,  seront  les  latitudes  de*  deux  observateurs  ; noos  Tés  nomnie- 
roiia'i,V.  Or,  cas  angles  étant’ extérieur»  aux  triangles  NOfi,  fPO'C^  on 
'aura  évidemment'  ■■  t “ > 


• * ..  • 

**■  * - ■;=  NCOh-j»; 


, ÿ's=  fé'CO'-t-p';'  • 4«  ^ 

d’où  l’on  tira  t»  • . , p » ia  H . 

. M O )-  N 'CO'=e.P  = 0,  # 

• s t (j  * t»  t**  J ^ 

valeur  qui , étant  substituée  pour  » dans  l oxpréssion  de  OLO',  nonne  * 

, * * *«  **?#  • mW  • » ' V. 

% /.  »*  •OLO'  = ®“+-  Z/  — / -ml'i  V iw'  'J 

^ ^ t * 

résultat  tout  u lait  analogie  a ce  qui  a eu  lieu  «ions  la  fplnrr.  Celte  trieur 
•Ac.(jWV,  ou"h«^cr/fi  et' étant la' pmwicj  c que  r.foi.s  avorts  m>^aijur , 

> 4 > ^ 
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Onuottrra  même  éliminer  TazimKt  an  inonde  sa-falcmr  en 
fopetifin  de  la  dûtapce  polaire  apparente  et  de  l’angle  libraire  .ap- 
parent fet,  par  ce  moyen  , Jt'S  se  trouvera  entièrement  exprimé  en 
quantités  faciles  à déd iAra.de  l'observation.  • 

Connaissant  la  distance  apparente  âu  zénith  érni  7/S,  ot»  prendra 
la  parallaxe  de  hauteur  pour  celle  distance  et  pour  le  rayon  ter- 
restre OC  Tcette  parallaxe,  représentée  par  le  petit  arc  Ss'/hura 
pour  expression,  11  sinZ'S,  n étant  la  parallaxe^  Horizontale  * 
pour  le  . rayon  OC.  Ët  ainsi  ,1’qji,  cti/fftaîtra  la  disUpte  vraie 
Z'S'  = Z'S  — SS',  telle  qn’on  lotirait  observée  du  c^iti-c  de  la 

ter*!*),'9;  \ ‘ * **/*.  ~ \%i 

SM.  Maintenant,  si  J on.veut  avoir  les  parallaxes  «Je  défc! mai- 
son et  «l’ascension droite,  il  n’V  a Rel  de  pj.ns  facile  -,  ca^tn  rap- 
portant tant  au  zénith  vrai  Z',  les.  cieCons^ncés  A-viénifl'nt  abso- 
lument les  mêmes  que  dansle  ca/dêl*  terre  sphwique 
dans  la  &&■  Les  expressions  -trOurees  alors  pdnr  ces  parai- 

; ^ : • ^ 5 

tm  en  dîduiHa  vateuWle  la  pa’ra(laic  marunum  pour  l'observateur  O,  qui 


U = , 


• •,  *•  • "".It  sip-fZ  — ta)  ■ 

Pour  l'observa (eîtr  O'  on  aurait 


- Il'  sin/Z'  _«.,') 


1 

• S .» 


*•  y ' R^z-éz'  — ;-V)H  • 

• '♦  « . n*~  R stn  (i *-  w)  -t-  R'  .in  (fe'  — t./f- 

lie»  eïprefcion»  sont  Tout  à fait  analogues  à celle  «le  la  page  40a  , et  elles  ne 
sont  pas.plps  difficiles  i «ytlculcr.  Nous  avons  suppose,  flans  le  calcul , que 
les  deife  observateur*  étaient  situés  des  deux  crtléi  opposés  de  l'équaseur  ; 
s’il  s’étaient  du  mémo  cAlc , il  faudrait  regarder  la  plus  petite  latitude  comme 
négative  dafts  la  formule  préezdenlc*  et  faite  aussi  négative  Ja  valeur  cor- 
respondante d»stoi\de  a'.  Bhnsre  ca»,  si  l'astre,  an  lieu  d'être  eieué  entre 
les  deux  zéniths,  était  situé  du  m^to  c<HP  du  zénith  , par  rapport  aux  deux 
observateurs  ,>1  faudrait  encore  regirderxopune  négative  la  plus  petite  des 
’d*uv  d ie tances  zénithales.  Çcs  seraient  -faciles  Jj  voir  il’apr^  ia 

/igstr*  relative  à «Jiaciin  de  ci’axas  particuliers  K • 

4r«)  SsjMA  l'azimut  appajeat  «fl.Hn-.lre  compté  «lu  pflt^:  co  seri.le  sup- 
m'&vytiy;  7.S.  So^gyirZlaxIislatice  an  zénith  appprént  observe*, 
_ ..  pAff  au  xenill  î^rnf,  fn  l'Auglo  du  r<iyf>A  «\c<'*ïa  wrtîcalr. 
^sé,*s7  l'o^Çt.%|lention  que  < os  i.So  - A'  A . le  triangle 


7;  1 
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laxes appliqueront  donc  encore  dans  le  cas  actuel;  seulement, 
connue  la  distance  du  zénith  an  pôle  entre  dans  ces  formules,  il 
faudra  y faire  usage  de  la  distance  au  zénith  vrai  Z',  c’est-à-dire 
augmenter  la  distance  apparente  du  zénith  au  pôle  d’une  quantité 


sphérique  ZZ'  S donnera 

coj  Z’  = — Bin  Z sin  a co«  A -t-  cos  cos  Z ; 
en  prenant  un  angle  auxiliaire  tel  qu’on  ail  t I 

tang  f = cos  A lang  u,  ; • * ' 


il  viendra 


cos  tü 

cosZ  = cos  {/  - 

cos  Jl 


?)■ 


Si  l’on  veut  conclure  l’azimut,  d’après  l'observation  de  l'angle  horaire , 
ce  qui  est  plus  facile  et  plus  ordinaire  que  de  l’observer,  rien  n'est -plus 
simple.  Car  si  l’on  imagine  un  nouveau  triangle  sphérique  ZPS  , forme, 
/i».  7a,  par  les  trois  rayons  visnels  menés  de  l’observateur  au  pèle , au  zénith 
apparent  et  il  l’astre,  on  connaîtra  , dans  ce  triangle,  la  distance  apparenta 
observée  ou  Z;  la  distance  du  pèle  au  zénith  apparent  011.  D ; enfin. -l’anjlc 
horaire  apparent  ou  P.  L'nnglo  .SZP  compris  entre  les  deux  côtés  Z et  D de 
ce  triangle,  est  précisément  égal  à l'azimut  A.  On  pourra  donc  calculer  cet 
azimut  par  la  combinaison  des  formules  suivantes , tirées  de  la  trigonomé- 
trie sphérique . 1 ' *. 


tang  f = cos  O tang  P f 


sin  (A 

11  r‘  tang  Z 


où  ^ est  un  angle  auxiliaire. Quand  on  connaîtra  A par  ces  formules,  les 
deux  premières  équations  feront  connaître  Z',  ou  lu.  distance  apparente 
au  zénith  vrai.  La  parallaxe,  pour  celte  distance,  ou  fl  sin  Z',  sera  ainsi* 
connue.  En  la  retranchant  do  Z',  on  aura  la  distance  zénithale  vraie'  * 
Z"  = Z'  — n sin  /'.■»,  - • 

Si  au  contraire  Z"  était  donné,  on  en  déduirait  Z' au  moyeu  de»  formules  S1 
de  la  page  400,  où  a représenterait  la  parallaxe  de  hauteur  Z'  r-  Z"  rap-  a ’ 
portée  ou  zénith  vrai.  Ensuite  on  en  déduirait  Z , en  résolvant  le  triangle 
sphérique  S Z' Z dans  lequel  l’angle  Z',  qui  est  l’azimut  vrai  de' l’astre,  se- 
rait facile  à calculer  d’après  les  éléments  de  son  lieu  vrai.  Mais  il  est  tniu' 
autre  méthode  bieu  plus  simple  pour  trouver  directement  Z suas  passer  par 
Z'.  On  la  verra  dans  la  noto  suivante. 

Lorsque  Z est  très-considérable  par  rapport  à m , on  peut  aisément  ohtc-* 
nir  la  valeur  do  Z'  — Zen  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  sin  «.  Mais  cette  réduction  n’est  pas  possiblo,  en  général  ; parce  que  les 
arcs  Z,  Z',  w peuvent  dovenir  comparables  entre  eux,  lorsque  l’astre  I,  e*l< 
observé  très-près  du  zénith  vrai  ou  apparent. 

T.  Ht.  • ■>.’]  . 


Digitized  by  Google 


iSTHONUMIK 


«■gale  à 1 angle  Z'OZ,  formé  par  le  rayon  terrestre  a ver  la,  verli- 
cale.  An  moyen  de  ces  résultats  rien  n’est  plus  facile  que  d’obtenir 
les  éléments  du  lieu  apparent  de  l’astre,  étant  donne  son  lieu  vrai, 
Rapporté  au  centre  du  sphéroïde  terrestre  (*). 

517.  J’ai  dit , dans  le  tome  Irr,  page  190,  que  le  diamètre  appa- 


(*)  ij’nprùs  cc  que  l’un  vient  de  dire,  en  nommant  toujours  « l'angle  du 
rayon  terrestre  avec  la  verticale,  et  désignant  par  a.  la  parallaxe  d'ascension 
droite,  par  i la  parallaxe  do  déclinaison  , les  formules  trouvées  dans  la  note 
de  la  page  Ao8,  pour  le  cas  de  la  terre  sphérique,  donneront,  dans  le  sphé- 

V"I,lc  > 

sin  tlsin  (D  4-  ai)  sin  (P  -t-«) 


sin  S ---  j" 


sin  !l  cos(n-i-w)sin(P,-f-a) 

sin  I” 


fin  A' 

2 cos  A'cos(P'-t  J a)  sin  | « 


jsin{ 


A'-+o), 


ou.  avec  une  approximation  piesque  toujours  suffisante, 

II  sin  (D -+-&>)  sin  P' 

♦V  * a sin  A'  ? 

e ~ II  [sin  A'  cos  (D  -+•  w)  — cou  A'  sin  (I)  4-  o>)  cos  P'J  ; 

<ï  * 

A'  est  l.i  distance  polaire  vraie,  et  r'  l’ongle  horaire  vrai  vus  «lu  centre  de  la 
terre,  v.  et  <?  étant  calculé*  par  ces  formules,  si  l’on  nomme  A la  distance 
polaire  apparente  , et  P Pangle  horaire  apparent , vus  de  la  surface  du  sphé- 
roïde terrestre,  on  aura 

P = P*  4-  «,  A = A'  4-  g.' 

* Avec  P,  A et  D,  on  peut  calculer  directement  la  distance  apparente  Z.  Car 
* *si  l’on  forme  le  triangle  sphérique  SZP,/i£.  7a,  par  trois  rayons  visuels 
menés  de  l’observateur  au  zénith  apparent,  a l'astre  et  au  pôle,  on  connaîtra 
dans  ce  triangle  les  côtés  PS  = A , PZ  = D,  et  Pangle  SPZ  ==  P.  On  en 
conclura  donc  aisément  le  troisième  côté,  ou  la  distance  zénithale  apparente 
ZSpc  Z.  On  pourra  également  calculer  Pangle  SZP  ou  l’azimut  apparent  do 
Pastre.  On  aura  donc  ainsi  tous  les  éléments  du  lieu  apparent  de  Pastre,  de 
la  manière  la  plus  simple,  au  moyen  des  cléments  de  son  lieu  vrai.  Do 
mémo  si  l’on,  forme  le  triangle  sphérique S'ZT  par  trois  rayons  visuels,  mem-à 
du  centre  de  la  terre  uu  zénith  vrai  >,à  Pastre  et  au  pôle,  on  connaîtra  dans  ce 
il  triangle  le*  côtés  S'P=*  A',  Z'  P=D-f-«,  et  Pangle  S'  PZ'~P'.  On  pourra  donc 
calculer  le  troisième  côté  S' Z'  = Z",  d'où  l'on  conclura  Z'  ou  Z#5  par  Tes 
formules  de  la  page  400-  l,<,urï'a  aussi  calculer  Pangle  Sf  Z' P qui  est  Pa- 
^ziinut  vrai  de  Pastre.  On  voit  que  la  considération  de  l’ellipticité  de  la  terre 
uc  complique  nullement  ces  résultats. 


s • 
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rent  de  la  lune  à l’horizon  elait  un  peu  plus  petit  qu’au  zénith,  lors- 
qu’on le  mesure  exactement  aveç  le  micromètre  ; c’est  un  effet  de 
la  parallaxe,  et  il  est  facile  de  le  démontrer.  Pour  cela,  considé- 
rons d’abord  la  distance  de  la  lune  au  centre  de  la  terre  comme 
constante  , en  sorte  qu’elle  décrive  son  cercle  diurne  autour  Ile  ce 
centre,  comine  dans  la  fig.  -j3.  Alors  la  lune,  étant  au  zénith 
en  Z,  sera  plus  près  de  l’observateur  O que  lorsquMTe  était  it 
l’horizon  en  L,  car  dans  le  cercle  LZL'  la  flèche  OZ  est  moindre 
que  la  demi-corde  OL.  La  différence  de  ces  deux  distances  pro- 
duit un  effet  sensible  sur  le  diamètre  apparent  qui  augmente  à 
mesure  que  la  lune  s'élève  (*).  La  loi  de  cet  accroissement  est  fa- 
cile à calculer,  et  sa  valeur  totale,  depuis  l’horizon  jusqu’au 
zénith,  est  d’environ  parce  que,  dans  le  passade  d'une  de  ces 
|>ositioDS  à l’autre,  la  distance  de  la  lune  à l'observateur  se  trouve 
diminuée  d’une  quantité  sensiblement  égale  au  rayon  OC  de  la 
terre,  qui  en  est  environ  la  soixantième  partie.  L'exacte  conformité 
de  cette  loi  avec  les  phénomènes,  soit  que  la  lune  monte  ou  des- 
cende sur  l’horizon  , ne  permet  pas  «le  douter  qu’ils  11e  soient  dus 


(*)  Nommons  r lo  demi -diamètre  OC  de  In  terre,  Il  le  rayon  CL  ou  CZ, 
mené  de  non  centre  à celui  de  la  lune.  La  ligne  OL,  côté  du  triangle  rectan- 
gle COL,  aura  pour  longueur  y/ II1  — r*  ; In  flèche  oÿ  aura  pour  longueur 
R — r ; et  la  différence  de  ces  deux  lignes , ou  l’excès  do  OL  sur  OZ , sera 
exprimée  par  \ ' 

y'H*  — r*  (R  — r) . 

■ Si  l'on  snpposc,  comme  cela  a lieu  dans  la  nature,  qne  r soit  une  très-petite 
traction  par  rapport  àR,  P»  pourra  se  contenter  d’extraire  , par  approxima- 
tion , la  racine  carrée  indiquée  , en  se  servant,  pour  cela,  do  la  formalo  du 
hinOniedc  Newton  ; et  en  se  bornant  aux  premières  puissances  de  r,  on  aura, 

* f* 

pour  cette  racine  , R — - L’expression  ci-dessus , qui  représente  la  dif- 


férence des  ligner  OZ  et  OL , sera  donc  exprimée  pa»  r , c'ést-à-dire 

’ 1 3 a 


r*  < 


qu’elle  est  presque  égale  à r,  car  Iq, terme  — — est  très-petit  par  rapport 

' • * • •*  :r*  ». 

a r,  puisqu'il  est  égal  au  produit  de  1 par  —s, , qui  cslaiae  fraction  extrême- 

Un  r 

ment  petite  ot  peu  différente  d#7y,. 
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à la .cause  que  nous  venons  d’assigner,  et  l'on  voit  aussi,  par  cet 
accord , que,  si  la  distance  de  la  lune  au  centre  de  la  terre  n’est 
pas  exactement  constante,  comme  nous  l’avons  suppose,  du  moins 
les  variations  qu’elle  épVouve  pendant  que  cet  astre  s’élève  de- 
puis l’horizon  jusqu’au  zénith,  sont  tcop  petites  pour  produire 
un  changement  notable,  dans  cet  intervalle,  sur  son  diamètre,  ap- 
parent. ■ * • * 

318.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n’avons  pas  encore  parlé 
de  la  parallaxe  du  soleil.  En  effet,  elle  est  si  petite  qu'aucune  des 
méthodes  précédentes  ne  peut  la  donner  avec  exactitude  ; aussi 
les  astronomes  ont  ignoré  pendant  longtemps  sa  valeur.  Enfin,  on 
a réussi  à la  déterminer , non  pas  par  l’observation  immédiate, 
qui  eut  été  sujette  à trop  d'inexactitude,  mais  d’après  certains  rap- 
ports, qui  Existent  entre  les  distances  des  diverses  planètes  et  de 
la  terre  elle-mcme,  au  rentre  du  soleil.  On  sent  que  cette  mé- 
thode iudirccte  n’a  pu  être  inventée  qu’après  que  l'on  a connu, 
avec  beaucoup  d’exactitude , les  mouvements  planétaires.  C’est 
pourquoi  je  l’exposerai  plus  tard.  La  parallaxe  du  soleil,  qu’on 
en  a déduite  , est  égale  à 8", 8 sexagésimales,  ou  à 27",  1 de  la  di- 
vision décimale  ; ce  qui  donne  la  distance  moyenne  de  cet  astre  à 
la  terre,  égale  à 23578  rayons  terrestres,  ou  plus  de  trente-quatre 
millions  de  lieues.  On  ne  pouvait  rien  obtenir  de  précis  sur  les 
dimensions  du  système  solaire,  tant  qu’il  restait  quelque  incerti- 
tude sur  cet  élément.  Par  conséquent , si  l’on  voulait  suivre  réelle- 
ment la  marche  d'invention,  il  faudrait  d’abord  faire  abstraction 
de  cette  valeur  jusqu'il  l'époque  où  elle  a pu  être  déterminée , et 
revenir  ensuite  sur  tous  les  résultats.  Telle  a,été,  en  effet,  la  marche 
réelle  de  l’astronomie,  dont  les  progrès,  comme  je  l'ai  déjà  répété 
plusieurs  fois  , ne  sont  qu’une  suite  d’approximations  successives. 
Mais  cette  marche,  tour  à tour  directe  et  rétrograde,  serait  em- 
barrassante et  peu  méthodique.  Il  nous  suffira  de  remarquer  que  la 
valeur  de  cette  parallaxe  étant  fort  petite,  les  résultats  approches 
que  l’on  obtiendrait,  efi  n’y  ayant  point  égard,  différeraient  extrê- 
mement peu  des  résultats  définitifs  que  l’on  trouverait  en  l’em- 
ployant dans  une  Seconde  approximation.  Mais  une  fois  que  cette 
vérité  est  bien  comprise , il  est  bien  plus  court  d’admettre  provi- 
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soirenient  l’emploi  d’une  si  pdtîfe  correction  , dont  la  nécessité  est 
reconnue,  et  dont  la  valeur  sera  par  la  suite  démontre» très-exac- 
tement, afin  d’arriver  d’abord  sans  retour  aux  résultats  définitifs. 
H en  est  de  même  des  petites  corrections  relatives  à la  précession  , 
à l'aberration  et  à la  nutation  , dont , pour  plus  de  brièveté  et  de 
méthode?  nous  sommes  convenus  de  faire  mrusageanticipe.  Ainsi, 
nous  supposerons  toujours,  dans  les  résultats- dont  nous  ferons 
usage,  qu’on  "-y  a corrigé  l’effet  de  la  parallaxe  solaire,,  d’après  la 
valeur  que  nous  venons  de  rapporter. 

♦ • *> 
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• CHAPITRE  XXII  0. 

Description  Ct  usages  dn  cercle  répétiteur. 

' . ' ■ 

519.  M’  étant  proposé  de  réunir  et  d’expliquer  dans  cet  ouvrage 

les  procédés  d’observation  les  plus  exacts  ct  les  plus  généralement 
usité?,  je  vais  exposer  avec  détail  l’usage  du  cercle  répétiteur,  qui 
à lui  seul  peut  suppléer  au  mural  et  à la  lunette  méridienne  ; qui 
les  remplace  avec  une  exactitude  indéfinie;  qui,  par  son  peu  de 
volume  et  le  petit  nombre  de  vérifications  qu’il  exige,  peut  être 
aisément  transporté  partout  ; enfin  , dont  les  applications  ne  sont 
pas  bornées  à l’astronomie  seule,  mais  s’étendent  à la  géodésie,  à 
la  topographie  et  à une  infinité  de’  recherches  , physiques  de  tout 
genre , oh  elles  portent  une  précision  inespérée. 

520.  L’essentiel  de  cêt  instrument  consiste  dans  un  limbe  cir- 
culaire vertical  ZAP,  fig.  qui  peut  tourner  autour  delà  verti- 
cale CP,  menée  par  son  centre,  et  qui,  de  plus,  peut  aussi  tour- 
ner verticalementamtour  d’un  axe  horizontal  mené  par  co  même 
centre.  Une  lunette  OCL , munie  d’un  micromètre  à fil  fixe  et  d’un 
verniet,  tourne  autour  du  centre  C,  et  peut  parcourir  successive- 
ment tous  les  points  du  limbe.  L’instrument  entier  est  représenté 
dans  la  PI.  XVII du  tome  II.  Pouren  comprendre  l’usàge,  revenons 
à la  fig.  ^4-  Soit  S un  objet  éloigné  et  immobile,-  dont  on  véut  me- 
surer la  distance  au  zénith.  Ce  sera  même,  si  l’on  veut,  une  étoile. 
Car,  bieq  que  les  astres  se  déplacent  à chaque  instant  par  l’effet  du 


(*)  Depuis  que  ce  chapitre  a été  rédigé  pour  l’édition  précédente,  les 
cercles  répétiteurs  ont  reçu  de  grands  perfectionnements,  et  l’on  a aussi 
amélioré  beaucoup  ia  manière  de  les  employer,  .l’ai  cru  cependant  pouvoir^ 
laisser  subsister  coue^tremièrc  rédaction , comme  un  exposé  su  disant  des 
principes  de  leur  Usage  , mais  on  trouvera  à la  fin  de  ce  volume  une  dis- 
sertation snr  la  nouvelle  mesure  que  j’ai  laite  de  la  latitude  de  Formcmcm 
en  i8j5,  où  les  méthodes  les  pfhs  sûres  d’observation  seront  expliquées 
et  confirmées  par  leur  application  pratique  In  plu*  exacte. 
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mouvement  diurne , on  peut  ralculcr  U s effets  de  ce  déplacement 
pendant  'l'intervalle  des  observations  et  en  tenir  compte,  comme 
nous  le  verrons  tout  à llieure  ; ce  qui  ramène'la  question  au  lîièmc 
état  que  si  l’on  n’avait  à observer1  que  des  points  fixés.  Cela  pose, 
voici  comment  on  opère  : on  commence  par  fjxer  le  vernier  de  la 
lunette  sur  le  point  zéro  de  la  division  ; puis  on  dirige  le  limbe  dans  s 
le  vertical  de  l’astre,  au  moyen  du  mouvement  azinnit.il,  et  on  le 
fait  ensuite  tourner  verticalement  autour  de  son  centre , jusqu’à  ee 
que  le  point  S réponde  au  centre  des  fds  ; c’est  ce-que  repffseute 
la  Ji".  74.  Conreyons  maintenant  un  fd-à-plomb  CP  mené  par  le 
centre  du  limbe;  sa  direction  prolongée  déterminera  lé  zénith  Z ; , 
et  l'arc  AZ,  lu  sur  le  limbe,  sera  la  distance  au  zénith.  .Mais  On 
peut  éviter  l’usage  de  ce  fil  et  la  lecture  de  l’arc,  comme  on  va  le 
voir. 

52 1 . Les  choses  étant  disposées  comme  nous  venons  de  le  Wre  , 
on  donne  au ^imbe  un  mouvement  azirautal  autour  de  la  verti- 
cale qui  passe  par  son  centre  , ôt  on  lui  fait  faire  un  demi-tour,  Je 
manière  à le  ramener  dans  le  vertical  de  l’astre  (voyez  Jîg.  76). 
Dans  ce  mouvement,  le  point  Z dn  limbe  n'a  pas  changé.  Seule- 
ment , si  le  litnbc  faisait  d’abord  face  à l’est , il  fait  maintenantTacc 
à l’ouest,  et  comme  la  lunette  est  fixe  sur  le  limbe  , il  s'ensuit  que 
sa  direction  actuelle  LAC  fait  toujours  le  même  angle  avec  la  ver- 
ticale. Alors  on  détache  celte  lunette  , et  en  la  faisant  tourner  sur' 
le  limbe,  on  la  ramène  sur  l'astre.  Sajnûiivene  direction  CA'S  ré- 
pond alors  à un  autre  point  du  limbe,  tel  que  A'  ; et,  puisqjie  nous 
supposons  l’astre  immobile,  l’arc  A'Z  est  exactement  égal  à l’arc  AZ, 
ou  à la  distance  au  zénith.  L’arc  total  AA^',  que  la  lunette  vient  de  • 
parcourir,  est  donc  double  de  cette  distance.  Ainsi , en  lisant  eei 
arc  indiqué  par  le  déplacement  du  vernier  sur  la  division*!»  limbe, 
et  prenant  sa  moitié,  on  aura  la  distance  au  zénith,  sans  qu’il  soit 
du  tout. nécessaire  de  connaître  le  point  Z;  et,  par  conséquent, 
sans  avoir  aucun  besoin  de  fil-à-plomb. 

529.  A 1a  vérité,  ceci  suppose  que  Te  limbe  , en  passant  de  la 
première  observation  à 4a  seconde  , a tourné  exactement  autour 
de  la  verticale,  en  sorte  (pic  chacun  de  ses  points  reste  exacte- 
ment à la  même  hauteur  au-dessus  du  plan- horizontal.  Pour  s’en 
s 
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assurer,  on  atlache  «lerfioré  le  limbe  et  parallèlement  à son  j)lan  un 
nivèau  à tà.lle  d’aii;  très-sensible  , que  l’on  cale , c’est-à-dire  que 
l’o  n met  tien  horizontal  dans- la  première  positiorf  du  cercle,  où 
te  limte  faisait,  je  suppose,  face  à l’est;  ensuite,  si  le  point  Z 
du  limbe  s’est  un  peu  déplacé  par  le  retournement,  lorsque  le 
lirtibe  fait  face  à l’ouest,  on  en  est  averti  par  le  niveau  qui  s’est 
déplacé  avec  lui,  et  dont  la  bulle  ne  répond  plus  aux  mêmes 
]>oints  de  la  division  du  tube.  Alors  on  ramène  le  limbe  à la  posi- 
liôn  Àù  le  nivean  rentre  dans  ses  premières  limites;  ainsi,  sans 
connaître  le  point  Z , on  est  toutefois  assuré  qu’il  revient  dans  la 
# même  verticale.  Il  y a,  dans  tous  les  cercles,  des  vis  de  rappel 
pour  faire  jçdnsi  mouvoir  le  limbe  par  degrés  insensibles,' et  pour 
cater  le  niièan. 

525.  Après  qu’on  a ainsi  la  distance  zénithale  double , on  ob- 
tient la  distance  quadruple  de  la  manière  suivante  : sans  toucher  à 
Iji  lunette,  on  retourne  l’instrument,  et  on  ramène  le  limbe  la  face 
éyl’est , comme  il  était  d’abord.  La  lunette  prend  alors  la  direction 
CA'L,  fig.  76.  Si  on  la  ramenait  vers  l’astre  , le  limbe  restant  fixe, 
elfij  reviendrait  au  point  A d’où  elle  est  partie,  et  on  détruirait 
l'arc  qu’on  lui  a fait  parcourir.  Au  lieu  de  cela  , on  la  laisse  fixe 
en  A , mais  on  ramène  le  limbe  en  le  faisant  touriter  verticalement 
autour  dé  son  centre,  jusqu’à  ce  que  l’astre  revienne  dans  la  lu- 
nette au  centre  des  fds;  Alors  lé  point  A’  est  dirigé  vers  l’astre  , et 
lepoinlde  départ  descend  en  A , fig.  77.  Cela  fait,  on  se  retrouve 
exactement  dans  les  memes  circonstances  où  l’on  était  au  couimen- 

'f  » V 

cément  de  lu  première  observation,  fig.  74;  si  ce  ti’est  que  le 
^ point  de  départ  est  AV  c’est-à-dire  la  fin  du  premier  arc  par 
dburu  (*).  En  partant  de  tà,  et  opérant  de  la  même  manière,  on 
peut  fair*  uae  nouvelle  olfeervation  double  qui  amènera  la  lunette 
gn  A*  ; et  eoonne  l’arc  A' A'-  sera  égal  AA',  l’arc  total-  AA' A” 


(*)  En  faisant  ainsi  monfoir  le  limbe  dans  la  troisième  observation , le 
niveau  qui  y est  attache  se  dcpThcc  nvec  lui  et  cesso  d’être  horizontal  ; mais 
oui.-  détaché  et  on  le  ramène  à celle  position , où  l’on  achève  de  le  fiver 
par  des  vis  de  rappel.  On  fait  la  même  chose  après  chaque  observation 
paire’  «,  - f 
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sera  la  ilistance  au  zénith  quadruple  ; en  le  divisant  par  4»  un  aura 
la  distance  simple. 

Avant  la  distance  quadruple , on  peut  l’avoir  sextuple  par  le 
même  procédé  : il  faut  retourner  le  limbe  face  à l’est , dans  sa  pre- 
mière position , et  ramener  le  point  A"  vers  l’astr.e  , sans  détacher 
la  lunette.  Alorsle  nouveau  point  de  départ  sera  A"  ; une  nouvelle 
observation  double  amènera  la  lunette  en  A'",  et  l’arc  A VA"  A" 
sera  l’arc  sextuple.  En  le  divisant  par  G , on  aura  l’arc  simple. 

En  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  obtiendra  tel  multiple  de 
la  distance  quel’on  voudra,  et  en  divisant  l’arc , total  parcouru  par 
le  nombre  des  observations , on  aura  la  distaqcc  zénithale  simple. 
On  peut  faire  ainsi  parcourir  à la  lunette  plusieurs  circonférences 
entières  dont  il  faudra  tenir  compte.  Mais,  pour  s’épargner  la  peine 
de  les  compter  une  à une,  il  suffit  de  lire  une  Seule  fois  1 arc  dou- 
é ble , ce  qui  fait  connaître  la  distance  simple  ; et  quand  les  observa- 
tions sont  terminées,  on  voit  aisément  quel  nombre  de  circonfé- 
rences entières  il  faut  ajouter  pour  que  Farc.  total , divisé  par  le 
nombre  des  observations,  redonne  la  distance  simple,  déterminée 
approximativement  par  la  première  lecture. 

324.  Examinons  maintenant  en  quoi  consiste  1’avanlage  de  cette 
multiplication.  Elle  n’en  aurait  aucun  si  les  divisions  faites  sur  le 
cercle  étaient  mathématiquement  exactes , et  si  l’observateur  poin- 
tait toujours  parfaitement  juste;  car  alors,  une  seule  observation 
donnerait  la  distance  au  zénith  exacte.  Mais,  commf  ces  conditions 
sont  impossibles  il  remplir  dans  la  pratique  , la  répétition  des  an- 
*glesy  suppléé  par  des  compensations. 

D’abord,  quant  à l’erreur  des  divisions,  on  voit  que  les  arcs 
mesures  se  suivent  sans  interruption  sur  le  limbe4.,  de  manière  que 
le  point  dq  limbe  , qui  est  la  fin  d’une  observation  , devient  l’ori- 
gine de  la  suivante  Cela  fait  que  la  somme  des  observations,  ou 
l’arc  total  parcouru,  ne  renferme  absolument  aucune  erreur  in- 
termédiaire , mai^  seulement  les  doux  erreurs  des  lectures  extrê- 
mes. Ces  erreurs  elles-mêmes  sont  encore  .affaiblies,  parce’que  les 
alidadcsdu  cercle  portent  quatre  verniers  que  l’on  lit  séparément, 
efc.duui  la  moyenne  contribue  à marquer  lé  commencement  et  la 
fin  de  l’arc  total  avec  une  plus  grande  probabilité  d'exactitude. 
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KnliiV,  la  petite  erreur,  qui  peut  rester  encore,  maigre  ces  précau- 
tions, Jans  les  lectures  extrêmes,  se  trouvant  répartie  par  la  di- 
vision sur  l'arc  entier  parcouru  sur  le  limbe,  ne  conserve  plus 
qu’une  iniluencc  insensible  sur  l’arc  simple  parcouru  dans  une 
seule  observation , du  'moins  en  supposant  les  observations  suffi- 
samment multipliées,  ^es  erreurs  des  divisions  s’affaiblissent  donc 
dans  le  cercle  répétiteur  par  la  répétition  même  , et  la  compensa- 
tion qui  s’o|H!rc  entre  elles  n’est  pas  l’effet  d’une  probabilité,  mais 
d’une  certitude 

Pour  sentir  jusqu’où  cette  compensation  peutallcr,il  faut  savoir 
que,  dans  nos  cercles  répétiteurs  qui  n’ont  ordinairement  que  4 dé- 
eimètrcs(i5  pouce»environ)dc  diamètre,  l’erreur  des  divisions  ne 
peut  pas  certainement  s'élever  à 1 5."  sexagésimales.  Elle  se  rédui- 
rait donc  au  pins  à ^ seconde,  après  trente  observations;  que  de- 
vient-elle après, quatre-vingts  ou  cent  ?que  devient-elle  si  ,comtne) 
on  peut  le  faire  et  comme  on  l'a  fait  souvent , on  laisse  les  séries 
des  differents  jours  se  succéder  sans  interruption  sur  le  limbe,  de 
sorte  que  les  deux  erreurs  des  lectures  extrêmes  se  trouvent  seules 
réparties  sur  un  arc  total- qui  contient  plusieurs  milliers  de  fois 
l’arc  simple? 

L’erreur  des  divisions  est  donc  comme  nulle  dans  les  observa-- 
lions  faites  au  cercle.  Il  est  impossible  qu’elle  soit  aussi  rigoureu- 
sement détruite  dans  les  plus  grands  instruments,  s’ils  ne  sont  pas 
répétiteurs.  Jamais  l’adresse  de  l’artiste  ne  peut  égaler  un  procédé 
mathématique. 

32iî.  Mais  il  y a d’autres  erreurs  qui  se  détruisent  par  le  prin-  j 
eipe  des  probabilités  dans  l’usage  du  cci  rie,  et-qui  restent  dans  les 
attires  instruments.  Telles  sont  les  erreurs  du  niveau  j qui  , déjà 
très-petites  dans  les  premiers  cercles  répétiteurs  quej’on  a con- 
struits , sont  encore  moindres  dans  nos  cercles  actuels , où  le  niveau 

donné  immédiatement. les  fractions  de  seconde.  Telles  sont  encore 
» ^ 

les  erreurs  du  pointé,  qui;  déjà- fort  petites  par  elles- mêmes,  se  * 
détruisent  connue  celles  du  niveau , par  leur  compensation  fortuite 
dans  plusieurs  milliers  d’observations.  Ges  erreurs  existent  aussi 
dans  les  observations  faite»  avec  de  grands  instruments  comme  le 
mural.  Car  l'erreur  du  pointe  s’y  retrouve,  et  celle jlit  niveau  est 
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représentée  par  I erreur  du  iil  à pfemib.  Mais  ici,  le  petit. nombre 
des  observations  11e  permet-pas  d’espérer  urtc  compensation  aussi 
exacte  que  dans  le  cercle.  Si  l’on  suppose  que.  l'exactitude  de*ré- 
sultats  moyens  soit  en  raison  composée  du  nombre  des  observa- 
tions et  de  la  longueur  du  rayon  de  l'instrument , cent  observa- 
tions faites  avec  nn  cercle  de  2 décimètres  de  rayon  équivaudraient 
à une  observation  unique  faite  avec  un  mural  de  20  mètres.  Où 
pourrait-on  trouver  de  pareils  instruments,  et  surfont  comment  • 
pourrait-on  les  employer  dans  les  observations  qui  exigent  des 
voyages?  * ® 

526.  Après  avoir  expliqué,  en  général,  le  mécanisme  de  la  ré- 
pétition et  ses  avantages,  il  faut  entrer  dans  quelqucs-déjails  sur 
les  vérifications  particulières  que  l’instrument  exige  avant  d’être 
employé  aux  observations.,  + 

La  première  condition  à remplir,  c’est  cpie  le  limbe  soitrexactoc 
inent  vertical , et  qu’il  puisse  se  maintenir  dans  cotte  position  pen- , 
dant  que  l’on  observe,  ou  , du  moins,  qu’on  ait  des  moyens  de  l’y 
ramener.  Pour  cela,  on  place  derrière  le  limbe,  et  perpendicu- 
lairement à son  plan  , un  petit  niveau  à bulle  d'air  qu’on  attache 
à l’axe  horizontal  autour  duquel  le  cercle  tourne  (vov.  Jig.  78). 
Alors,  quand  le  niveau  est  horizontal  le  limbe  est  vertical *à 
cause  de  la ‘perpendicularité.  Or  , il  y a dans  les  cercles  répétiteurs 
une  vis  de  rappel  qui  fait  mouvoir  le  limbe,  et  avec  laquelle  on  le 
ramène  il  la  verticalité,  lorsque  le  niveau  perpendiculaire  indique 
qu’il  s’en  écarte. 

Quant  à ce  niveau  lui-mème,  on  voit  qu’il  est  horizontal , quanti 
les  extrémités  de  la  bulle  d’air  qu’il  renferme  se  terminent  deux 
traits  fixes,  tracés  par  l’artiste  pour  Cet  objet.  Mais  il  est  utile  de 
savoir  au  besoin  suppléer  à cette  donnée. 

En  effet , en  supposant  même  que  ce  niveau  eût  été  parfaite- 
ment réglé  par  l'artiste,- il  pourrait  bien  arriver  qu’il  se  déran- 
geât dans  sa  monture,  et  qu’il  cessât  d’être  perpendiculaire  au 
limbe.  C’est  pourquoi  on  le  vérifie  avant  de  commencer  les  obser- 
vations. Pour  cela,  on  attache  sur  le  limbe  deux  pinces  P,  Q,  sur 
lesquelles  on  a tracé  deux  points  extrêmement  fins  , qui  doivent, 
par  construction , se  trouver  à égales  distances  du  plan  du  limbe. 
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auquel  les  pinces  sont  appliquées.  Les  artistes  ont  des  moyens 
très-précis  et  très-sinfyles  pour  remplir  cette  condition.  A l'un  de 
cesipniuts,  au  plus  élevé,  on  suspend  un  fil-à-ploinb  et  l’on  fait 
mouvoir  le  limbe  jusqu’à  ce  que  ce  (il  vienne  battre  exactement 
sur  l'autre  point.  Alors  le  limbe  est  vertical , puisque , par  con- 
struction, la  ligne  verticale,  menée  par  les  deux  points  P et  Q,  est 
parallèle  à son  plau.  Quand  on  l’a  amené  dans  cette  position,  on 
fait  mouvoir  les  vis  de  rappel  du  petit  niveau,  de  manière  qu’il 
devienne  exactement  horizontal,  et  les  variations  de  ce  niveau  in- 
diquent ensuite  si  le  limbe  s’écarte  de  la  verticalité.  La  sensibilité 
de  cet  instrument  rend  même  pour  cela  son  usage  préférable  à celui 
du  (il  k plomb  , en  même  temps  qu'il  est  infiniment  plus  com- 
mode (*). 


("}  Pour  apprécier  l'erreur  que  produirait  un  petit  défaut  de  verticalité, 
prolongeons  le  plan  du  limbe  jusqu'à  1a  sphère  céleste;  il  la  coupera  sui- 
vant un  grand  cercle  que  mous  nommerons  HZ' Il  , Jig  -y  Le  point  Z’,  le 
plus  élevé  de  ce  cercle,  sera  le  faux  zénith  indique  par  l'instrument,  et  la  ligne 
OZ',  menée  à ce  point  parle  centre  du  limbe,  sera  la  verticale  apparente 
autour  de  laquelle  on  mesure,  sur  le  limho,  les  distances  au  zénith.  Soit 
maintenant  OZ  la  verticale  vraie  , en  sorte  que  Z'  OZ  soit  l'inclinaison  du 
plan  du  limbe  sur  la  verticale , angle  que  nous  nommerons  1.  Cela  posé,  si 
l'on  mené  du  point  O un  rayon  visuel  OS  à une  étoile  quelconque,  la  dis- 
tance au  zénith  véritable  sera  l'ongle  ZOS  , que  nous  nommerons  Z.  Mais  la 
fausse  distance  mesurée  sur  le  limbe  , sera  l’angle  Z'  OS,  que  nous  nomme 
rops  Z'.  Les  trois  côtés  ZZ',  ZS , Z’ S formeront,  sur  la  sphère  Celes le  , un 

triangle  sphérique,  rectangle  en  Z',  cl  dans  lequel  on  aura 
« . 

« 

eos  Z = cos  Z'  cos  1 ; 

de  là  ou  tirerait  Z connaissant  Z'. 'Mais  il  faudrait  faire  le  calcul  avec  une 
c\ Set  it iule  minutieuse  , à cause  du  facteur  cos  I,  qui  diffère  très-peirdc  l'unité, 
parce  qnc  l'fuclinaison  I , qui  poul  rester  après  les  vérifications  précédentes  , 
est  nécessairement  fort  petite.  C’est  pourquoi  il  est  plus  Simple  de  chercher 
approximativement  Ja  différence  des  angles  Z et  Z’i  A cet.  effél,  substituons 
à cos  J sa  valeur  i — i sin’  ' I , nous  aurons 

ros  Z' — cosZ  = a coa  Z' sin*  ( 

# 0 « • 

t 

Or,  cos  Z — cos  Z = a sin  j (Z  -,-<Z’)  sin  J (Z  — Z).  Substituant  celte  va - 
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527.  Si  l’on  voulait  vérifier  aussi  les  pinces,  elles-mcines,  riçn 
ne  serait  plus  facile.  1^  petit  niveau  étant  calé,  c'est-à-dire  rendu 
horizontal , faites  tourner  le  liiube  verticalement,  de  manière  que 
la  pince  qui  était  en  haut  vienne  en  bas , et  que  l’autre  qui  était  en 


leur,  on  trouve 

. ....  c*»Z'.lnM  t - 

,‘°  • Z ) ~ ,'i7,"  (ÿ, + 

c'cst  le  sinus  do  la  moitié  delà  dilTércnce  cherchée!  Elle  est  toujours  positive 
font  que  Z'  est  moindre  qu’iin  angle  droit.  Par  conséquent , dans  cotte  limite^ 
la  distance  vraie  surpasse  toujours  la  distance  observée:  cela  doit  être,  puisque 
Z est  mm  hypoténuse.  L’inclinaison  1 ne  pouvant  jamais  être  que  de  quel- 
ques minutes, le  facteur  sin’t  I,  qui  se  trouve  au  numérateur,  sera  tou- 
jours un  très-petit  nombre,  et  lo  dénominateur  sin  J- (Z  -t-Z1)  sera,  compa- 
rativement, très-considérable,  même  à i°  de  distance  du  zénith.  Ainsi  , 
au-dessous  de  eo  terme  , la  différence  des  arcs  Z et  7!  sera  extrêmement  pe- 
tite ton  pourra  donc  alors,  sans  craindre  aucune  erreur',  supposer  Z = Z’ 
dans  le  second  membre,  ce  qui  revient  à négliger  le  carré  de  Z — Z’.  On* 
trouvera  ainsi  définitivement,  3 • 


Z—  z')  - M.'.*'  \ f. 


sin  i (Z-  Z') 


tang  Z' 


Pour  apprécier  l’exactitude  de  cette  formule,  il  faut  comparer  les  résultats 
qu’ci  le  donne  avec  ceux  que l’on  tire  de  là  formule  rigoureuse  cosZïirm&’cos*!. 

En  supposant  I ='  io’et  Z’  = t<>  sox.,  on  trouve  déji  que  les  deux  formules 
s’accordent  presquecxaclenienl.  Plus  près  du  zénith,  l’approximation  dimi- 
nue , et  enfin  elle  cesse  d’étre  sufitsainment  exacte;  par  exemple,  quand  Z'  ml 
est  nul,  elle  donne  Z'  — Z infini,  au  lieu  que  la  formule ^rigoureuat?  donne 
alors  cos  Z = cos  1 , ou  Z—  1 , c’est-à-dire  que  toute  l’erreur  de  la  verti- 
calité sc  reporte  sur  la  distance  au  zénith^  comme  cela  doit  eneffet  arriver. 

On  doit  tirer  de  ceci  deux  conclusions  : la  première t*c’est  qu’il  faut  atté- 
nuer, autant  que  possible  , le  défaut  de  verticalité  ; la  seconde,  qu’il  faut 
éviter  d'observer très-près  du  zénith,  où  l'influence  do  çc  defaut  sur  leadis- 
lanccs  est  plus  sensible, Il  cause  du  dénominateur  tang  Z'.  Co  dernier  in-  , 
concernent  cil  toujours  nul  pour  la  Polaire  , qui  sert  ordinairement  h dé* 
terminer  tes  latitudes.  Sa  distance  au  zénith  sort  des  limites  où  les  erreurs 
de  la  verticalité  sont  considérables.,  au  mliinsdans  tous  les  |»ys  habitables 
où  l’on  pept  avoir  occasion  de  l'observer.  Enfin,  quand  on  observera  prés 
du  zénith,  même  à quelques  degrés  de  distanco;  ou  fera  bien  dWSluer, 
aussi  exactement  que  posilble,  l’inclinaison  du  plan'  du  limbe,  et  on  en 
tiendra  compté  <yi  rnnyan  de  la,  formule  précédente,  ce  qui  atténuera  tou- 
jours l’erreur  et  pourra  même  en  rendre  l’inlluencntoul  à fait  insensible. 
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bas  vienne  en  liant.  Alors  suspendez  de  nouveau  le  til-à-plonib  ; 
s’il  bat  encore  exactement  sur  les  deux-  points  P et  Q , le  limbe  est 
vertical  et  les  pinces  sont  bien  réglées.  Dans  le  cas  contraire,  l'écart 
du  fil-ü-ploinb  sera  double  du  défaut  de  parallélisme.  Car,  soit, 
parexcmplc,  LL „Jîg.  80,  la  direction  du  limbe  dans  sa  première 
position,  la  verticale  PQ  faisant  avec  lui  un  certain  angle  par  l'er- 
reur des  pinces.  Dans  le  renversement , chacun  des  points  P,  Q 
décrit  une  circonférence  de  cercle  autourde  l’axe  de  rotation  ACC, 
qui  est  perpendiculaire  au  limbe.  La  ligne  PQ  décrit  donc,  au- 
tour de  cet  axe , une  surface  conique  dont  l’angle  au  centre 
est  PC'P'  ou  O'C'Q , P'  et  Q'  désignant  les  nouvelles  positions  des 
points  P et  Q après  le  renversement.  Si  par  le  point  C'  on  mène 
C'L'  parallèle  au  limbe,  cette  ligne  , qui  demeure  immobile  pen- 
dant la  rotation,  divisera  l’angle  Q'C'l’  en  deux  moitiés,  dont  cha- 
cune sera  égalé  à l'angle  L'C'P , formé  par  la  ligue  PQ  avec  le 
limbe/  Or,  quand  on  suspendra  de  nouveau  le  fil-à-plomb  en  Q', 
la  quantité  Q 'Q’P',  dont  il 's'écartera  de  la  ligne  P'Q'  sera  égale  à 
4’angte  au  centre  Q'C'P.  Cet  écart  sera , par  conséquent , double 
de  l’erreur  du  parallélisme. 

Si  l’on  s’apercevait  d’une  erreur  de  ce  genre , il  faudrait  s’oc- 
cuper de  la  corriger.  Pour  cela,  il  doit  y avoir,  sur  les  pinces , des 
vis'de  rappel  qui  perm’ettent  de  rapprocher  ou  d’éloigner  les  points 
P-nt  Q.  On  fera  donc  marcher  ces  points  de  manière  à détruire  la 
moitié  de  l’écart  observé,  et  avec  tes  pinces  ainsi  réglées  , on  re- 
mettra le  litnl«f  vertical.  Mais  comme  il  est  bien  difficile  que  l’on 
fasse  exactement  cette  bisseelion  dès  la  première  fois , lorsqu’on 
aura  rétabli  î»  très-peu  près  la  verticalité  du  limbe,  au  moyen  des 
pinces  corrigées , on  profitera  de  cette  verticalité  approchée  pour 
■cori'iger  de  uotivèau  lés  pinces,  et  en  .procédant  ainsi  par  une 
suite  d’csSais  et  de  corrections  successives , on  parviendra  bientôt 
h régler  le  tout  exactement.  Le  petit  niveau  perpendiculaire  au 
limbe  indiquera  ensuite  !a  conservation  de  la  .verticalité.  On  peut 
même,  en  répéta ut'res  tentatives  sur  divers  points  du  limbe,  s’as- 
surer que  l’axîe  dorotatibn  lui  est  exactement  perpendiculaire , car, 
s’il  né  l’était  pas,  les  positions  du  fil-à-plomb  ne  s’accorderaient  pas 
entre  r*Wrs  snr  les  différents  ravonsriu  cercle. 
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328.  A la  rigueur^  un  pourrait  se  contenter  de  ces. précautions, 
relativement  a la  .verticalité , car  si 'on  la  trouvait  dérangée  dans 
une  observation,  les  vis  de -rappel  de  rinslruiucDt  sufliraient 
pour  la  rétablir,  d’après  l’indication  du  niveau  perpendiculaire. 
Mais  comme  cette  'opération  prend  toujours  un  peu  de  temps,  il 
faut  la  rendre  aussi  raie  que  possible.  Or,  on  serait  forcé  de  Ja 
faire  à chaque  observation  , par  le  retournement  du  cercle,  si  la 
colonne  qui  le  porte  n’était  pas  exactement  verticale,  far  si , dans 
la  première  position  de  l'instrument,  lorsqu'il  fait  face  à l’est, 
LM , fig.  Si,  était  le  limbe  supposé  vertical , et  AB  la  colonne  in- 
clinée à l’horizon  ; comme  celle-ci  reste  immobile  dans  le  retour- 
nement, le  limbe,  en  passant  à l’ouest,  prendrait  la  direction 
L'M',  toujours  également  inclinée  sur  cet  axe,  mais  non  plus  ver- 
ticale ; en  sorte  qu’il  serait  nécessaire  de  lui  rendre  la  verticalité , 
et  de  la  lui  rendre  ainsi  tour  à tour,  en  passant  d’un  côté-  à l’autre, 
dans  chaque  observation.  On  évite  ces  inoonvénients  en  rendant 
la  colonne  verticale,  et  onTamène  à cette  situation  au  moyen  de 
trois  vis  que  porte  le  cercle  horizontal  sur  lequel  la  colonne  s’élève, 
et  qui  sert  de  base  à tout  l’instrument. 

des  trois  vis,  désignées  par  V,  V',  V"  dans  la  Jig.  8a  , sont 
espacées  à des  intervalles  égaux,  de  manière  que  les  riavons  CV, 
(J V',  CV'-,  menés  perpendiculairement  a Taxe  de  la  colonne,  las- 
sent entre  eux  des  angles  égaux  au  tiers  de  la  circonférence. 
Le  procède  consiste  à rendre  d’abord,  un  de  ces  rayons,  par 
exemple  CV,  horizontal , et  à faire  ensuite  tourner  le  plan  VV'  V" 
autour  de  cette  ligne,  comme  axe,  de  manière  à le  rendre  enfin 
parfaitement  horizontal  dans  tous  les  sens.  Alors  l’axe  XC'y  qui , 
par  construction , est  perpendiculaire  h ce  plan , sc  trouve  néces- 
sairement vertical. 

Pour  cela,  on  profite  du  grand  niveau  N N',  qui  esf  adapté  à la 
colonnedu  cercle,  et  qui  sert  à conserver  le  zénith  dans  les  retour- 
nements. On  dirige  le  limbe  dans  le  vertical  de  la  vis  V,  et  on  met 
le  niveau  horizontal  ; ensuite  on  donne  au  cercle  un  mouvement 
aziniutal  autour  de  la  colonne  rCC',  et  on  lui  fait  faqp  un  demi- 
tour  qui  ramène  le  limbe  dans  ie  vertical  de  kt  vis  V.  Mais  alors  les 
déux  bouts  du  niveau  ont  changé  de  ]>osition  par  rapport  à cette 
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vis.  Le  bout  qui  était  sud  est  devenu  nord , et  celui  qui  était  nord 
est  devenu  sud.  Puisque  la  rotation  s'est  faite  autour,  de  la^cn- 
lonne  CC',  le  niveau  a décrit  une  surface  conique  autour  de  Ja 
ligne  CC'  comme  axe.  Si  cet  axe  est  vertical , cette  surface  devient 
un  plan  horizontal , et  le  niveau  n'est  point  déraDgé.  Mais  si  la 
colonne  est  inclinée  à l’horizon , le  niveau  ne  peut  plus  être 
horizontal,  et  l’inclinaison  qui  produit  son  écart  est  doublée  par- 
le retournement.  On  corrige  donc  la  moitié  de  cet  écart  en  faisant 
marcher  la  vis  V dans  le  sens  convenable  , c’est-à-dire  en  haussant 
on  baissant  le  point  V,  selon  l'indication  du  niveau.  Puis  on  achève 
l’autre  moitié  de  la  correction  en  faisant  marcher  le  niveau  lui— 
même,  par  ses  vis  de  rappel , jusqu’à  ce  qu’il  se  trouve  ainsi  ra- 
mené au  point  d’égalité  où  on  l’avait  place  d'abord.  Mais  comme 
on  n’est  jamais  assuré  d’avoir  fait  la  hissection  exactement,  on  re-"’ 
commence  l’opération  avec  le  niveau  ainsi  corrigé.  Si  le  retourne- 
mentdonne  encore  une  différence,  elle  est  incomparablement  moin- 
dre, et  en  peu  d’essais  on  parvient  enfin  à la  détruire. 

Alors,  la  colonne  CC  se  trouve  amenée  dans  un  plan  vertical, 
perpendicnlairc  à la  direction  du  rayon  CV.  Mais  cela  ne  suffit 
]>oinl  encore  pour  que  cette  colonne  soit  verticale,  car  elle  peut 
encore  pencher  vers  V'  ou  vers  V" : aussi , en  dirigeant  le  liutbe  dans 
chacun  de  ces  azimuts  successivement,  trouve-t-on  toujours  qu’il 
dévie  dan3  des  sens  opposés,  et  d’une  quantité  égale.  Ainsi,  en 
élevant  l’une  des  vis  et  abaissant  l’autre  de  quantités  égales  , on 
doitrétablir  la  verticalité  , et  trouver  le  niveau  exact  dans  tous  les 
sens  sans  qu’il  soit  nécessaire  d’y  toucher;  c’est,  en  effet,  ce  qui 
arrive.  Mais  rominc  on  n’opère  jamais  ce  partage  d’une  manière 
bien  exarte,  il  s’ensuit  que  le.  premier  rayon  CV'  né  conserve  pas 
tout  à fait  son  horizontalité  après  ces  opérations.  On  recommence 
donc  de  nouveau , en  partant  de  ce  rayon  , à rétablir  la  verticalité 
de  l’axe.  Mais  cette  fois  les  corrections  sont  incomparablement 
moindres,  et,  avec  un  peu  d’habitude,  on  parvient  à.  rendre  l’axe 
vertical  après  deux  on  trois  essais.  Alors  le  niveau  reste  horizon- 
tal , dans  quelque  azimut  que  l’on  dirige  le  limbe.  L’opération 
que  nom*  venons  de  décrite  se  fait-  ordinairement  avant  toutes  les 
autres  vérifications , parce  qu’elles  ne  sont  jamais  si  faciles  qiic 
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quand i'axe  est  vertical^  niais  pouvait,  coinnttoëtte  operation  n'est 
pas  de  nécessité  rigoureuse,  jefle  l’ai  pas  débité  d’abord,  f **  £ 
52#  Lorsque  tou  tes  .ces  vijjlic.il  ions  sont  faites  /Si  l’on  altaelie 
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niveau  peipendjfiplaire  an  limbe  dpivent  yoii^ei'ver  leur  horizon- 

* talité  sans  aucun  dèi,mgeinei^.£etteAkrnière  ycrififation  embrasse 
i * et  Ç0|t)6rmc  tonte*  leS’autres'M^ 

\ 350.  4 ne  reste  pins  qu’à  régler  l’axe  ôptiquesde  la  lunette.  Cela  * 

se  fait  au  pioven  de  la  lunette  d’éprenve,  comme  on  l'a  expliqué 
pour  le  mural , tome  ü,  pa|e  356-  Si  l’on  n’avait  pas  (Je  lunette 
* d’épreuve, ’bn  pourrait  y suppléer  au  moyen  du  cercle  a/.imutal 

* qui  sert  debase  à la  colonne  et  qui  est  ordinairement  dix  isiyomuu 

le. cercle  vertical;  Voici  en  quoi  le  procédé  consiste  : fhrigpz  la  . 
lunette  sur  un  point  très-éloigpé  et  situé  à.  l'horizon  ou  très-pris  f , " 
de  J’horizon  ; pour  cela  , une  différence  dè  dix  ou  douze  d^rés  * 
n’est  d’aucune  conséquence.  Lisez  sur  le  cercle  azimutal  le  nombre 
« de  degrés  et  minutes  auquel  répoiyl  l’index  dt^lu  rûjonne,  ou,  pour  t 
plus  d'ejtaçtitude , choisisse^  le  point  de  mirejie  manière  que  cet* 

*•  . index  réponde  à une  division  exacte,  tellement  que  L’oii  puisse  rt^ 

* pondre  .de  sa,  position  à très-peu  près.  L’feimut  étant  bien  lu  , • 
faites  tourner  la  colonne  d’une  demi-circonférence , en  sorte 
que  l’index  qui  répondait  d’abord  à l’azymU_A^,  réponde  itîàin-  '* 

■ tenant  « l'ammul  A -f-  200',  et  après  l’avoir  mis  bien  exacte- 


pres- 

votre 


ment  dans  cette  position,  lixea-le,  au  moyen  d^ sa  vis  de 
sioti , d’une  manière  invariable,  t Par  cette  Opération 
lujietto  S'est  retournée;  detachez-la  , ’et,  la  faisant  glisser  sur  le 
' limbe ^ ramenez-la  sur  le  point  de  mire  .précisément  comme  si* 
vous  vouliez  prendre  sa  distance  Su  zénith  dans  Sue  observation 

ptan  du  li 


’ ^ jiaiée.  Si  l’axe,optiqiie  de  laluneUe  est  pfrallète  au  plan  du»  limbe, 
vous  deyez  retrouver  le  point  de  mire  à l’intersectio^les  fils. 

te  a U plus^etite  inclinaison-,  comme  «fitis  le  ytour- 


dey 

Mais  si  cet  axe 


oeinenf  il  dtyrÿ  une  surface  coniqu*  autour  de  l'axe 
pendiculairé  au  limbé  , le  point  ije  mire  nê^iourraujii 
vor^jp  rintersectjqrfcalcs  fîls  : il  s en  ccSrtera  à jlroite  oi 


■ 'entrai  pef- 
us  styrelfiou- 
oicj  gmiclie. 


fl 
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Si  l'axe  optique  s'approche  réellement  du  limlic  <iu  côte  de  Uobjec- 
uif,‘1e  |%iint  «le  mire  paraîtra  s’euTloigner.  Au  contraire,  si  celte 
extrémité  de  l’axe  optique  s’éloigne  du  limbe , le  (Soint  d£  mire 
paraî(p* *tfcn  approcher,  pajpé  que  Tes  lunettes  re^ersen^  et, 
comme  le  plan  du  limbe  se  trouve 'toiiiours  datft  le  in^nio  vertical, 
l'écart  apparent  du  pointée  fftre  est  double  de  l’erreur  produite 
pas  l'inclinaison  de^axt  optique.  C’est  ce  que  montre  la  fî^.  83, 


O'O"  l’écart  de  l’obj«!t  O'  par  l’effet  de  l'inclinaison  de  1,’axe  opti- 
que .s u rie  plan  {luKmbe.  écart  double  3e  O'B  qui  représente 
l'effet  réeTtlecelta  inclinaison. 

Voulez-vous  mesurer  cgtte  erreur,  détachez  l’index  du  cerele 
a/.imutal',*de  manière  que  vous  puissiez  faire  tourner  la  colonne, 
es  ramenez  ensuite  l’intersection  des  fils  sur  le  point  de  mire  ; 
l'angle  parcouru  par  l’index  sur  le  cercle  aziuiutal  sera  égal  à 
l’angle  O" CO',  et,  par  conséquent,  double  de  l’erreur  O’CB,  en 
supposant  que  pdqctuviit  à l’horizon.  Si  cette  dernière  condition 
n'était  pas  remplie,  l'angle  parcouru  sud  le  cercle  azimutal'serait 
la  projectidn  horizontale  de  lpn^le  réel.  Si  j’ai  choisi  l’objet  à | 
l’horizon , c’est  afin  que  l'opération  donnai  tout  dev  suite  cette 
mesuîé.  1 # 

Méis , au  lieu  de  mesurer  l’erreur,  veut-on  la  corriger?  Il  n’y 
a qu’à  ramener  les  fils  du  micromètre  vers  le  point  de  mire,  et  les  1 

faire  ainsi  marier  jusqu'à  ce  que  l’on  ait  détroit  la  moitié  de 

* « 

l'écart. ‘Si  l’on  a fait  exactement  cette  bissection , l’axe  optique  sera 
devenu  parallèle  au  planduliinbe.  Mais  comme  on  n’est  jamais  sur 
'Vl’y  parvenir  dès  la  première  fois,  on  recommencé  la  vérification 
avec  cef  axe  optique  déjà  réglé, 'et,  eii  peu  d’essais , on  parvient  à 
obtenirde  parallélisme  avfcc  tout  le  degré  d’exactitude  nécessaire,, 
degré  que  le  calcul  détermine,  comme  on  le  verra  dans  les  notes 
que  nous  avorts  placées  ioi  (*J.  » 'i  * 


(•)*  Appn'r i(*n»  i’errear  pourraiCK  siiltix  d’un  defaut  tlr^arallfli»me 
de  l’ni£  optique.  Tour  cela  , concevons  un  rayon  visijét  twirfè  l’objet  ut> 

• ’ < t w * 


* 
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Je  saisis  cette,  occasion  de  fajjo^-einarqucr.encore^inc  fois  qui- * 
l'exactitude  <ie<  pücédés  tiÿtiunoniituiQi  est  tqujWttrs  fondée  sur 


c . »*- 

Tre  egalementje  plus  silr  moyen, 


et*»vr«e 
les  autres  sciences:,  offre 

(lirais  presqttejc  seul,  dfe  parvenir  à uaejjrancl^prCt^ion*" 

Au  tuo$?n  des  vérifications  «tue  nous  venons'  de"  degyjre,  le 
cercle  est  Complètement  réglé  , %t  on  petit  jinlmédwteftent  s’eiw 

k,.,.  ..a.:  c ai  ■ *-  * 


serve,  et  passant  pari  ave  opi 


t Étbituéi  rus%flu  * / 

a®*' 


avec  la 
paféntc' 


«er\i»  pour  les  observations.  Tontes  oies  vérification^  tfont  plus 
longue  à expliquer  qu’à  faire  , lorsqu’on  est  habitué  .à  l'tisajpfht  * 

ceroflP  _ 49 

V" 9 * er  * 4 1 

^ 

par fa  te  optiquo  do  lu  lunette.  L’angle  ddee  rayon 
verticale  sera  la  dislpnCr  vraie  au  zénith  ou  Z;  mais  la  distance  ajq 
Z',  (elle  qu'ôn  la  lira  sur  le  limlîr  , ne  séM  que  la  çrojection'de  la  précé- 
dents sur  leydaD  du  limbe  , a*  tno^en  d’un  arc  de  cercle  perpendiculaire  ^ 
son  plan.  *el  arc  mesurera  donc  rincUnêtson  de  l’axe  Optique  sur  le  plan  du 
limbe.  Soit  I cette  inrfingison  ; il  est  vtjible  que  le$,ang^ps  j,Z'  et  i'sont 
Iqp  trois  eûtes  d’un  triangle  spi^rique  rectangle,  dou(  V.  est  l'hypoténuse,  et 
par  «conséquent  dâus  lequel  on  aura,  comme  tout  & l’heure,  * 

^ 4 • • ' ’rt 

^ cos  7*^  cos  Z'  qos'I.  ~ ^ «•  t ' 

t.'etto  équation  est  absolument  de  mèmrf  forme  qilc  collègue  nous  aVone 
trouvée  pour  la  verticalité  du  limbe.  On  en  tirerîP'doiic  de  même,  par  >mif 
approximation  toujours  suffisante , 1 . , 

* Vu  • * *!  • *1  * -..f 


sin  { (Z— Z')  : 


sin*  J-J 


taiig  Z'  * 

V r V - ^ a*  .*•  » 

t ^ , - . r * A . • 

^ I.’erreur  provenant  de  l’axe  optiquo  est  encore  pins  petite  qup  eelle  qui  est 
4 due  au  défant  de  verticalité  du  limbe,  <Ju  moln|  ordiu^i  rement,  car  il  cs^ 
près-facile  d’éviter,  sur  l’Inclinaison  de  i’axq optiquq,  intimité  d’erreur,  et 
l’eflet  en  serait  inscqsible  surfes  distances  air  zénith  (lùl’nn  a coutume  d’ob- 
server avec  le  cercle  répétiteur.  On,  voit  que  net  «flèi  tend  aussi  h diminuer 
les  Distances  au  zénith  . puisque  la  distanaq/.’  lue  sur  le  limbé  i st  moindre 
que  là  distance  relie/ 

• • » ''  . ' ' g * 

. Si  l’on  avait  mal  pegle  IVc  optique,  ag  si  Ion  avait  observé  trop  loin  de 
eet  axe.  on  Jnqrrait  Joujo^rs , au  moyen  di^la  fqpm tilu  prcéilenu^  corder 
le»  observation*. 

a 

1 r 28. . w 


» 


Digitized  by  Google 


• # 


•» 


«M 


ÏMi 


« * . 

AST»(»OMt* 


f 331.  Il  me  reste  maintenant  à expliquer  comment , lorsqu'on 
observe  les  hauteurs  des  astres  au  cercla  répétiteur,  on  peut  éluder 
les  effets  du  mouvement  diurne,  et  opérer  absolument  comme  si 

» l’astre  était  immobile. 

» . : i 1 • 

D’abord  , en  faisant  tes  observations,  on  ne  peut  ordinairement 

a voir^gue  deux  objets;  de  trouver  l’heure  par  le  moyen  de  la 

hauteur  obaervéc , ou  de  trouver  la  hauteur  méridienne  de  l’astre. 

. • , , , ■,  ■ 
Examinons  successivement  ces  denx  cas.  >• 

. •.  . . • 

% ? Pour  avoir-l’heurc,  il  faut  déterminer  l’angle  horaire  par*ie 

• , moyen  de  la  hauteur  observée.  Il  est  donc  avantageux  d’observer 

, * loin  du  méndien,  parce  qu’alors  les  hauteurs  des  astres  varient 
- jduslxipidement  j’tandis  qu’en  approchant  du  méridien  , elles  de-  • 
\jenneut  presque  constantes,  et  une  très-petite  variation  dans  la 
hauteur  répond  à une  grande  différence  d’angle  horaire,  de  sorte 
« qu’une  erreur  fort  petite  sur  l’observation  de  la  hauteur  en  intro- 
duirait line  considérable  .sur  le  temps  absolu.  Le  calcul  fait  voir 
que  le  mouvement  en  hauteur  est  le  plus  rapide  lorsque  Vaztmut 
. est  de  ioo*.  Alors  l’astre  se  trouve  dans  le  plan  vertical  qui  contient 
les.pointsji’.gst  et  ouest , et  que  l’on  nottime  ordinairement  premier 
vertical.  C’est  dçnp  surtout  dans  cette  position  qu’il  est  avan- 
• ^ tagàiik  d’ofi&rver  Je$  distances  au  zénith,  pour  en  conclure  le 
femps.  biais  tous  les  astres  ne  peuvent  pas  satisfaire  à cette  con- 
dition , car  il  y en  a toujours  beaucoup  d’entre  eux  qui  ne  passent 
jamais  au  premier  vertical.  Heureusement  cette  condition  n’est  pas 
non  plus  rigoureusement  necessaire,  et  lorsque  les  circonstances 
ne  permettent  pas  de  s’y  astreindre,  ce  qui  arrive  fort  souvent , il 
faut  seulement  choisir  l'instant  de  l’observation  et  la  hauteur  de 
* l’astre,  de  manière  que  lesk  variations  de  la  hauteur  soient  assez 
rapides  pour  que  les  erreurs  inévitables  des  observations  n’y  soient 
pas  considérablement  agrandies,  quand  on  en  déduit- l'angle 
horaire.  Il  est  toujours  très-facile^de  déterminer,  pour  chaque 
**  , astre , les  limites  convenables , en  calculant  d’avance  les  petits 

changements  d’angle  horaire  qui  correspondent  à de  très-petites 
variations  de  hauteur.  En  général , on  sebt  qu’il  faudra,  autant  " 
qn^posüblé,  choisir  des  étoiles  situées  prèslle  l'équateur,  .tBn  que 
*c  . . 


V 
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Iwn  mouvement  diuiirc  soit  plus  i«q>uic,  et  éviter  les  étoilés  eii- 
euiujpolair^s , dont  le  iflouvement  est  troft  lent^*). 

532’.’  Supposons  donc  que  l’on  ait  eu  egard  à «>1,  précautions 
diverses':  on  observe  les  distances  de  l’astre  au  zénith  , çortime  on 
ferait  s’il  était  fixe*;  mais  à chaque  observation-^  soit  paire,  soit 

^ 

, (*)  Soient  A la distanco polaire  ilo  l’astre  que  l'on  observe,  P son  angle  ho- 
raire , Z sa  distance' zénithale,  D la  distanco  do  ^énith  ail  pâle  on  Je  com- 
plément de  In  latitude  du  lieu;  cela  posé,  dans  le  triangle  sphérique  fqrme 
parle*  trois  arcs  A.Zel’DT  ou  aura  l'angle  horaire  P,.  par  la  formule* 

• % * « r .• 

. _ COS  Z COB  A cos  D 

cos  P — : : — - -r-r; * 

. sinAsinD 

. * 

Supposons  qu'au  bout  de  quelques  minutes  Id’dislance  zénithale  devienne  Z-, 

et  l’angle  horaire  P',  S elDrestant  les  mêmes,  on  aura  encore 

• . * 

y',  ^ 

» 1.  cos  Z'— ods  A cos  D • 

cos  P'  = — . — : — ; . 

«a  < stn  A fin  1) 

* 

retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre,  on  a 

* . . 

cos  7j  — cos  Z 


cos  P'  — cos  P = 


sin  A sin  1>‘ 1 


ou,  en  .transformant  ces  expressions  , s 


,in  Î^P'-t-.P)  Sin  HP'  - P) 

* a -, 

Si  les  observations  sont  assez  rapprochées  pour  que  les  diiïérences  P'  — Pet 
Z'  — Z puissent  être  considérées  pomme  fort  petites,  on  pourra  substituer 
le  rapport  des  arcs  à celui  des  sinus , et  l’on  aura 


(Z'-Z)sinV(Z'-t-Z)  . 
Sin  J-  (P<  -t-P)  sin  A sin  D’ 


de  plus, si  l’on  néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  ces  pelilcs 
quantités,  on  pourra, dans  le  facteur  ^|^f~7^p-j,qiii  multiplie  déjà  Z'— Z 
dans  le  second  membre , supposer  Z = Z'  et  P = P',  ce  qui  donnera 

sin  Z 


P'  — P = (Z'  — Z) 


sinPsin  A sin  D 


Les  circonstances  les  plus  favorables  à la  détermination  de  l’angle  horaire 
sont  celles  qui  donnent  à P'  — P les  plus  petites  valeurs,  Z'  — Z restant 
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impaire,  on  xtote^exacteiiiept  l'Iienre , la  minute  , la  seconde  et,  la 
fractitfti  de  secondé  où  Mastre  .s’est  plaçait  .centre  des  fils.  Cha- 
(|iie^oiipli'  d'obsc&ations  *>xige  au  plustieux  minutes  , quelque- 
fois  une  seule,  selon  l'habileté  de  l’observateur.  De  temps  en  temps, 
à la  tin  d’une  observation  paire  ,,<>n  lit  sur  le  Ihnbe  l'arc  parcouru. 

33." . Lorsque  l’on  fai*  la  lecture  de»  arcs  , apres  chaque  couple 
d'obser.vatigns , leur  intervalle  étant  suppose  de  deux  minutes 
sexagésimales,  on  s’aperçoit  que,  dtyjs  l'intervalle  de  huit  ou  dix 
minutes  , les  liau|pui# observées  croissent  proportionDclIcment  au 
temps,  de  sorte  ipie  la  moyenne  des  hauteurs  correspond  exacte- 
ment à l'époque  moyenne , au  moins  quand  on  oî) serve  assez  loin 
du  méridien /conima  nous  l’avons  indiqué.  Ceci  bien  prouvé,  on 
se  dispense  de  lire  les  arcs. b la  lin  de  chaque  observation  paire,  ce 
qui  entraîne  des  longueurs.  On  lit  après  six  on  huit  observations  ; 
en  un  mot,  après  un  nombre  de  couples  qui  compnmncntihuit  ou 
dix  minutes  dé  temps  : on  nomme  cet  assciuLlage  une  série,  et  on 


le  même  , car.alors  une  petite  erreur  sur  Z influera  peu  sur  P.  Il  faut  donc, 

pour  l'exactitude,  que  le  coefficient- — *?n  ^ «oit  le  plus  petit pos- 
r sin  P iinAimU  t r r 

•ible;  et  comme, Relativement  b une  même  étoile  cl  à un  iqêmc  obser- 
vateur A et  U sont  constants,  la  condition  ne  porte  que  ■*  le  facléur 

"■"-p'Or,  dans  le  triangle  sphérique  formé  par  les  trois  arcs  Z,  A et  D,  ai 

, ....  ain  Z sirt*  A 

1 on  nomme  A 1 azimut  oppose  au  côte  A , on  aura  — — r;  = r r » el 

rr  r stn  P Sin  A 

comme  A est  constant,  on  voit  que  la  condition  imposée  sera  remplie,  lors- 

que sin  A sera  le  plus  grand  possible,  pour  l’astre  que  l’on  observe  ; par 
conséquent,  si  l’astre  peut, d'après  sa  position  , passer  au  premier  vertical, 
le  maximum  aura  lieu  quand  il  y parviendra , car  alors  l’azimut  A sera  égal 
& un  angle  droit.  , 

On  voit  aussi  que,  pour  la  même  étoile,  il  faut  éviter  les  angles  horaires 
trop  petits , qui  rendent  le  dénominateur  siu  P ou  sin  A une  très-petite  froc- 

, , , , , sin  Z sin  A 

tion  , et  par  conséquent  augmentent  la  valeur  du  rapport  ou  — — 

Quant  au  choix  h faire  entre  les  diverses  étoiles,  comme  toutes  ne  peuvent 
pas  passer  dans  le  premier  vertical , on  voit  qu'il  faut  éviter  celles  dont  la 
distance  polaire  A est  trop  petite,  et  s'attacher  à celles  pour  lesquelles  le 
sinus  de  celte  distance  est  le  plus  grand  possible  , ce  qui  a lieu  pour  les 
étoiles  situées  dans  le  plan  de  l'équateur,  où  A est  égal  à un  angle  droit. 
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lait  répondre  lVpo«me  moyenne  tles  obseivaliojft  à l’arc  moyen 
pftnibmu  sur  le  limbe.  Mais ^M’pn  prolongeait  une  même  série  plus 
longtemps  , ou  si  l’on  observait  très-près  du  méridien,  cette  mé- 
thode, serait  inexacte,  comme  l’expérimièh  et* le  calcul  Vfrcprdent 
«gaiement  ^ le  prouver  (*]? 

: ! «4-A , 

t * v 

(*)  Tout  cela  se  Toit  aisémeal  pat  la  formula  ** 

, V-  V-z^V-q*!-  p-,i" 

SID  Ci 

* % ‘ * 

que  nous  avons  Irouvécdans  la  note  précédepterCette  formate  spppâsc  que 

pPon  pari  d’une  ^première  vjfteur.de  P et  da^  pour  passer  à d’autres  extrê- 
mement voisines*  P'  et  VJ.  Elle  faitconriailro  le  changement  VJ — Z de  lu 
distance  au  zénith,  lorsque  l'on  connaît  (a  variation  P'— P de  l'angle  horaire, 
laquelle  peut  se  couclurô  du  temps  écoulé  entre  les  deux  observations.  Tant 
qâe  les  ditférencas  Z* — Z et  P' — P pourront  être  supposées  très-petites, 
ces  différences  seront  sensiblement  proportionnelles  entre  elles,  et  la 
• moyenne'  arithmétique  des  distances  zénithales  correspondra  à la  moyenne 
arithmétique  des  angles  horaires  ou  des  époques  des  observations.  Mais,  par 
cela  même,  on  conçoifque  cette  supposition  est  limitée  et*nc  peut  être  ad- 
• mise  que  pour  un  temps  ircs-court. 

Veut  -on  jugêr,  dans  chàVjueifas,  de  son  exactitude  et  de  lYlendue  que 
Pou  peut  lui  donner  sans  craindre  d'erreur  sensible?  Il  n'y  a qu'à  partir 
d'une  valeur  donnée  de  Z et  de  P,  par  exemple  , de  la  distance  moyenne  ob  • 
servéc  pendant  une  série,  et  de  4'angle  hprairc  moyen,  que  Pou  peut  en  con- 
clure, au  moyerfdu  tfiangle  sphérique,  pardn  formule  rigourcurffe 


cos  P = 


cos  Z — cos  A cos  1) 
sin  A sin  U 


Puis  on  supposera  duui  l'angle  horaire  un  changement  égal  h la  moitié  de 
Pintervalle  d'une  série,  par  exemple,  à 5'  de  temps  sexagésimal , si  les  sé- 
ries sont  de  io  minutes  , ce  qill , étant  réduit  en  arc,  fait  un  changement  do 
i°  i5*  sexagésimales  sur  P ; alors,  avec  la  nouvelle  valeur  P'  = P -+- 1°  i5',  on 
calculera  la  nouvelle  distance  VJ  par  la  formule  rigoureuse 


cos  P'  = 


cos  Z' — cos  A cos  D 
sin  A sin  D ’ 


on  aura  donc  aiusi  Z',  et  par  suite  Z'-Zf  on  pourra  donc  comparer  celle 
valeur  à colle  qui  résulte  de  la  formule  approchée 

• 7 ,D,  sfn  P sin  A sin  I) 

/*  — — [r  — fj  ■ . v. 

' sin  Z 

Si  êl les  s'accordent  à très  peu  près,  de  manière  qu'il  n'en  résulte  pour 
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554.  Ayant  atjisi  la  distance  moyenne  de  l'astre  au  zériith  et  l’è 

poqtte  moyenne  qui  y corrospourten  temps  de  la  pendule,  on  ré- 
soudra , avec  cette  distance,  le  triangle  6pl|ériquë  quidonne  l’angle 
horaire/ Cet  angle , héduit'cn  temps  sidéral , donnera  le  nombre  £ 
d’heures,  minutes  et  secondes  sidérales,  comprises entrel’époqtiedès 
observations  et  le  passage  de  l’astre  au  méridien.  Si  îans  ce  calcul  |, 
on  a soin  de  compter  les  angles  horaires  à partir  du  méridien  su-  ' 
périeur,  et  dans  le  sens  du  mouvement  diurne",  depuis  zéro  jus- 
qu’à la  circonférence  entière,  il  suffira  d’ajouter  l’angtc  horairè 
calculé  à l'ascension  droite  de  l’astre  rédujte  en  temps,  et  la  somme 
sera  l’angle  horaire  du  point  T de  l’équSteur  ou  l 'heure %déra!r , ' 

§ 18.  Ih^est  entendu  qu’avant  d’employer  la  distance  zénithale 
observée,  pour  calculer  l'angle horaire,  il  faut  la  corriger  de  la 
réfraction.  Quanta  la  distance  polaire  de  l’asft-e/qui  est  aussi  (m 
des  éléments  de  ce  calcul , 'on Ja  prend  dans  les  catalogué  astro- 
nomiques, par  exemple,  dans  la  Connaissance  ries  Tcntps  ; mais  * 
comme  ces  catalogues  ne  donnent  que  la  position  moyenne  de  l'astre, 
on  y fait  les  petites  corrections  relatives  à la  précession,  à l’aberra-  • 
lion  et  à la  nutation  , pour  la  convertir  en  position  apparente. 

558.  Si  l’astre  observé  est  le  soleil,  l’angle  horaire,  ainsi  observé 
et  compté  de  midi  ou  de  minuit,  donnera  l’heure  suaire.  Les  astro- 
nomes français,  se  conformant  à l’usage  établi  généralement  dans 
la  société  , comptent  ces  heures  à partir  du  méridien  inférieur  ou 
de  minuit,  et  ils  vont  ainsi,  sans  interruption,  de  o à ?-4  heures 
sexagésimales,  ou  de  o à îo, heures  décimales,  selon  qu’ils  em- 
ploient la  division  sexagésimale  ou  décimale  du  temps. 

1_ 

Z’— Z qu’une  différence  insensible , per  exemple  de  seconde , on  pourra, 
sans  scrupule,  employer  la  formule  approchée  dans  tout  l'intervalle  d'une 
série,  et,  par  conséquent,  regarder  la  distance  moyenne  sur  le  limbe,  comme 
correspondante  à l'époque  moyenne  des  observations.  Mais,  si  les  deux  va- 
leurs  de  Z' — Z s’écartent  tropl’unedc  l’autre  pour  que  l’on  puisse  négliger 
leur  différence,  on  en  conclura  que  l’on  a trop  proltmgé  les  séries , et,  par 
conséquent,  il  faudra  resserrer  leurs  limites.  Dans  ce  calcul,  il  faut  partir 
de  l’époque  moyenne,  comme  lapins  favorable,  parce  qu’étant  moins  éloi- 
gnée des  extrêmes,  elle  prolonge  moins  la  proportionnalité  des  angles  ho- 
raires et  des  hauteurs. 
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Comme  lé  disque  du  soleil  a un  diamètre  sensible,  on  ne  peut 
pas,  dans  les  observations  consécutives,  sabir  son  centra comiid 
pour  une  etoile  et  le  placer  sous  le  fil.  On  clude  la  difficulté  en 
mettant  une  fois  le  fil  sur  le  bord  supérieur  et  une  fois  sur  le  boni 
inférieur.  Par  ce  moÿên  ,*une  des  distances  est  trop  petite  de  tout 
le  demi-diâmètre  du  disque,  mais  la  suivante  est  trop  grande 
de  la  même  quantité}  et  comme  les  observations  au  cercle  ré- 
pétiteur se  font  toujours  en  nombre  pair,  il  s’ensuit  qu’il  s’opère 
toujours,  dans  chaque  série,  une'èxacte  compensation.  Le  mcqje 
artifice  s’appliquerait  si  l’on  observait  une  planèté,  ou'  même  la 
lune.  U est  presque  mutile  de  rappeler  que,  pour  observer  le  soleil, 
oit’ place  devant  l’oculaire  un  verre  noirci,  et  que,  pour  observer  t 
les  autres  astres  de  nuit  fil  faut  éclairer  les  fils  dujaiicromètre, 
excepté  pour  la  lune  dont  l’éclat  suffit  i^cet  effet*  ^ 

33tîj  Lorsqu’on  observe' des  étoiles,  il  est  souvent  difficile  et 
même  impossible  de  les  mettre  exactemerft  aiïcentae  des  fils,  comme 
on  devrait  le  f^iee,  pour  que  lcfirs  images  se  trouvassent  précisé- 
ment dans  l’axe  optique  de  la^unette.  La  difficulté  vient  de  ce  que 
les  fils  se  croisent  à ce  centre,  ce  qiti  accroît  lc^r  épaisseur  , ou  plus 
exactement  la  place  que  leur  image  occupe  dans  le  chafap  de  la  lu- 
nette. Alors,  quand  on  met  l’étoile  derrière  le  centre  des  fils,  il  arrive 
souvent  qu’elle  se  trouve  cachée  tout  entiére/et  que  l’on  ne  pour- 
rait pas  répondre  de.  fa  remettre  toujouts  exactement  au  rpème 
point  derrière  les  fils.  On  évite  cet  inconvénient  en  n’ôbservant  pas 
à la  croisée  même  des  fils^mais  à une  très-petite  distance,  suj  le 
fil  horizontal.  Mais  comme  , malgré  tout  le  soin  de  l’artiste  , il  est 
impossible  que  ce  fil  n’ait  pas  quelque  petite  inclinaison,  o’n  t:\che 
d’éluder  cet  effet  en  observant  toujours  au  même  point  du  IM  , ou 
au  moins  sur  des  points  très-peu  éloignés.  Pour  .cela,  si,  dfins  la 
première  observation,  la  lunette -étant  supposée  à droite  de  l'ob- 
servateur, on  a mis  l’étoile  un  peu  à droite  du  çentre  des  fils,*ce 
qui  la. met  réellement  un  peu  trop  près  di^limbê,  puisque  nos  lu- 
nettes renversent  on  la  plaeg,  ensuite  un  peu  à gauche  de  ce  cen- 
tre dan»; la  seconde  observation^  où  la  lunette  est  à gauche , ee  qui 
la  met  réellement  trop  prèsdu  limbe,  comme  la  première  fois.  Alors 
il  se  trouve  qu’on  a toujours  rapporté  l’astre  au  même  point  phy- 
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sique*lu  jjj,  ou  à iine^si  petite!® distance  , f|ut;  l'efCA  de™ f incli 
ii^son  du  lil^dane  n^ourt  intervalle, 

t V . . +*ê  . J à 


rts! 


n a presque  attcWie  influence 
leunobs^-vee.  4 ou  s’écarte  de  quelques  sg- 

irnitc  ou  à gauche  .de  Panoptique; 'mais  l’erreur  est 
UhA  à fait  insensible  , comme  on  peut  lé  prouver  parles  formules 
que  nous  avons  données  précédemment,  page  435,  pour  mesurer 
cet(e>eixpur.*  » ’ 

657.  I^a.inethode  que  nous  venons  d’exposer  est  cellè  des  KaÉ- 
teurs  absolues,  Elle  n’était  pas  praticable  avec* les  anciens  quarts 
d?cerq||îp>  qtiiue  donnaient  pas  les  distances  au  zénith  avec  assez 
d’exactitude,  à cause  des  erreurs  de  division  dont  ils  étaient  pres- 
que toujours  affectés.  On  recourait  donc  plus  ordinai  renient  -fia 
méthode  desJiauteurs  correspondantes, Hque  nous  avons  expliquée 
dafls  la  page346du  tonie  y.  Maintenant  celle  des  hauteurs  absolues 
est  la  phis  exacte  de  toutes,  grâce  à l’invention  du  cercle  répétiteur, 
qui  permet  de  mesurer  ces  hauteurs  avec  la  dernière  précision.  On 
peut  augmenter  encore  ses  avantdgeÿen  observant  plusieurs  séries 
d’jun'méme  astre , et  en  les  prenant  de  part  et  d’autre  du  méridien, 
ce  qui  évite  toutes  les  erreurs  d’ascension  droite  et  affaiblit  même 
celles  de  la-  réfraction.  Avec  tous  ces  soins,  j’ose  affirmer  que  le 
cercle  répétiteur  offre  le  moyen  le  plus  sûr  de  déterminer  le  tem^s, 
soit  absolu  , spit  relatif , et  je  ne  doute  point  qu’il  ne  l’emporte  à 
cet  jgard  même  sur  la  lunette  'méridienne. 

Potrr  compléter  ces  notions,  j’ai  placé , dans  les  notes,  deux 
exemples  de  calculs  du  temps  absolu,  par  les  hauteurs  d’une  étoile 
et  du  soleil.  La  pratique  de  ce  procédé  est  indispensable,  car  la 
détermination  du  temps  est  la  base  de  tout  ralcul  astronomique , 
et  les  moyens  de  l’obtenir  avec  rigueur  sont  si  faciles,  qu’on  ne 
serait  pas  exau sable  de  ne  pas  les  employer  dans  les  occasions  où 
cel.1  devient  nécessaire.  «f 

.638.  L’autre  genre  d'observations  que  l'on  peut  faire  avec  le 
cercle  répétiteur,  c’est  la  mesure  de  la  hauteur  ineridienjie  des 
astres.  Pou*  cela,  peu  d’instants  avant  que  l'astre  passe  au  méri- 
dien, or  commence  une  série  de.  distances  au  zénith  , -que  l’on 
continue  jusqu’.après  le  passage,  à une  distance  à peu  près  égale. 
La  distaqge  moyenne,  donnée  par  eette  série,  diffère  peu  de  la  dis- 
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lance  méridienne.  Cependant  elle  ne  lui  est  pas  tout  à tait  égale, 
puisque  celle-ci,  dans  les  passages  supérieurs,  est  la  “plus  petite, 
et  dans  les  inferieurs,  la  pluj  grande  de  celles  que  l’on  peut  obser-, 
ver.  tyais, en  marquant  avec  exactitude  l'heure,  la  minute,  la  se- 
conde et  la  fraction  de  seconde  où  chaque  observation  particulière 
a été  faite  , et  connaissant  d’ailleurs  fépooue  précise  du  passage  de 
l’astre  au  méridien  et  sa  distance  polaire , on  sait  calculer  la  cor- 
rection que  chaque  distance  nécessite.  Cette  correction  n’est  plus 
simplement  proportionnelle  aux  variations  de  l’angle  horaire,’ 
comme  dans  lès  hauteur»  observées  loin  du  méridien.  Elle  est,  pro- 
portionnelle au  carré  du  sinusde  la  moitié  de  l'angle  horaire.  Dans 
les  passages  supérieurs , elle  est  soustractive  des  distances  au 
zénith , parce  qu'alors  la  distance  méridienne  est  la  plus  petite  de 
toutesj  dans  les  passages  inférieurs  , elle  est  additive.  par  une  rai- 
son cotÿraire  Comme  l’arc  parcouru  sur  le  limbe  est  égal  à la 


(*)  On  a vu,  dans  la  note  de  la  page  437,  que  les  distances  successives 
d’un  astre  au  réq^tli,  et  les  angles  horaires  qui  y correspondent,  sont  liés 
entre  eux  par  la  relation  suivante  : 

sin  { (Z' Z)  sin  1 (Z'-  Z)  = fin  A sin  D sin-j  (P'-t-P)  sin  j (P'  - P). 

• V»  ’•  jp 

Supposons  que  Z représente  la  distance  méridienne,  et  Z'  onc 'distance ob- 
servee  très- près  du,  méridien,  en  sorte  que  Z*— , Z sait  un» trè^petite  quan- 
tité que  nous  nommerons  S , laquelle  sera  pqsitive  dans  les  passages  supé- 
rieurs où  Z' surpasse  Z,  et  négative  dans  les  passages  inférieurs  où  Z 
surpasse  Z'.  Supposons  encore  que  l’on  comptq  Ica  angles  horaires  jt  partir 
du  méridien  où  l’on  observe  le  passage;  l’angle  horaire  P,  correspondant  à 
la  distance  Z,  sera  rtul,  et  l'angle  horaire  P',  correspondant  & Z’,  sera  fort 
petit.  En  faisant  ces  substitutions  dans  la  relation  précédente,  pour  la  rendre 
applicable  aux  distances  méridiennes,  elle  deviendra 

sin  (Z-t- j<?)  sin  4 J = sin  A sin  D siu’^P', 


ou  , en  développât  le  premier  facteur,  * 

* 

• sinZ  sin  a -HucosZ  sin’j  0 =a sin  A sin  Dsi n*  J P'. 

s , 

La  valeur  exacte  de  sin  à peut  s'exprimer  en  une  série  convergente,  ordon- 
née suivant  ies  puissances  de  sin* -J- P';  mais  on  peut,  sans  aucun  calcul, 
obtenir  lo  premier  terme  de  ce  développement,  qui  suffit  presque  toujours. 
Car  , en  remarquant  que  sin  i et  sin}  J sont  des  fractions  très-petites  , on 
voit  que  le  carré  de  la  dernière,  ou  sin’^o  , sera  beaucoup  plus  petit  qui 
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somme  île  toutes  les  distances  observées , on  .y  applique  la  somme 
de  toutes  lés  corrections,  dans  le  sens  convenable ,-et  on  a autant 
de  fois  la  distance  moyenne  qu’il  y a, d’observations  dans  la'serie  ; 
de  sorte  que,  pour  trouver  cette  instance , il  sufiit  de  diviser  la 
somme  des  arcÿ  et  des  corrections  par  leur  nombre:  On,  ce  qui  re- 
vient au  mêrae,  on  prend  la  moyenne'  des  distances  observées,  pn  v 
applique  la  moyenne  de  toutes  les  corrections , et  on  a la  distance 

, 1 * — fs 

sino;  ainsi,  en  négligeant  ce  carré,  dans  une  première  approximation,  eu 
tliira  simplement 

, *■  - ♦ 

, , asin  S stn  D siri'fP'  • _ • 

. »jn  i = -, . — — • 

• Un  A i,  , 

. ' % . ; » • 
Oirpeut  encore  simplifier  cotte  expression,  ou  du  moins  en  rendre  le  cal- 
cul plus  commode*  éh  remarquant  que  Æ étant  pu  très-petit  arc,  op  peut, 
sans  -erreur  sensible,  supposer  la  proportion  6ln  t":  si nfc ::  ht:  9 y c'est- à- 

dire  que  l'on  peut  substituer  à sino1  l'expression  — sin  i",  alors  on  aura 


<y  = 


sin  A sii>  D î'csin,jP' 
sin  Z bin  i* 


C'est  ld  valeur ’de  la  correction  demandée,  qui  sc  trouve  ainsi  exprime*  en 
seconde#.  Gcmtnc  on  a , en  général,  Z'  — Z=t?,  on  aura  la  distance  méri- 
dienne Z = Z'— .0.  Pour  etgblir  la  continuité  entre  les  expressions  algébri- 
ques, il  faut  compter  la  distance  polaire  A en  allant  du  méridièn  supérieur 
au  méridien  inférieur^  depuis  o°  jusqu'à  la  circonférence  entière;  alors, 
dans  tous  le#  passages  supérieurs  , A sera  moindre  que  deux  angles  droits  , 
sin  A sera  positif,  et  la  correction  £,  par  le  seul  jeu  de  la  formule,  restera 
positive  et  par  conséquent  se  retranchera  des  distances  au  zénith  observées. 
Au  contraire,  dans  les  passages  au  méridien  inférieur,  A étant  plus  grand 
qua  deux  angles  droits,  sin  A deviendra  négatif,  $ changera  de  signa  et 
s'ajoutera  aux  distances  zénithales. 


Pour  appliquer  la  formule  précédente,  on  calcule  les  valeurs  du  facteur 
a"  sin**  P' 


sin  \m 


-,  correspondantes  aux  époques  des  observations,  on  en  fait  la 

somme,  et  on  la  divisé  parle  nombre  des  observations.  Puis  on  multiplie  ce  ré- 

. . , , sin  A sin  D .... 

sultat  par  le  facteur ; — ri — * qui  est  constant  pour  toutes  les  sortes  du 

stn  Z 

môme  astre,  ot  l'on  a la  correction  moyenne  qu'il  faut  appliquer  à la  dis- 
tante observée,  dans  le  sens  convenable , selon  ce  que  nous  avons  dit  plus 
haut.  Qn  trouvera  un  exemple  de  ce  calcul  dans  les  Notes. 
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■ tnérjalienine  felle  qu'on  l’aurait  observée  immédiatement.  Le  com- 
plémcrtt  de  cette  distance  e»t  la  Laideur  méridienne. 

339.  Ce  jfli>cédé  semble  impliquer  un  cercle  vicieux.  Car,  pour 
calculer  le^ corrections  dont  nous  venons  de  parler,  il  faut  déjà 
connaître  la  distance  polaire  de  l'astre,  sa  distance  méridienne  Z et  ‘ 
la  distance  D du  pôfe  au.' zénith.  Or,  c’est 'ordinairement  pour 
trouver  une  de  ces  choses  que  l’on  fait  les  observations  dont  nous 
parlons  ici.  Mais  on  remarquera  que  la  connaissance  exacte  deccs 
éléments  n’est  pas  du  tout  necessaire;  il  suffit  dé  leur  valeur,  même 
grossièrement  approchée.  Car  les  erreurs  que  l’on  y peut  commet- 
tre sont  considérablement  atténuées , patce  que , dans  l’expression 
de  la  réduction  au  méridien , elles  se  trouvent  multipliées  par  le 
carré  du  sinus  de  la  "moitié  de  l’angle  horaire,  quantité  qui  est 
toujours  nno>Jraction  extrêmement  petite  tant  qu’on  ne  s$carte  pas 
, beaucoup  'du  méridien.  De  sorte  que  l’influence  de’ ces  erreurs  Itir* 
t la  valeur  delà  réduction  que  nous  nommerons  Mktevient  tout  à fait 
insensible.  C'est  pourquoi,  si  l’astre  observé  est  connu,  il  suffira 
de  prendre  sa  distance  polaire  dans  la  Connaissance  des  Temps  ou 
dans  les  cartes  célestes.  Et  si,  de  plus,  on  cbnnait  à peu  prés  la 
latitude  ou  la  distance  D du  pôle'  au  zénith , on  en  conclura  une1 
valeur  de  Z , c’est-à-dire  de  la  distaaœ..xnéridienne , suffisamment, 
approchée  pour  calculer  la  petite  réduction  5}  Mais  si  la  latitiltié 
.n’est  point  connue, 'mèmè  approximativement,  on  n’a'qu’à  em- 
ployer d’abord  pour  Z la  distance  moyenne  oltservéaTsans^uitre 
correction  que  celle  de  la  réfraction  ; avec  cette  valeur  et  celle* de 
la  distance  polaire  à , qui  est  supposée  connue ' bu  calrulcfau  ou 
la  distance  du *pêle  au  zénith.  Au  moyen  de  res’valehrs  approohées, 
on  obtiendra  celles  de  S ou  les  corrections  à*  faire  auX1  observa- 
tions pour  avoir  sa  vraie  distance  méridienne  ; £t  recjjTmnençant  le 
calcul  avec  celle  distance  corrigée,  on  en  tirera  une  valeur  de 
plié;  exacte.  Alors  ces  éléments  sgront  connus  avec  assez  de  préci- 
sion pour  qu’on  puisse  les  emploie  au  Calcul  définitif  de  la  réduc- 
tion au  méridien. 

-A  LrVénte,  nous  empruntons  encore  ici  des  Tables  la  distance 
polaire  de  l’astre.  Dans  l*etat  actuel  de  l’astronomie,  ccf  distances 
^ont  connues,  pour  les  |#incipale?  étoiles  ^avcc  mît  extrême  pr^- 
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cision.  Mais  si  l’astre  observé  était  inconnu,  il  faudrait  an  moins  ' 
supposer  que  l’on  connaît  la  latitifde  dti  lieu  où  l’ort  observe,  et  ^ 
par-conséquent  ,1a  distance  du  pôle  au  zénith.  Alors , avec  cette 
distance  et  la  valeur  observée  (le  Z , on  calculerait  approximati^e- 

pour  ii  voir  1“  ~ 
tilde,  4n  ma 

calcul,  comme  dans  le  cas  précèdent. 


r 7* y, 

tuent  la  valeur  de  A , ce  qui  suffirait  pour  avoir  lés  corrections  o >j 

et  par  suite  A et  A avec  phfs  d’exactitude,  an  moyen  d’un  second 


Enfin,  si  l’on  voulait  que  l’observateur  tirât  tout  de  ses  propres 
observations,  il  faudrait  d’abord  qu’il  déterminât  approximative- 
ment la  latitude  par  lçs  passages  supérieurs  et  inférieurs  des  étoiles 
circompolaifcs,  ce  qui  n’exige  point  la  connaissance  de  la  distance, 
polaire;  après  quoi  il  s’occuperait  des  autres  astres.  Telle  est  la 
marche  d’invention  que  nous  avons"  suivie  dans  l'arrangement  des 
précédents  chapitres’;  mais,  dans  l’application,  il  faut  profiter  de 
tout  ce  qui  est  déjà  connu.  A 

»»W  i»  • N, 

37iO.  Nous  avons  supposé  que  les  angles  horaires  correspon- 
dants à chaque  observation  sont  donnés  en  temps  par  l’horloge. 
Pour  cela,  il  faudrait  que  l’horloge  suivît  exactement  le  temps 
sidéral , si  c’est  une  étoile  qu’ouobserve;  Je  temps  solaire,  si  c’est 
le  soleil  ; et,  en  général,  que  sa  marche  fût  conforme  à celle  de  l’as- 
tre observé.  Il  est  presque  impossible^  qtie  vcettc  condition  soit 
remplie  à la  rigueur,  mais  elle  n’est  pas  indispensable;  il  suffit  que* 
le  mouvement  de  l’horloge  soif'bien  connu  , et  on  le  réduit  à ne 
qu’il  devrait  être,  au  moyen  du  calcul.  Si  ce  mouvement  s’ecarte 
peu  de  la  marche  de  l’astre,  il  n’en  résulte  qu’une  petite  correction, 
très-facile  à faire  sur  le  résultat  définitif  (*). 

II  est  presque  inutile  d’ajouter  que,  si  l’astre  observe  a un  dia- 


ïpresMon 


” (*)  La  réduction  au  méridien  a pour  èspr 

«t*  * * * t* 

Supposons ^n*>,  pendant  uiiç  rérolution  diurne  del'.iulre , Jjhorloge  man- 
que al1*  — r ct.St  ua  petit  nombre  d'oscillatiqmtPsoil  '1%  un  des  angles 
'idtaires  oBservéAn  1 hoslftne,  c’estSS-dire  le 

“ H « 


nombre  d’oscilla- 


Digitized  by  Google 


» »• 


*fqmpu.  4$  À ' 

„ - » F 

mètre  sensible,  il  Tant  mettre  alternativement  le  fil  én  contact  avec 
son  bord  supérieur  et  son  bord  inférieur.  Nons^ivons  déjà  indique 
cette  précaution  «Lins  l’article  53iî.  * . * ■ 

Mail , ce  qu’il  importe  beaucoup  plus  de  remarquer,  si  l’astre 

observe  avait  un  mouvement  propre  en  déclinaisonV'il  serait  ne- 

• 

lions  écoulées  entre  l’époque  do  l’uliscrvation  et  le  passade  de  l'astre  au  me-  * 

ridicnq<fi  est  visible  que  cet  angle  horaire,  converti  en  arc,  n'aura*pos  poïlr 
valeur  i5T',  comme  cela  devrait  être  si  l’horloge  et  l’asire  étaient  d’accord.  ^ 

Avant  de  faire  cette  eonvocsiQii,  le  nombreT'dora  être  modifié  dans  le  rapport  • 

de  la  nuirche  de  l’horioge  S celle  do  l’astre , c'est-à-dire  dans  le  rapport  de  ’ • * 

— ri  a4*1,  Ct  eu  multipliant  le  résultat  par  iS,  la  valeur  de  l’angle  ho-  * • 

- , 1 iJT'ai*1  fii.  "•  « * * 

raire  exprimée  an  arc  Reviendra  - ^ ou^  entréduieatil  tout  ert  se-,  • 

’r  ^ ; • %s*'  • A- 

— y Telle  serait  donc  la  valeur 


coudes  sexagésimales,  ^T' 

de  V qu’il  faudrait  employer  dans  le  calcul  3e  la  correction  de  soSte 

> 


8G|u 


qu’un  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  |5T ' —p'  et 


8G40O  - 


- — r , on  au- 

r 


rait  ja  « • 1 
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Mai»,  on  substituant  cotte  valeur  dans  l’expression  de  0 , oh  peut  profiter 
de  ce  que  r’  est  une  quantité  fort  petite  pour  la  simplifier  beaucoup)  en  effet, 
on  a 

' W ép  éf  V • a , W • 

sin-4  P',=  sin  ( | p’  + 4 p'r'  ) — s in \p'  cos  4 p'r' -h  cos  i ^'sin-fyi'r'. 

• ' P * - * 

En  élevant  cette  expression  au  carré,  bornons-nous  à la  première  puissance  * 
de  sin  \p'r',  et  négligeons  les  autres  comme  exprimant  des  fractions  trop 
petites , noua  aurons  *’  . r.  _ , A 

? , ' . , . , sin  p'  sin  nV  . 

. AinHP^sin’iAf-t f--^  Ç-  • » ™ . » ■ 

. — • U 

Le  second  terme  de  cette  valeur  étant  extrêmement  petit  à cause  de  la  pe-e 
titesse  des  arcs  p'  et  pY,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  lef* substituer 
ir'  p'  i ce  qui  revient  k mettre  u s i n } p*  au  lieu  de  sin  p', -'ut  ar'shi  Vy»'  a 

au  lieu  «le  sin  p'r'.  O11  obtient  alqrs  celui  cxpi%s»ion  fort  simple  » 


ce  qui.<for»«t: 


sin’lf';*  (yl-  Or'^siii’ \p' 


sin  é sin  D 


a D jj  -+-  a r^)  oP»fu,\p'J, 
sin  Z « ||n  1" 


Par  cet  artifice  , chaque  correction  , calculée  d'après  l'angle  horaire  vrai , 

* s ? • • 
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cffiSaire  d’y  avilir  egajd  jdcar  la  distance  méridienne  qui* se  déduit 
de  chaque*  observation  partielle  au  moyen  îles  réductions  précé- 
dentes, est  celle  qui  aurait  réellement  lieu  si  la  déclinaison  de  l’astre 
restait  toujours  la  oiéme^qa’à  l’époque  de  l’observation.  Si  cette 
déclinaison  varie,  la  distance  réduite  doit  différer  de  la  dislance 
Acridien  ne  véritable,  et  la  différence  doit  être  égale  an  change- 
ment dé  la  déclinaison,  depuis  l'époque  (le  l’observation  jusqua 
celle  du  passage  au  méridien.  C’est  pourquoi,  si  l’on  siqrposele 
mouvement  en  déclinaison  uniforme,  pendant  la  durée  de  la  série, 
il  faudra  calculer  proportionnellement  la  correction  de  chatte 
distance  réduite , 'en- raison  du  l’angle  horaire  qui  y,  correspond . 
. Ces  cor  récrions  seront  évidemment  de  signe  contraire  avant  et 
après  lé  paésage  ail  méridien , en  supposant , commet  cela  est  le  cas 
ordinaire,  que  le  changement  dalla  déclinaison  se  continue  dans 
le  même  sens  pendant,  toute  la  sério  ; car  alors,  si  ce  changement 
. augmente  les  distances  au  ténilh  il’ un- côte  du  méridien,  il  les  di- 
minuera de  l'autre  côté.  De  làirésulte "cette  règle  fort  simpld. 
Faites- sépat^ment  la  sommeilles  angles  horaires  observes  avant  et 
après  le  passage , ces  angles  étant  exprimés  en  •temps,  par  exemple 
en  minutes.  Retranche/,  ces  deux  sommes  l’une  dé  l'autre,  divisez 
leur  Hiflerence  par  le' nombre  des  observations,  et , multipliez  le 
résultat  par  de  mouvement  de  l’astre  en  déclinaison  pour  une 

trouve  dans  un  rapport  conatant  avec  celle  que  l’on  aurait  eu  Employant 
dana  le  calcul  l'angle  horaire  donné  immédiatement  par  l'horloge.  U en  ré- 
sulte seulement  un  terme  de  plus  dana  le  facteur  constant , commun  1 toutes 
les  réductions.  Ainsi,  quanti  l’horlogc/te  suivra  qu’é  peu  près  la  marcha  de 
l’astre  observé , on  effectuera  tous  les  calculs  comme  si  citera  suivait 

cidttemcntj"’on  détermidfcrà  les  valeurs  dti  facteur  a ) cqpime 

à l’ordinaire- et  on  aura  „soin  ensuite  de  tenir  compte  du  facteur  i + ir', 
dans  le  calcul  du  lheteur  constant.  Ou , si  l'oit  (put, lorsqu'on  anra  trouve  la 
correction  moyenne  de  toute  la  séjié,  telle  qu’elle' serait  si  la  pendule  suivait 
la  marche  de  l’astre,  on  lui  ajoutera  leftrôduit  de  cctW  correction  par  le 
nombre  abstrait  a r'.  11  est  clair  que  r serait  négatif,  si  l’horloge  avançait 
sur  Jjaslre  au  lieu  de  retarder,  comme  ou  l’a  supposé  ici.  Celte  approxima- 
tion serait  encore  parlai  légion»  suffisante,  quand  même  ou  observerait  le 
soleil  avec  une  horloge  réglée  sur  le  temps  sidéral,  ou  réciproquement. 
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minute  de  temps,  mouvement  qui  est  donne  par  les  tables  astro- 
nomiques. Le  produit  sera  la  correction  qu’il  faut  appliquer  à la 
distance  méridienne,  calculée  d’après  l’ensemble  de  la  série,  comme 
si  la  distance  polaire  était  constante. 

541.  Une  seule  série  de  ce  genre,  faite  sur  un  astre  dont  on 
connaît  la  distance  polaire  méridienne,  suffit  pour  déterminer  la 
latitude  du  lieu  où  l’on  observe  ; car  si  l’astre  passe  au  méridien 
du  côte  de  l'équateur , comme  dans  la  fig.  84,  en  retranchant  sa 
distance  méridienne  ZS  de  sa  distance  polaire  PS  , on  aura  la  dis- 
tance PZ  du  pôle  au  zénith.  Si , au  contraire,  l’astre  passe  au  mé- 
ridien du  côté  du  pôle  , comme  dans  la  fi  g.  85,  on  ajoutera,  dans 
les  passages  supérieurs,  la  distance  polaire  à la  distance  méridienne, 
dans  les  passages  inferieurs,  on  la  retranchera.  De  tonte  maqière, 
on  aura  la  distance  du  pôle  au  zénith , et  par  suite  la  latitude  qui 
en  est  le  complément.  Parmi  les  étoiles  que  l’on  petit  choisir  potth 
obtenir  ainsi  la  latitude,  la  polaire  est  la  préférable,  parce  que  c’est 
celle  pour  laquelle  les  réductions  au  méridien  sont  les  plus  |>etites. 
Cela  tient  à la  -petitesse  de  sa  distance  pofttire(*).  C’est  elle  aussi 
(pii  a été  la  plus  observée,  surtout  dans  ces  derniers  temps  ; par 
conséquent,  sa  distance  polaire  est  parfaitement  connue.  On  peut 
encore  employer  avec  sûreté  fi  de  la  petite  OurSe,  qui  a été  aussi 
beaucoup  observée  par  WM.  Méchain  et  Delambre. 

542.  Lorsque  l’on  veut  déterminer  une  latitude  aveu  une  pré- 
cision extrême,  par  exemple,  pour  la-mesure, d'une  méridienne 
ou  pour  le  tracé  d’une  grande  carte,  on  tâche  de.se  rendre  indé- 
I tendant  môme  de  la  distapcc  polaire.  Pour  cela , on  observe,  au 
cercle  répétiteur , les  deux  passage)  supérieurs 'et  inferieurs  d’une 
étoilé  circumpolaire  ,•  par  exemple  de  la  polaire  elle-même,  otf  de 
p de ,1a  petite.  Ourse.  On  réduit  ces  observations  au  méridien  avec 
les  valeurs  de  la  distance,  polaire,  les  plus  exactes  que  l’on  peut 
se  procurer  , et  on  tire  de  chacune  d'elles  nne  distance  du  pôle  au 


(*)  Cela  ae  voit  «ta  tuile  par  l'expression  du  o,  qui  contient* » >«i  numé- 
rateur, le  sinus  de  la  distance  polaire.  Quant  à l'étendue  dus  aoples  horaires, 
il  copvient  d’arrêter  la  série  lorsqu'unOerrcur  rlei"  en  temps,  juf  P*,  don- 
nerait une  erreur  tt’nne  seconde  rtc  itecré  sur  la  réduction  o.  * * 

* • • 
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zénith,  affectée  île  toute  l’erreur  qui  peut  avoir  été  commise  sur 
la  distance  polaire.  Mais  cette  erreur  agit  en  sens  contraire -sur  les 
résultats  des  deux  passages.  Elle  disparaît  donc  dans  leur  somme, 
qui  donne  ainsi  la  distance  du  pôle  au  zénith , et  se  double  dans 
leur  différence  qui  donne  l’erreur  de  la  distance  polaire.  Cette  com- 
pensation est  toute  pareille  à celle  qui  se  fait  dans  les  distances  mé- 
ridiennes du  soleil , lorsqu'on  observe  les  deux  bords  (*>). 

C’est  par  ce  procédé,  uni  aux  soins  de  l’exactitude  la  plus 


(*)  SoicntZ’la  moyenne  des  distances  nu  zénith  observéesdans  les  passages 
snpériciirs  ; Z"  cette  moyenne  pour  les  passages  inférieurs;  1)  la  vraie  dis- 
tance du  pôle  an  zertith , et  h la  distance  polaire  véritable  : en  calculant 
avec  ces  valeurs  , que  nous  supposons  exactes,  on  trouverait 

Dans  les  passagés  supérieurs  O = Z’  -f-  A, 
llnns  les  passages  inférieurs  D = Z" — A; 


et  rcs  deux  valeurs  de  D s'accorderaient  ensemble.  Mais  si,  au  lieu  de  A,  on 
emploie  AH-  c,  e étant  l’erreur  de  la  distance  polaire,  on  trouvera  néces- 
sairement des  valeurs  do  D,  qui  ne  s'accorderont  plus, cl  en  les  nommant 
II’,!)",  on  aura  , ■ , « 


Dans  les  passages  supérieurs  D'  = Z'  -+-  A -t-_  e , 

Dans  lés  passages  inférieurs  D”  = Z" — A — e; 
ou  , en  mettant  pour  Z*  -t-  A et  Z"  — A , leur  Valeur  commune  U , 

I)'  = IJ-t-  e,  D*  = D — r , « * . 

# 

d’où  l’on  lire,  par  addition  et  soustraction', 

* D'H-  b'*  , D -D” 

D = — - cz=  — 

3 .2 

. • . » 

Ainsi,  quoique  l’on  ait  opéré  avec  une  distance  polaire  inexacte  , la  demi- 
soinme  deS  distances  zénithales  obtenues  par  l’observation  des  doux  pas- 
sages donne  la  vraie  distance  du  pôle  nu  zénith,  et  leur  demi-dlffércucc 
fait  connaître  l'erreur  do  la  distance  polaire.  L’erreur  e influe,  à la  vérité, 
sur  le  coefficient  constant  qui  entre  dans  Pcxpression  de  la  réduction  au 
méridien,  mais  cëlte  influence  est  considérablement  affaiblie  par  la  frac- 
tion ain*^',  ainsi  que  nous  l’avons  déji  remarqué.  Au  reste,  si  l’on  crai- 
gnait qu’elle  ne  fût  sensible,  on  n’aurait  qu’i  calculés  de  'nouveau  les 
réductions  au  méridien  avec  les  distances  D,  corrigées  par  la  compa- 
raison des  passages  supérieur»  et  inférieurs;  ce  qui  donnerait  ensuite  une 
nouvelle  valènr  de  D,  encore  plus  exactoquo  la  première.  Mais, dans  l’état 
actuel  des  eatafogues  astronomiques,  on  n’aura  jamais  besoin  de  recourir  h 

cette  ^seconde  approximation.  ‘ « ' ’’  « 
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scrupuleuse,  que  l’on  a déterminé  la  latitude  de  Paris* * et  celle  de 
plusieurs  points  situés  sur  Tare  du  méridien,  compris  entre  les 
parallèles  de  Formentera  et  dè  Dunkerque  : c’ést,  par  conséquent, 
ainsi  qu’ont  été  faites  les  observations  de  WM.  Wéchdin  elDelam- 
bre,  rapportées  dans  le  tableau  de  la  page  387,  tome  II. 

545.  Le  cercle  répétiteur  n’est  pas  seulement  utile  dans  les  ob- 
servations astronomiques,  il  sert  encore  dans  les  opérations  géo- 
désiques,et  dans  la  levée  des  plans , pour  mesurer  les  angles  de 
position  compris  entre  les  objets.  Afin  de  le  rendre  propre  à cet 
usage,  on  substitue  au  grand  "niveau  une  seconde  lunette , pareil- 
lement mobile  autour  du  centre  comme  la  première,  mais  placée 
de  l’autre  côté  du  limbe;  ondésengrène  celui-ci  et  on  l’amène  dans 
le  plan  des  deux  objets  dont  on  veut  mesurer  l’angle  : il  y a , pour 
cela,  des  vis  de  rappel  dans  tous  les  cercles.  Soient, _/?£.' 86,  S', 6" 
ces  deux  objets , et  C le  centre  du  cercle.  On  met  la  lunettè  supé- 
rieure' L'  sur  le  point  zéro  de  la  division  du  cercle  ; on  l’y  fixe , et 
sans  la  déranger,  on  fait  tourner  le  limbe  jusqu’à  ce  que  l£  point 
de  l’objet  S'  sur  lequel  on  vise,  se  trouve  au  centre  des  fils.  Puis 
on  dirige  l’autre  lunette,  la  lunette  inférieure  L",  sur  l’objet  à 
gauche,  qui  est  ici  S".  Alors  les  axes  optiques  des  deux  lunettes  com- 
prennent entre  eux  l’angle  S' CS",  qui  est  celui  desdëyx  objets.  Mais 
comme  le  point  A',  oit  répond  ht  seconde , n’est  pas, marqué  sur  le 
limbe  , on  ne  peut  pas  lire  cet  arc.  On  y supplée  en  le  doublant 
comme  onjfait  pour  éviter  la  lecture  du  fil-à-plombdans  les  obser- 
vations verticales.  Sans  toucher  aux  lunettes,  on  fait  tourriér'le 
limbe  de  manière  que  la  lunette  inferieure,  qui.se  trouvait  tout  à 
l’heure  dirigée  sur  l’objet  à gauche,  se  dirige  mainténànt  sur  l'objet 
à droite.  Alors  la  lunette  supérieure  prend  la  direction  CL',  fig.  87. 
On  la  détache,  l’autre  restant  fixe , et  on  la  ramène  Sur  f objet  a 
gauche,  ce  qni  lui  donne  la  position  CA"S",  Jîff.  88.  Dans  ce  mou- 
vement, il  est  évident  qu’elle  a décrit  un  angle  ACA",  préciscAient 
double  de  l’angle  compris  çntre  ces  deux  objets.  Ainsi ,.  en  lisant 
cet  arc,  indiqué  par  le  vernier  de  la  lunette  supérieUEP,  sa  moi- 
tié sera  l’angle  demandé  (*).  ’ 


* m 


(*)  Nous  supposas  ici  l.rilifision  clu  limbe  tracée  de  droite  n jifuçhe, 
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544.  Veirt-op  maintenant  l'angle  Quadruple?  Laissez  les  lunettes 
fixes,  et  faisant  tourner  le  limbe  , ramenez  par  ce  mouvement  la 
supérieure  spr  l’objet  à droite  S'  ; puis  détachez  l'inférieiircrët  ame- 
npz-îa  sur  l’objet  à gauche  S",  fi  g.  8g.  Alors  les  circonstances  re- 
deviennent absolument  lesmèrHes  que  dans  la  première  observation  : 
sculdnent  lp  point  de  départ  de  la  lunette  supérieure  sur  le  limbe 
n’est  plus  A , mais  A",  c’est-à-dire , l'extrémité  de  l’arc  double 
parcouru  dans  le  premier  couple  d'observations.  Ainsi , en  recom- 
Yncnçant  à opérer  de  la  meme  manjpre , on  ajoutera  un  nouvel  arc 
double  au  premier,  -et,  en  multipliant  les  observations,  on  aura 
tel  multiple  de  l’angle  que -l’on  vpudra.  Quand  on  croira  avoir 
a\^.“int,  par  la  répétition,  une  exactitude  suffisante,  on  lira  les 
vcrniçrs^et , en  divisant  l’arc. total  par  le  nombre  des  observations , 
on  aura  l’arc  simple,  Ce  procédé  possède  évidemment  tous  les  avan- 
tages que  nous  avons  remarqués  dan*  la  répétition,  pour  les  angles 
vert  ica  qx* 

542,  Voyons  maintenant  les  précautions  et  les  vérifications 
(|u'il.exige.  La  première  est  de  rendre  les  axes  optiques  des  deux 
lunettes  parallèles  au  plan  du  limite  : rien  n’est  plus  facile.  On  a 
vu  commcnt.il  faut  opérer  pour  la  lunette  supérieure;  quand 
celle-ci. est  réglée,  on  la  dirige  sur  un  objet  éloigné,  et  on  amène 
l’axe  optique  deT autre  sur  le  même  point.  Ces  axes  optiques  sont 
alors  parallèles  entre  eux  ; ils  sont  donc  tous  deux  parallèles  au 
pLip  du  limbe  puisque  l’un  d’eux  a été  préalablement  amené  dans 
cette  situation. 

54G.  Nous  avons  tacitement  supposé  que  la  direction  de  ces 
axes  passait  par  le  centre  de  l’instrument  ; cela  ne  saurait  avoir 
lieu  que  par  un  hasard  extraordinaire  ; il  y a même  des  cercles 


coibmedans  la  Jig.  Alors, en  opérant  comme  nous  venons  de  lo.dirr,  la 
Ipn^ttc  supérieure  CL'  marche  daris  le  scus  des  divisions.  Mais  si  le  cercle 
était  illvisé  de  gauflic  à droite,  l'arc  ainsi  parcouru  serait  le  supplément  h 
ÇriciS  de  celui  que  le  vornier  indiquerait.  1 lans  ce  cas,  il  sorait  un  peu  plus 
commode  de  diriger  fa  lunette  supérieure  surl'ohjct  4 gauche,  et  l’inférieure 
sur  d’objet  6 droite,  ce  qui  obligerait  ensuite  de  faire  tourner  le  cercle  de  L' 
’ eu  sens  conlrnirodc  ce  quêtions  avons  supposé.  Au  reste  , de  quel- 

qne  manière  quo,l’on  opère,  l’évaluation  des  arcs  n'd  aucune  difficulté. 
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dont  les  lunettes  sont  excentriques.  Cçtte  excentricité  doif  pro- 
duire un  effet  analogue  à l’erreur  de  collimation  aluns  le  mural 
cxaminons-en  l’influence. 

Supposons  d’abord  que  l’axe  bptique  de  la  lunette  supérieure 
passe  toujours  par  le  centre  du  limbe , en  sorte  que’  Uinfcrieure 
seule  soit  excentrique.  Ce  cas  est  celui  qui  se  présente  le  plus  fré- 
quemment. Tout  ce  que  nous  avons  à considérer,  c'est  l’étendue 
de  l’arc  AA' A",  parcouru  par  la  lunette  supérieure  sur  le  limbe  , 
fg.  88.  Ou  cet  arc  est  composé  de  deux  parties  : l’une  A'A^  est  tou- 
jours l’arc  compris  entre  les  deux  objets;  l’excentricité  de  la  lunette 
inférieure  n’y  a aucune  influence,  puisqu’il  est  intercepté  entre 
deux  positions  de  la  lunette  supérieure,  qui  n’est  point  excentrique. 
L’autre  portion  AA'  est  la* *quantité  dont  la  lunette  supérieure, 
d’abord  dirigée  sur  S',  a été  repoussée  à droite  par  la  rotation  du 
limbe.  L’arc  AA'  est  donc  égal  à l’arc  décrit  par  la  lunette  infé- 
rieure pour  aller  de  l’un  à l’autre  objet  : or,  si  celte  lunette  est 
excentrique,  le  recul  peut  fort,  bien  n’étve  pas  égal  à A" A'.’  Car 
soit , fi  g.  90,  CE  l’excentricité , qui  ne  variera  pas , puisqhe  la 
distance  de  la  lunette  et  de  son  axe  optique  au  centre  du  limbe  est 
constante.  Dans  la  première  observation , lorsque  la  lunette  infé- 
rieure est  dirigée  sur  l’objet  à gauche , la  direction  de  l’axe  optique 
sera  ES".  Dans  la  seconde  position,  lorsqu’ellu  passe  sur  l’objet  à 
droite,  la  direction  de  l’axe  optique  deviendra  E'S'*.  L’angle  décrit 
par  cet  axe  en  passant  de  l’un  à l’«utre  objet,  est  donc  égal  à 
S''C'S',  ou  à l’angle  au  centre  ECE',  puisque  l’excentricité  .CE,  CE', 
est  supposée  perpendiculaire  à la  direction  de  l’axe  optique.  Cet 
angle  ECE',  ou  S'C'S",  exprime  donc  aussi  le  recul  de  la  lunette  su- 
périeure, qui  a fait  le  rffême  mouvement.  Désignons  par  A l’angle 
cherché , c’est-à-dire  S"CS'  ; et  nommons  S',  S"  les  anglqs  enèS'  et 
en  S",  qui  sont  réellement  les  deux  parallaxe*  (*)  sous  lesquelles 

f ! y — ^ — ’ — * — — * — *; — Vr 

(*)  On  obtient  aisément  ces  parallaxes  quand  on  connaît  l'excentricité  (lu 
cercle  cl  la  distance  de  l'ôbjel;  cor,  en  nommant  c rcxccntricitfcjjC  et  I)  les 
distances  , îv,  S*  les  deux  angles  en  S' et  en  S",  on  a évidemment 


. sidS*=— -» 

* • G 


sin  S'=  1 


ou  , en  réduisant  les  sinus  en  secondes,  à cause  de  lu  |>clil06sc'dc&  angles 


Di 
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un  observateur  place  à l’un  ou  F autre  de  ces  points,  verrait 
l’excentricité.  Cela  posé,  on  aura  évidemment S”C'S'=S"BS'-r- S', 
puisque  l’angle  S'  BS'  est  extérieur  au  triangle  BC'S'.  On  aura  de 
meme  S"  BS'  — A + S",  et,  par  conséquent,  S"C'fi'*=  A -4-  S" — S': 
c’est-à-dire , que  l’angle  décrit  par  le  recul  de  la  lunette  supérieure 
est  égal  à l’angle  ides  deux  objets,  plus  la  différence  des  parallaxes. 
L’arc  total  décrit  par  cette  lunette  sur  le  limbe,  dans  son  retour 


à l’angle  précédent  plus  A , ou 

S"—  S'  „ . , 

à aA  -+-  S — S'  ; et  sa  moitié  A H , représente  1 arc  simple 

* 2 
- g// g/ 

lu  sur  le  limbe.  La  quantité  - — - — exprime  donc  ce  qu’il  faut  re- 
trancher de  cet  arc,  pour  avoir  l’angle  A compris  entre  les  deux 
objets  ; ou  ce  qui  revient  au  même , il  faut  à l’arc  mesuré  par  les 


vers  l’objet  à gauche , est  donc  égal 
. i 


g' g» 

verniers,  ajouter  la  correction , c'est-à-dire  la  moitié  de 

la  parallaxe  de  l’objet  à droite , moins  la  moitié  de  la  parallaxe  de 
l'objet  à gauche.  Nous  avons  supposé  l’excentricité  à gauche  de  la 
lunette  inférieure,  l’observateur  étant  placé  à l'oculaire  ; ce  serait 
le  contraire,  si  elle  était  à droite.  Il  faudrait  alors  ajouter  la  moitié 
de  la  parallaxe  de  l’objet  à gauche  , moins  la  moitié  de  la  parallaxe 
de  l’objet  à droite.  Il  y a des  cercles  oit  les  deux  lunettes  sont  ex- 
centriques, mais  ce  cas  est  fort  rare  :Ton  peut  voir  aisément 
qu’alors  la  correction  definitive  est  la  différence  de  celles  qu’exige 
chaque  excentricité.  Au  reste,  comme  l’excentricité  des  lunettes  et 


S'fct  S", 


G 8111 


S»  — l 

D tin  1" 


fit  la  correction  » ajoutera  l'angle  'observé  devient 

' « • ' * 

S'  — • -S'  ' . 1».*  l».e 

4 • * . . — _____ - — ^ ..  — . 

•2  2 D sin  if  * îG  sin  1"  # 

Elle  se  trouve  ainsi  exprimée  en  secondes.  Si  les  distances  des  deux  objets 
sont  égales,  D = G,  et  la  correction  est  nulle.  Il  est  visible  qu'il  mi  dira, 
dans  le  calcul  , de  connaître  D et  G à peu  près  et  môme  avec  une  très-gros- 
sière approximation. 
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le  limbe  du  cercle  lui-même  sont  toujours  fort  petits  par  rapport 
à la  distance  des  objets  dont  on  mesure  l'angle,  il  en  résulte  que 
les  parallaxes  S’  et  S"  sont  toujours  extrêmement  petites , et 
peuvent,  le  plus  souvent , être  négligées  (*). 

347.  Il  arrive  souvent  qu’ayant  à observer  d’un  point  C ,/îg.  91 , 
un  angle  S'CS",  compris  entre  deux  objets  éloignés,. on  ne  peut  pas 
se  placer  précisément  au  centre  C de  la  station,  mais  dans  quelque 
autre  point,  tel  que  C'  situé  à une  petite  distance  du  premier. 
Alors  l’angle  S"C'S',  observé  tierce  point , n’est  pas  le  même  que 
celui  qu’on  verrait  du  point  C , et  il  faut  y faire  une  petite  correc- 
tion pour  l’y  ramener  ; c’est  ce  que  l’on  nomme  lu  réduction  au 
centre. 

Ceci  est  encore  une  affaire  de  parallaxe.  Soient  C l’angle  demandé, 

C'  l’angle  observé,  S',. S"  les  parallaxes  des  deux  objets,  c’est-à- 
dire  les  angles  sous  lesquels  ils  voient  la  ligne  CC'  qui  joint  les 
deux  centres.  On  aura",  comme  tout  à l’heure , C'  = S"BS'  — S', 
parce  que  l’angle  S"BS'' est  extérieur  au  triangle  C’BS’.  On  aura  , • 
par  une  raison  semblable,  S"BS' = C 4- S" ; par  conséquent, 
C'=C-f-S" — S',  et  enfin  C = C'-f- S'— S".  D’où  l’on  voit  que, 
pour  avoir  l’angle  cherché  C , il  faut  ajouter  à l’angle  observé  • 
la  parallaxe  de  l’objet  à droite  , et  en  retrancher  la  parallaxe  de 
l’objetà  gauche.  Ces  parallaxes  sont  faciles  à évaluer  quand  on  con- 
naît la  distance  des  objets,  la  distance  des  centres  et.  les  angles' 
observés  du  point  C'  (**).  • ,~ 


(*)  Borda  a remarqué  que  l’effet  de  l’excentricité  est  nul  sur  la  somme  des 
trois  angles  d’un  triangle.  En  effet,  soient  A,  B,  C les  trois  nngles^n  allant 
de  droite  à gauche,  et  AB,  BC  , AC  les  trois  côtés  ; les  corrections  ducs,  à 
l'excentricité  seront 


f l'angle  A . . 

■ 

i l'angle  B . . . 
à l’angle  C«  . . 


\".c  _ t’.e 

2 AC  sin  t*  a AB  sin  1*  ’ 

l".e  __  i*-g 

a AB  sin  1"  a BC  sin  1"  ’ 

iVe ” i»:J 

a BC  sin  1"  a AC  sin  1"’ 


dont  la  somme  est  égala  à zéro.  < • 1 4 0 

(*")  Soit  toujours  l'angle  observé  S’CS^C’;  supposons  que  l’ou  observe 
aussi  l’angle  S”C'C  et  nommons-le  j.  Appelons  G *la  distance  CS*  de 
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ÔW.  Quand  on  a observe  les  angles  de  position  formés  entre 
les  objets  et  dans  leur  plan , il  faut  les  rédnire  à l’horizon.  Pour 
cela , on  redresse  le  limbe , on  le  remet  vertical , et  on  mesure  les 
distances  des  deux  objets  au  zénitb  ; avec  ces  distances  et  l'angle 
observé,  on  peut  trouver  la  réduction  à l’horizon,  comme  nous 
l’avons  enseigné  dans  les  pages  93  et  suivantes. 

349.  Enfin  , le  cercle  répétiteur  peut  encore  servir,  et  sert  en 
effet,  à trouver  l’arc  de  distance  de  deux  astres,  ou  la  distance 
angulaire  d’un  astre  à un  objet  fixe.  Le  procédé  est  absolument  le 
meme  que  pour  mesurer  les  angles  de  position  des  objets  terrestres 
dans  îles  plans  inclinés.  Seulement  si  l’un  des  objets,  ou  tous  les 
deux,  sont  mobiles,  il  faut  que  les  observateurs  fassent  continuelle- 
ment varier  l’inclinaison  du  plan  du  limbe  , de  manière  à lui  faire 
suivre  toujours  les  deux  objets.  Chaque  fois  que  la  lunette  est 
pointée  sur  l’astre,  on  note  exactement  l'heure,  la  minute,  la  se- 
conde et  la  fractiondc  seconde,  comme  dans  les  autres  observations 
célestes.  En  bornant  les  séries  à un  petit  nombre  de  minutes,  on  peut 
regarder  la  distance  moyenne  comme  correspondante  à l'époque 
moyenne  des  observations  ; car  nous  avons  vu  qu’à  de  grandes 


l'objet  4 gauche  au  centro  de  la  atation  ; et  D la  distance  CS’ de  l'objet  4 
droite  ; enfin  nommons  c"  la  distance  CC’  des  deux  centres.  Les  triangles 
. S’ C’  C , S"  C’  C donneront 


. #sin(C'-r-/) 

sm  S’  = n 


d’où  l’on  tire,  en  substituant  les  arcs  aux  sinus , * • 

_ s»  _ ° *in  ((:'  -1-  ■*)  ■"  ° *ln> 

IJ  sim"  ♦ Gains»’ 

C'est  la  correction  qu'il  faut  ajouter  h l'angle  observé  : si  le  second  terme 
* l'emporte  sur  le  premier,  clic  sora  négative,  et  alors  il  faudra  la  retran- 
cher. Ce  s deux  termes  étant  ordinairement  fort  petits,  il  suflit  de  con- 
« naître  G,  D,  et  l'angle  y approximativement.  Pour  avoir  l'angle  .r,  on  met- 
tra la  lunette  supérieure  sur  zéro,  et  on  la  dirigera  sur  S",  l'infcricurc  étant 
su$.S';  alors  celle-ci  restânt  fixe*  on  détachera  la  première  et  on  la  dirigera 
à vue  vers  le  centro  C,  puis  on  lira  l'arc  sur  le  limbe \ co  sera  la  mesure  de 
Tangle^,  suffisamment  approchée. 
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distances  du  méridien , le  mouvement  de  l'astre  est  sensiblement 
unifSrme  dans  lin  petit  intervalle  de  temps. 

5S0.  Cette  operation , qui  exige  beaucoup  d’habileté  et  d’exac- 
titude, sert  à trouver  les  azimuts  des  objets  terrestres,  par 
exemple  ceux  des  signaux  pour  orienter  une  méridienne  ou  une 
carte.  La  distance  du  signal  au  zénith  étant  constante , peut  être 
facilement  observée  : celle  de  l’astre  peut  se  calculer  d’après  le 
temps  de  l’observation.  Avec  ces  données  et  l’arc  de  distance  , on 
forme  un  triangle  sphérique  où  les  trois  côtés  sont  connus.  On 
peut  donc  aisément  trouver  l’angle  opposé  h l’arc  de  distance; 
c’est  la  différence  des  azimuts.  On  connaît  d’ailleurs  l'azimut  de 
l’astre,  d’après  le  temps  de  l’observation,  et  d’après  l’heure  de 
son  passage  au  méridien.  On  connaîtra  donc  l’azimut  absolu  de 
l’objet.  Il  faut  remarquer  que,  dans  le  calcul , on  doit  employer  les 
distances  apparentes  au  zénith  , affectées  de  la  réfraction , puisque 
l’arc  observé  est  pris  entre  ces  distances  apparentes.  Il  est  clair" que 
l’azimut  absolu,  et  les  différences  d’azimut  restent  les  mêmes 
malgré  le  changement  des  hauteurs,  puisque  la  réfraction  élève 
les  arcs  dans  les  verticaux  où  ils  se  trouvent.  On  fait  commodé- 
ment ces  observations  sur  le  soleil.  Généralement  l'instant  le  plus 
favorable  est  celui  où  l’angle  horaire  de  l’astre  est  égal  à 100*,  ce 
qui  répond  à six  heures  sexagésimales  avant  ou  après  le  passage 
au  méridien.  Alors,  en  effet,  l’astre  est  parvenu  à son  plus  grand 
écart  de  ce  plan.  Il  cesse  de  s’en  éloigner  pour  y revenir  ensuite  en 
décrivant  l’autre  portion  de  son  cercle.diurne,  ce  qui  fait  que, 
dans  les  observations  voisines  de  cette  époque , l’azimut  varie  fort 
peu.  D’un  autre  côté,  il  faut  éviter  d’observer  trop  près  de 
l'horizon , lorsque  l’astre  -entre  dans  des  couches  où  l’on  peut 
craindre  des  réfractions  extraordinaires.  Car  alors  sa  distance  au 
zénith,  qu'il  faut  calculer  d’après  l’observation  du  temps,  pourrait 
• être  fort  inexacte.  On  évite  cet  inconvénient  en  employant  la  Po- 
laire, au  lieu  du  soleil.  Alors  il  f^ut  avoir  un  signal  de  feu  qui 
puisse  être  aperçu  la  nuit  aCn  de  pouvoir  observer  sa  distance  an- 
gulaire à l’étoile.  Pour  cet  objet  rien  n’est  pins  avantageux  que  les 
lampes  à courant  d’qir  munies  de  réflecteurs.  On. prend  ensuite  à 
loisir  l'angle  que  ce  signal  forme  avec  l’objet  terrestre  dont  on  veut 
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déterminer  l'azimut.  L'instant  lu  pins  favorable  .pour  l’observa- 
tion de  l'arc  de  distance,  est  celui  où  l’étoile  se  trouve  dans  la 
partie  de  son  cercle  qui  est  la  moins  éloignée  du  signal, ‘parce 
qu’alors  la  distance  étant  la  plus  courte  possible , éprouve  de  très- 
petites  variations.  La  position  la  plus  favorable  pour  placer  le 
signal  est  à 100*  du  méridien  de  l'observateur,  parce  qu’alors 
l'époque  des  observations  approche  le  plus  possible  du  cercle  de 
six  heures.  Cette  méthode  a été  employée  avec  succès  en  Angle- 
terre, et  depuis  par  Méchain  en  Espagne. 

Comme  cette  opération  peut  être  fréquemment  utile , nous  allons 
développer  le  petit  calcul  qu’elle  suppose.  Nous  ferons  d’abord 
abstraction  de  la  réfraction  ; nous  verrons  ensuite  comment  on 
peut  y avoir  égard. 

Soient,  fig.  92,  O l’observateur,  Z le  zénith,  P le  pôle,  S S* S"  le 
parallèle  que  l'étoile  décrit;  soit  R le  signal  de  feu  dont  on  veut 
avoir  l’azimnt,  représenté  par  l’angle  RZP.  Pour  cela  , nous  avons 
dit  qu’il  sufGt  de  trouver  la  distance  RP  du, signal  au  pôle  : en 
effet , les  arcs  ZP,  ZR , distances  du  pôle  et  du  signal  au  zénith , 
sont  donnés  par  l’observation.  Si  de  plus  on  parvient  à mesurer 
l’arc  RP,  alors  dans  le  triangle  sphérique  RPZ , on'  connaîtra  les 
trois  côtés;  on  pourra  donc  aisément  calculer  l’angle  RZP,  ou 
l’azimut  du  signal. 

Pour  trouver  RP,  il  suffirait  de  connaître  l’instant  où  'l’astre 
passe  au  point  S ; car  alors  on  mesurerait  RS  avec  le  cercle  ; on  y 
ajouteraitSP,  distance  polaire  de  l’étoile , et  l'on  aurait  RP.  11  n’est 
pas  même  indispensablement  nécessaire  de  connaître  l’instant  du 
passage  en  S avec  la  dernière  précision;  car  l’arc  RS  étant  per- 
pendiculaire en  S à l’arc  que  l’étoile  décrit,  les  variations  de  sa  lon- 
gueur, de  part  et  d’autre  de  ce  point,  sont  nécessairement  fort  pe- 
tites. Or,  l’époque  approchée  du  passage  peut  se  trouver  de  bien 
des  manières.  Parexcmple,commeon  est  supposé  ccutnaitreliieure,* 
on  sait  à quel  instant  l’étoile  jtasse  au  méridien  de  l’observateur  : 
à cet  instant,  mettez  le  limbe  du  cercle  vertical*,  dirigez  la  lunette 
sur  l’étoile , et  lisez  sur  le  écrcle  azimut, -il  le  pyint  de  la  division 
auquel  répond  Pindex  : puis  donnant  au  cercle  un  mouyement  azi- 
mut»! , amenez  le  limbe  dans  le  vertical  du  signal  ; placez  celui-ci 
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au  centre  des  fils,  et  lisez  de  nouveau , sur  le  cercle  aziiruital , le 
point  où  répond  l'index.  L’arc  parcouru  sur  le  cercle  sera  évidem- 
ment l’azimnt  du  signal , ou  l’angle  RZP.  Alors,  dans  le  triangle 
sphérique  RPZ , vous  connaîtrez  deux  côtés  RZ  , VL  , et  l’angle 
compris;  vous  pourrez  donc  calculer  le  troisième  côté  RP,  distance 
du  réverbère  an  pôle  , et  l’angle  RPZ  , qui  sera  l’angle  horaire  de 
l’astre  à l'instant  de  son  passage  au  point  S.  Mais  vous  n’aurtv.  ainsi 
ces  quantités  que  d’une  manière  approchée , et  avec  le  degré  d’ap- 
proximation que  comporte  la  division  de  votre  cercle  azinmtal. 

Vous  pourriez  même  rectifier  ces  premières  données,  en  ame- 
nant le  limbe  dans  le  plan  du  signal  et  de  l’étoile,  un  peu  avant 
l’époque  où,  suivant  voire  premier  calcul , elle  doit  passer  par  le 
point  S.  Alors , dirigez  une  des  lunettes  sur  le  signal,  l’autre  sur 
l’étoile,  et  suivez  celle-ci  pendant  quelque. temps , précisément 
comme  si  vous  vouliez  mesurer  la  distance  RS  ; vous  ne  tardez  pas 
à reconnaître  l’instant  où  cette  distance  est’la  plus  petite,  et  vous 
connaîtrez  ainsi  l’époque  du  passage  au  point  S avec  assez  de 
précision.  m « t , ■ , 

Mais  voulez-vous  en  obtenir  encore  davantage  et  arriver  à une 
exactitude  indéfinie?  Appliquez  ici  le  principe  delà  répétition  des 
angles , précisément  comme  on  fait  pour  les  passages  au  méridien. 
Observez  au  cercle  les  distances  RS',, RS,  RS",  quelque  temps 
avant  et  après  l’époque  du  passage  an  point  S,  et  réduisez-les 
toutes,  par  le  calcul , à ce  qu’elles  seraient  si  elles  avaient  étéob- 
servécs  précisément  dans  ce.  même  point.  Cette  réduction  est  très- 
facile;  car  les  circonstances  sont  ici  absolument  les  mêmes  que  dans 
les  passages  d’étoiles  au  méridien  supérieur.  La  plus  courte  dis- 
tance RS reptrésente  la  distance  méridienne,  qui  est  la  plus  petite 
• de  toutes.  Les  autres  distances  RS',  RS",  représentent  les  distances 
zénithales  observées  très-près  de  la  première,  et  dont  l’écart  est 
mesure  parles  angles  horaires  SPS',  SPS".  Ainsi , les  mêmes  for- 
mules qui  ont  servi  pour  la  réduction  des  distances  méridiennes, 
serviront  encore  pour  les  azimuts^*).. 


(•)  Nommons  R la  distance  du'  signal  an  pftlc;  A la  distance  polaire  de 
l’etoile  , et  p son  angle  horaire  compte  à partir  de  l’époque  de  son  passage 
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Examinons  maintenant  les  modifications  que  la  réfraction  in- 
troduit dans  ces  résultats.  Sans  elle , les  position»  successives  de 
l’etoile  S',  S,  S"  formeraient  un  arc  de  cercle  dont  le  pôle  vrai  serait 
le  centre.  L’effet  de  la  réfraction  élève  l’étoile  d’une  quantité  dé- 
pendante de  sa  liauteur  sur  l'horizon,  et  qui , par  conséquent,  va- 
rie à chaque  instant , à mesure  que  la  hauteur  de  l’étoile  varie. 
L’orbite  apparente  S'SS"  n’est  donc  plus  circulaire;  mais  comme 
l’élévation  produite  par  la  réfraction  est  fort  petite,  la  forme  de 
l’orbite  est  aussi  très-peu  altérée.  Si  l’on  n’en  considère  qu’une 
portion  très-peu  étendue,  comme  cela  a lieu  dans  nos  observations 
de  distance,  l’effet  de  la  réfraction,  étant  à peu  près  constant  dans 
cet  intervalle,  ne  fait  qu’élever  cette  portion  del’orbito  sans  la  dé- 
former sensiblement , et  le  petit  arc  sur  lequel  on  opère  peut  encore 


* • * 1 a . t » 

en  S.  D’après  ces  données,  on  aura  la  plus  courte  distance  RS  = R — A. 
Ainsi  la  correction  qu’il  faut  faire  aux  distances  observées  hors  de  ce  méri- 
dien aura  pour  valeur 


sin  R sin  A a*  sin*  -{-  v m • 

~sin(R  — A).  sin  1"  l>4 


On  calculera  j les  valeurs  du  facteur  variable  - 


•in  sin*  J p 


pour  les  instants 


des  observations;  on  fora  la  somme  de  toutes  ces  valeurs, on  la  multipliera 

. - si»  R *in  A ...  . , . , 

par  lo  facteur  constant  — — = r»  et  en  divisant  lo  produit  par  le  nombre 

si  11  (II— » A) 

dos  arcs  observés,  on  mira  la  correction  0,  qu’il  faut  toujours  retrancher 
de  Ja  distance  moyenne  mesurée  sur  le  limbe-  On  nnrà  donc  ainsi  RS, 
et  par  suite;*  RS  -f-  A =s  R.  c'est-à-dire  la  distance  du  signal  au  pôle. 

On  voit  qu’ici,  comme  pour  les  distances  méridiennes,  il  sulfit.  de  con- 
naître R approximativement:  cependant,  si  la  valeur  do,  celte  quantité 
déduite  des  observations,  après  les  réductions  précédentes,  diRera il»  beau- 
coup de  colloque  l'on  a employée  dans  le  calcul  des  réductions,  on  so  ser- 
virait de  la  nouvelle  valeur  R pour  calculer  plus  exactement  la  valeur  de 
l’angle  horaire  SPZ,  qui  donne  rinslanidu  passage  de  l'étoile  nu  point  S. 
F.n  effet,  en  supposant  R connu,  les  trois  côtés  du  triangle  sphérique  ÎU’Z 
le  sont  pareillement;  et  Von  peut  calculer  un  quelconque  des  angles 
du  triangle.  Connaissant  ainsi  plus  exactement  la  distance  R et  l’époque 
du  passage  de  l’étoile  en  S,  on  recommencera  le  calcul  des  réductions  0 avec, 
les  cléments  corrigés.  Celle  fois,  la  valeur  que  Von  obtiendra  pour  US -H  A 
ou  R,  sera  fort  exacte,  et  pourra  èlro  regardée  compte  définitive. 
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être  considéré  comme  circulaire  : mais  le  centre  «le  cet  arc  n’est 
plns’le  pôle  vrai , comme  dans  le  cas  où  l’on  supposait  la  réfraction 
nulle*;  c’est  le  pôle  vrai  * élevé  par  la  réfraction  autant  que  l’étoile 
Test  réellement.  Ainsi,  pour  avoir  égard  à l’effet  de  la  réfraction 
dans  les  observations  d’azimut,  il  suffit  de  substituer  ce  pôle  fictif 
au  pôle  vrai  dans  les  formules , qui  d’ailleurs  restent  les  mêmes 
qu’auparavant  (*). 


(*)  Pour  mettra  ceci  on  évidence , cons  iderons  d’nboni  uno  position  quel- 
conque S'  <lq  l'étoile  sur  son  cercle,  abstraction  faite  «le  la  réfraction.  Soient 
alors  Z la  distance  vraie  de  l’astre  [at£*énith  ; D in  distance  du  zénith  nu 
pAle  rrai  : A la  distance  polaire  vraie  de  l’étoile,  et  A l’azimut  du  vertical 
«lans  lequel  «Ile  se  trouve , azimut  représenté  par  l’angle  lVS',fig.  93;  on 
aura  évidemment,  dans  le  triangle  spbtrique  l’ZS’, 

co»  A = «in  11  sin  Z cos  A -t-  cos  U cos  Z ; 

ou , cc.qoi  r«\  ierit  au  même, 

cos  $ = cos  (Z  — D)  — asin  D sin  Z sin’  ^ A. 

s 

Supposons  que,  par  l'effet  de  la  réfraction,  la, distance  zénithale  Z de  i é- 
loilo  devienne  Z'  s=  Z — r;  la  réfraction  r variera  si  peu  dan»  Tétctidue  de 
l’arc  observe,  qu’on  pourra  la  regarder  comme  constante,  car  son  cliangc- 
inenl  lofai , dans  tout  le  cercle  décrit  par  l’étoile,  depuis  le  passage  infé- 
rieur au  mériflièn  /jusqu’au  passage  Supérieur,  va  rarement  il  ro".  Élevons 
le  p«>lede  la  même  quantité,  en  sorte  que  sa  distance  au  zénith  deyienne 

D»  — H r,  Pt  rapportons  les  positions  apparentes  de  l’étoile  à ce  point 

considéré  comrao  fixe.  En  nommant  A' sa  distance  apparente  Al’cloilo , nous 
aurons  pareillement 

eos  A'==.co$  (Z'  — D'>— asinb'sln  Z'  siu’.i  A;  < 

maintenant,  la  nature  (le  mouvement  vrai  de  l’étoile  est  telle  «pu:  A reste  con- 
sla  me  ; il  s’agit  de  faire  voir  que , pendant  un  court  intervalle  de  to'mps , A’ 
peut  être  regardée  comme  constante ‘aussi.  Tour  cela,  je  retranché  les  deux 
valeurs  de  cos  A et  cos  A’  l’une  et  l’autre,  en  observant  que,  par  nos  sup- 
-,  positions,  Z'—  D’  = Z — IJ,  cl  l’on  a ainsi 

cos  A'  — cos  A = U (sin  D sin  Z — «in  D’  sin  Z')  sin1  j A , 

^ W 7 * ♦jnte  J ^*1 ' * 

ou,  c e qui  cil  In  mAmc  chose , 

cos  A'—  côfrA  *=  Qf(wn  Z— Z')  sin  D-PCsin  D — sioD')  sin  Z']  6in’ï  A; 

*•  * - n * ■’ 

nu  l»6u  «les  «JiWronces  de  sinus  et  «le  fostmts,  mettons  loues  valeurs  en 
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A defaut  de  cercle  répétiteur  , les  observations  d'azimut  peuvent 
se  faire  avec  beaucoup  de  promptitude  et  même  avectine  précision 
presque  toujours  suffisante,  par  le  moyen  du  sextant  de  réflexion 
(décrit  précédemment  dans  le  § ST  I) , instrument  qui  est  entre  les 
mains  de  tous  les  marins , et  qui  doit  être  entre  les  mains  de  tous 
les  voyageurs. 


I onctions  do  la  différence  des  arcs  , il  Tiendra 

»in  J(A-t-  A')  sip  1(4 — 4') 

= a sin-tr  [cos  * (Z  -t-Z'}sin  D -t-'cos  i(D-t-D')  sin  Z']  sin*  ± A. 

Tous  les  termes  do  aecond  membre  se  trouvant  multipliés  par  sin  J r sont 
très- petits  do  l'ordre  de  la  réfraction.  La  différence  4 — A’,  doa  deux  dis- 
tances, est  donc  aussi  très-potitedu  même  ordre.  En  se  bornant  à sa  pre- 
mière puissance,  on  peut  substituer  le  rapport  des  pctilsmrcs  $(A  — 4*)  et 
i /■  à celui  do  leurs  sinus,  on  pont,  de  plus  , supposer  A=A',  Z=Z',D=D', 
dans  tous  les  autres  termes  de  l’équation;  on  aura  alors 


a — <y  =2 


sin  (D- 


sin  A 


-Z)  • , 

— ' sin* 


Ça 


si  la  différence  A — A'  restait  constante,  comme  A oc  varit)  point*,  A'serait 
constante  aussi;  examinons  donc,  d’après  cette  formule,  à quoi  s’étend  la 
variabilité  de  A — A'. 

Tir,  on  voit  topt  de  suite  que  cette  variation  ne  peut  être  que 'fort  petite, 
ot  même  tout  à fait  négligeable , quand  l’arc  qui  comprend  les  observations 
est  très-petit.  Car  l’expression  de  A — A' ayant  pour  facteur  sin*  J A , et 
l’azimut  A dan»  lequel  on  peut  observer  la  Polaire,  étant  toujours  fort 
petit,  du  moins  dans  nos  climats  , la  valeur  de  A — A'  est  toujours  extrê- 
mement petite.  A Taris,  par  exemple,  elle  ne  s’élèverait  tout  au  plus  qu’à 
deux  secondes,  en  supposant  la  réfraction  d’iiQC  minute,  et  i angle  horaire 
de  six  heures,  cc  qui  donne  la. plus  grande  valeur  de  l'aximul  A-  On  peut 
donc,  sans  aucune  erreur,  négliger  les  variations  do  A' pendant  l’intervalle 
de»,  observations,  et  employer,  pour  A et  Z,  les  valeurs  qui  conviennent  à 
l’époque  moyenne  de  la  sério  ; d’autant  mieux  que  si  le  signal  est  placé  dans 
un  azimut  peu  différent  do  iooS,  l'azimut  A de  l'étoile  vnrio  très-peu  pen- 
dant la  durée  des  observations.  Ainsi,  avec  ccs  restrictions,  la  valeur  de 
A — A1  pourra  être  employée  comme  constante;  l'étoile  sera  censée  décrire 
encore  un  petit  arc  de  cercle  autour  du  pèle  fictif,  et  1o  rayon  de  oc  cercle 
sera  » » » A 


2r  sin  (Z  ■+■  D)  . , 
A'  = A — , - - ' tin* 


sin  A 

• a H»  « t , é “ 

La  diminution  de  ccravon  estl’effet  dn  rapprochement  des  verticaux  qui  lotis 

‘ » 
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5<>l.  Quoique  le  cercle  répétiteur  jouisse  de  tous  les  avantages 
que  nous  venons  de  lui  reconnaître , je  ne  dois  pas  cependant  dis- 
simuler que  quelques  défauts  d’execution  de  la  part  de  l’artiste 
pourraient  détruire  toute  son  exactitude  , et  cela  est  d’autant  plus 
important  à considérer,  que  les  défauts  dont  il  s’agit  sont  très-aises 
à reconnaître;  qu’il  est  très-facile,  lorsqu’on  en  est  prévenu  , d’é- 
luder leur  influence.;  et  qu’euiin , fante  de  ces  précautions,  on 
s’expose  à des  erreurs  graves.,  dont  rien  ne  petit  vous  avertir. 

D’après  ce  que  nous  avons  dit  au  commencement  de  ce  chapitre, 
sur  la  construction  du  cèrcle  répétiteur,  il  est  évident  qtie  les  seuls 
défauts  qu'où  ait  à y redouter  sont  cetrx  qui  peuvent  attaquer  le 
principe  de  la  répétition,  en  produisant  sur  chaque  observation 


concourent  nn  icnilff.  Car  l’orbltc  de  l’étoile  étant  toujours  comprise  entre 
les  mêmes  verticaux  extrêmes , tt  faut  uéoessairèment,  Si  ello  s'élève , que 
«on  ’rayon  diminue , et  dimîntio  d’uno  quantité  dépendante  de  l'nrlnint  A 
qui  mesure  l’écart  de  ces  verticaux.  On  vojt  donc  que  ces  formules , fondées 
sur  la  pçlitcsse  dé  l’angle  A,  cesseraient  d’être  exactes  si  le  pèle  vrai  était 
assez  élevé  sur  l’horizon  pour  que  l’ilimuï  A cessât  d’être  nn  très-petit  an- 
gle; mais  cela  ne  saurait  arriver  que  dans  dés  contrées  trop  voisines  du 
pèle  pour  qmvl'on  puisso  jamais  avoir  occasion  d’y  observer. 

Kn  résumant  ce. qui  précédé,  on  voit  que,  pqur  avoir  égard  à l’effet  <fc  fa 

«o T r-i efî nn  ilnrtc  lf>a  tibv.o  vâllnnc  il  - . . rr. « ...  . 


faut  employer^ pour  distance  polaire  do  Ùcloito,  U valeur  do  A’,  que  nous 
Venons  de  calculer.  . » 

' Arec  ocs  valeurs,  on  déterminera  l'instant  approché  du  passage  de  l’é- 
toile lu  point  S,Jig.  ga, ‘d’après  les  méthodes  d’esiai  que  nous  avon»  Indi- 
quée* ^ensuite  on  observera , par  la  répétition , Tes  dtslances  apparentes  US 
du  signal  à Pelade.  .On  calculera  le*  réductions  e',en  employant  les ‘va- 
lent* apparentes  R'  A'  ot  D',  ce  qui  donne 

^ sin  R'  tin  A'  V ein'j./>'  , ' . 

A"  k 

Les-angies  horaire»  p'  doivent  être  çhmptés  depuis  le  passbge  de  I efoilè  nu 
point  S situé  sur  le  grand  cercle  qui  joint  le  signaî  au  pille  fictif.  La  illsunar 
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une  erreur  constante.  En  effet,  une  pareille  erreur  s’accumulant 
avec  le  nombre  des  observations , et  n’étant  pas  susceptible  de 
compensation  , puisque  nous  supposons  toujours  à l'instrument 
une  forme  invariable , se  retrouverait  nécessairement  tout  entière 
dans  la  distance  moyenne  au  zénith,  qui,  sous  ce  rapport,  ne 
serait  pas  plus  exacte  qu’une  observation  unique. 

332.  De  ce  genre  sont  les  erreurs  dues  à l’inclinaison  de  l'axe 
optique  et  au  défaut  de  verticalité  du  plan  du  limbe.  Nous  avons 
donné  les  moyens  de  les  mesurer  et  de  les  détruire,1  ou  de  les  at- 
ténuer assez  pour  que  leur  influence  devienne  absolument  insen- 
sible. Mais  il  y a encore  dans  les  eercles  d’autres  causes  possibles 
d’erreurs  pareillement  constantes,  auxquelles  on  h’a  pas  pris  garde 
jusqu’à  present.  La  première  est  l’erreur  du  centrage.  Elle  a lieu 
si  la  lunette  supérieure,  en  tournant  autour  du  centre  du  limbe, 
peut  jouer  autour  de  l’axe  qui  la  porte.  Pour  concevoir  l’erreur 
qui  en  résulterait  sur  les  distances  au  zénith,  partons  de  la  pre- 
mière position  de  la  lunette  au  commencement  des  observations, 
laquelle  est  représentée  par  OCA,  fig.  g4*  Alors  l’anneau  MN, 
percé  au  centre  del’alidade  qui  porte  la  lunette,  est  descendu  par 
"son  poids  sur  l’axe  CM,  autour  duquel  la  lunette  tourne;  et  l'an- 
neau touche  l’axe  en  M ; à son  point  le  plus  élevé.  Les  choses  res- 
tent ainsi  dans  la  seconde  position  de  la  luèelle  après  le  retourne- 
ment -dû  cercle  , pour  passer  à l'observation  paire,  fig.  g5  et  96. 
Seulement  le  point  île  contact  de  l’anneau  est  passé  de  M en  N,  sur 
la  partie  opposée  de  sa  circorffercnce.  Par  conséquent  l'arc  AZA', 
parcourir  par  l’alidade  sur  le  limbe,  fig.  96,  est  plus  grand  que 
l’apgle  véritable  oC,a\  et  la  différence  est  "égale  à An  4-  AV  ou 
o.  An.  Mais  une  erreur  contraire,  et  plus  considérable  , a lieu  dans 
le  passage  de  la  seconde  observation  à la  troisième.  En  effet , è la 
lin  de  la  seconde  ; la  lunette  a la  position.Gi.CA',  fig.  gfî.  Dans  le 
retournement  du  cercle,  la  lunette  prend  la  direction  OCA ',fig.  97 . 
Elle  conserve  la  même  inclinaison  sur  l’horizon  ; le  point  de  con- 
tact N reste  le  même,  et  le  point  A'  aussi.  Mais  quand  bnsuite  Ort 
►fait  tourner  le  limbe  verticalement  autour  de  son  centre  C,  pour 
ramener  la  lunette  vers  l’astre,  pt  lui  donner  la  direction  OCA’,  de 
la/fe»98,  le  point  ile-eontart  rie  P9nne.nr  sur  Taxé  «entrai  ne  se 
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fait  plus  :yi  mémo  |mint.N.  la}  lunette  tombant  par^urt  , 
contact  revient  de  nouveau  du  côté  de  M,. dans  la  partie  opposqp 
de  sa  circonférence.-  CeWiouveinent.ilippjoehele  point  A'  du  point 
A,  par(,c  <ipe  Poculaiae  désigné  .par  O dans  la  figure,  est  üxé  au 
moyen  dt  sa  vis  de  pressioft.  La  lunette  tourne  donc  ainsi  autour 
du  'point  O comme  centré  ; l’objectif,  eb  tombant,  rétrograde  sur 
le  limbe  d’une  quantité  A'AV,,  quadruplé  de  A'o'  ; et  coirime  l'arc 
doubléconclu  du  premior  couple  d’observations  était  trop  grand 
de  2 An,  l’arc  quadruple  conclu  des  deux  couple*  consécutifs ft;st 
trop  petit  de  la  mcme.quantité.  II  est  clair  que  ce  même  eflçt  se 
reproduira  toujours  sur  chaque  couple  ; et  <pie,  pour  des  distances 
égales  an  zénith  , il  se  fera  toujours  dans  te  même  sens  , d£  la  même 
quantité,  puisque  l’anneau  de  l’alidade  et  l’axe  central  sont  tous 
deux  circulaires.  Voilé  donc  une  cause  qui  tendra  toujours  à dimi- 
nuer la  rtesure  des  distances  au  zénith.  Elle  est  d autant  plus  a 
redouter  , que  le  rayon  de  l’anneau  et  celui  de  l>a\o  sbnt  ordinai- 
rement fort  petits  , de  sorte  que  le  moindre  jeu  qui  peut  sé  trpuver 
entre  eux  s’agrandit  considérablement  en  se  reportant  sur  le  limbe. 
Il  est  donc  de  la  dernière  importance  que  la  juxta-position  de  ces 
detJJf  pièces  soit  observée  avec  un  soin  extrême , et  pour  cela  il 
faut  que  l’axe'd’acier.qui  porte  l’alidade  soit  prolongé  d’une  quan- 
tité suffisante,  pour  que  l’artiste  puisse  l’adapter  exactement  sur 
l’anneau.  Malheureusement,  il  paraît  qu’on  n’y  a pas  donné  jus- 
qu'ici assez  d’attention,  si  ce  n’est  dans  les  derniers  cercles  que 
L’on  a construits.  * , 

5lî3.  Un  autre  effet  absojumenj  semblable  se  produirai  la  vis 
de  gressipn  destinée  à fixer  l’alidade  par  la  pression  siptlé  limbe, 
n’a  pas  assez  de  serrage  pour  la  retenir  invariablement.  Car,  dans 
le  passage  dp  la  seconde  observation  à la  troisième,  ou  en  général 
d’uné  paire  à une  impaire , la  lunette  pourra  glisser  par  son  poids, 
en  vertu  du  jnowvement.que  l’on  donne  au  limhe^  et  alors  le 
point  A'  sé  déplacera  encoêe  dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  de  ma- 
nière à diminuer  ou  à augmenter  les  distances  au  écnirih.  Ce  dé- 
placement n’influera  que  dans  le  passage  des  observations  impaires 
aux  observations  paires,  où  la  fixité  de  la  lunette  sur  le  limbe  est 
de  riguenr.  • 

t.  ni.  3o 
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*384v<4Eylih , un  effet  du  meme  gétlW  pj-ocVlira»  ctiè  orc  si 

In  vis  de  rappel  qui  fait  mouvojr  la  lunette  sur  le  limbe  'a  le 
moindre  jeu  dans  sou  étroit  ou  dans  ses  collets.  Car,  sans  entrer 
ici  d^ps  des  détails  de  construction  trof>  minutieux  , ou  jteut  con- 
sidérer cette  vis  corrftn»  destinée  aussi  à retenir  la*  lunette  fixe 
dans'  le  passage  cfcs  observations  paires  ou  impaires.  Si  la  vis  bal- 
lotte dâns  son  écrou , la  lunette  qu’elle  corrauit  ponrra  prendre 
absolument  les  mfcnes  mouvements.  Or,  la  luQctU.-  se  renversant 
nuressaircment*dàji$  le  pasl&ge  des  observations' ^ilÿrcs  aux  im- 
paires, la»vis  de  rappel  , qui  fait  corps  avec  elle  < prend  aussi  des 
positions  opposées,  comme  on  le  voit  dans  les  Jig.  g(i  et  g8,0ù 
celle  vis  est  désignée  par  V.  Par  conséquent , si  elle  a du  jeud  ans 
l’écrou  qui  la  retient,  il  y aura  une  de  ces  deux  positions  oit  la  lu- 
nette ne  sera  plus  soutenue.  Ainsi,  elle  tournera  dans  le  sens 
où  la  pesanteur  l’entraine,  c’est-à-dire  que  le  point  A'  descendra 
si  le  bout  qui  porkü’objectif  est  plus  lourd  que  celui  qui  porte  l’o- 
culaire; dans  le  cas  contraire,  il  s’élèvera  : dans  le  premier  cas, 
la  distance  au  zénith,  donnée  par  le  premier  couple,  sera  dimi- 
nuée; dans  le  second  cas,  elle  sera  augmentée. 

3158.  En  vain  voudrait-on  prévenir  ces  erreurs  en  lisant  avec 
soin  les  verniers  dans  les  deux  positions  opposées  de  la  lunette  ; il 
faudrait  qu’elles  fussent  énormes  pour  qu’on  pût  ainsi  les  aperce- 
voir. Heureusement  on  peut  les  corriger  toutes  par  un  moyen  très- 
simple.  C’est  d’observer  des  distances  zénithales  d’étoiles  au  nord 
et  au  sud  du  zénith.  Car  si  le  cercle  nous  donne  des  distances  trop 
grandes  ou  trop  petites , la  somme  de  <es  distances  sera  aussi  trop 
grande  on  .trop  petite  d’une  quantité  double.  Or  celte  somme  n’est 
autre  chose  que  la  différence  des  distances  polaires  des  étoiles  ob- 
servées ; ainsi , en  prenant  ces  différences  dans  des  catalogues 
d’étoiles  bien  exacts, -on  verrait  si  le  cercle  a une  erreur  quelcon- 
que , et  dans  quel  sens  elle  se  trouve.  Malheureusement,  on  ne 
connaît  encore  parfaitement  que  les  distances  polaires  des  étoiles 
dont  on  |5eut  observer  les  deux  passages.  II  y a beaucoup  d’incer- 
titude sur  les  aqtres,  et  ce  serait  un  travail  des  pins  utiles  que  de 
déterminer  exactement  la  déclinaison  des  plus  brillantes,  au  moyen 
de  leurs  hauteurs  méridiennes,  observées  au  cercle  répétiteur  dans 
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un  lieu  tel  que  Paris,  dont  la  latitude  est  exactement  déterminée  par 
une  multitude  de  passages  d’étoiles  circumpolaires.  Toutefois,  sans 
attendre  l’exécution  d'pr.  pareil  travail,  on  peut -eneq/p  suppléer 
à la  connaissance  des  distances  polaires,  quand  on  n’a  pas  besoin 
d’une  latitude  absolue,  mais  seulement  de  la  .différence  de  lati- 
tude aux  deux  extrémités  de  l’arc  observé,  comme  cela  arrive  or- 
dinamement  dans  les  observations  géodésiques,  qui  sont  celles  où 
l’on  exige  le  plus  de  rigeur.  Il  suffit  alors  Je  répéter,  à ces  deux 
extrémités,  les  observations  de  distances  zénithales  des.  mêmes 
étoiles  au  nord  et  au  sud  du  zéntih.  On  fera  pour  chaque  station 
la  somme  de  ces  distances  opposées,  afin  d’avoir  les  mesures  des 
mêmes  arcs  célestes.  Si  l’on  y trouve  une  différence,  on  en  prendra 
la  moitié,  et  on  l’ajoutera  aux  distances  observées  dans  la  station 
où  la  somme  des  distances  a été  la  plus  petite.-  Par  ce  Inoycn , on 
réduira  le  cercle  à n’avoir  que  la  même  erreur  dans  Tes  deux  sta- 
tions, et  la  différence  des  latitudes  sera  exacte.  Mais  la  latitude 
absolue  pourra  être  en  erreur  de  toute  la  quantité  correspondante 
à l’erreur  absojue  du  cercle  (*). 


(*)  Soit  N la  distance  zénithale  vraie  d’une  étoile  située  au  11  or  et  il  u zénith 
dans  la  station  la  plus  boréale.  Soit  S la  distance  zénithale  vraie  d’une  étoile 
située  au  sud  et  observée  de  la  même  station.  Nommons  N',  S'  les  quantités 
analogues  pour  la  station  la  plus  australe.  Ce  seraient  16  les  quantités  que 
l’on  observerait  si  le  cercle  n’avait  aucune  erreur.  Alors  la  différence  des 
latitudes  serait  N'  — N ou  S — S'  ; et  l’arc  céleste  A =; N -+-S,  A'=  R'-t-S' 
serait  le  même  dans  les  doui  stations , de  sorte  que  l’on  trouverait  A=A\ 
Il  n’en  sera  plus  de  môme  si  le  cercle  a eu  l’erreur  constante  <•  dans  la  pre- 
mière station  , et  l’errour  r'  dans  la  seconde.  Car  alors  lés  distances  zéni-’ 
thaïes  observées  seront  N -+-  e , S -+-  e , N”  c'j  S'  -t-jc',  et.qtubd  on  -les 
combinera  pour  trouver  la  différence  des  latitudes',  on  auba  , par  les  étoiles 
boréales  , Ni'  — N -t-e'  — c;  par  les  étoiles  australes  S — S'  -t-r  — e'.  Les  er- 
reurs affectent  ces  résultats  eu  sens  contraire,  ainsi  elles  disparaîtront  en 

les  ajoutant  ; et  leur  demi-somme  — — ~-f-  ^ donnera  la  véritable  dif- 

férence des  latitudes  indépendamment  des  erreurs  constantes  de  chaque 
station.  * « ’ < , 

Mais  veut-on  évaluer  la  différènee  de  ceserteurs,  c’cst-à-cHre  la'qtia’nlité 
dont  l’erreur  couslaqle  du  cercle  a changé,  en  le  transportant  d’une  "sta- 
tion à l'autre.  Rien  n'esl  plus  faeile;  car,  en  faisant  dans  chaque  station  la 

3o. . 
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586.  11  me  paraît  évident  que  les  causes  d’erreur  dont  je  viens 
de  jjarly  ont  produit  les  petits  écarts  que  l’on  remarque  quelque* 
fQisyentreJes  latitudes  absolues  observées  au  même  point,  avec 
differents  cercles , ou  par  differents  observateurs , dont  les  résul- 

' ■ % # # * m 1 

tats  particuliers  s’accordent  entre  eux.  Les  observations  corres- 
pondantes au  nord  fl  au  sud  , auraient  corrigé  l’effet  de  ces  diffé- 
rences^ l’on  y eut  songé  plus  tôt;  il  semble  désormais  indispeifcablc 
de  les  employer  dans  des  observations  où  l’on  veut  atteindre  la 

dernière  exactitude. 

* « ' 

587.  Pour  compléter  ce  chapitre  , je-  crois  Utile  d’expliquer 
avep  exactitude  la  théorie  des  niveaux  à bulle  il’air(*),  instruments 
dont  l’application  est  extrêmement  fréquente  dans  l’astronomie  et 
dafis  la  physique  , mais  sur  lesquels  on  n’a  pas  généralement  des 
idées  très-précises.  On  appelle  communément  niveau  à bulle  d’air, 
un  tube  de  terre  fermé  par  les  deuxliouts,  et  rempli  en  partie  d’un 
liquide,  tfl  que  l’eau,  l’alcool  ou  l’éther.  L’espace  qui  n’est  point 
j*emp{i  par  la  liqueur,  est  occupé  par  l’air,  ou  au  moins  par  la 


Homme  de  distances  zénithales  pour  obtenir  l are  célcslb»  on  aura 


dans  la  première  A=N-f-S-t-ae,  9 * 

dans  la  seconde  A'  = N'-t-S'-f-ae' ; 

. * J t . 

et  comme  N'  — N esl égal  5 S — S',  si  Ton  retranche  ces  deux  équation! 

Pu  ne  de  Paütrc^on  trouvera 


A 


A'  = — oc',  par  conséquent  c — 


• .»  ■ •"  „ 

c'est  I»  differencp  des  erreurs.  Ajoutez-la  aux  distances  zénithales  N#4-e' , 
S'-*-  e'  observées  dans  la  6céondo  station  , 'elles  deviendront  N' H-e,  S'+e. 
Elles  seront  doq£  albrs  comparables  aux  distances  observées  dans  la  pre- 
mière , et,  en  les  combinant , on  aura  N'  — N ou  S — $'  pour  la  vraie  diffé- 
rence des  latitude*.  t ? 
s 

£*)  Quoique  la  théorie  des  niveaux  à bulle  d'air  ail  éfé  exposée  en  détail 
dtns  le  toiçe  lt,  pages  24°  cl  snivantes,  on  a cru'deroir  laisser  subsister 
jfÇi  la  description  qui  en  est  faite,  parce  que  c'est  conformément  aux  procé- 
dés qui  y ^OBi  indiqués  qu'ont  été  construits  un  grand  nombre  de  niveaux 
de  Çoflii),  qui  6nU  etc  employés  dans  d(£  operations  importantes  et  déli- 
cates, et  qu'il  pourra  être  bon  d'y  recourir^  soit  pour  comprendre  les  opéra- 
tions VJui  ont  été  fartes,  soit  pour  se  servir  de  nouvelhtdc  ces  niveaux. 
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vapeur  du  liquide  ; et  comme  celui-ci , en  vertu  .de  la  pesanteur, 
tend  toujours  à occuper  ht  partie  la  plus  basse  du  tube. et  à -s’y 
mettre  de  niveau  , il  en  résulte  que  la  bulle  d’air  se’ déplace  aussi 
et  se  porte  au  plus  haut  point  dp  tilbe.  Ses  mouvements  indiquent 
par  conséquent , les  variations  de  l'inclinaison  du  plansurlequel 
on  a posé  le  niveau. 

5150.  Examinons  d’abord  le  cas  où  la  bufle  d’air  serait  assez, 
petite  pour  pouvoir  être  considérée  comme  un  point.  Si  l’intérieur 
du  tube  étaif  parfaitement  cylindrique,  il  n’v  aurait,  rigoureuse- 
ment parlant,  qu’une  seule  position  du  niveau  où  Ça  bulle  put  se 
trouver  immobile  au  milieu  du  tube;  ce  serait  la  position  hori- 
zontale; et  la  plus  petite  inclinaison  la  déplacerait  indéfiniment, 
de  manière  qu’elle  se  porterait  tout  entière  aux  ellréiilités.  Il  faut 
donc,  pour  prévenir  cet  inconvénient , que  l'intérieur  du  tube 
soit  légèrement  arqué.  Alors  la  bulle  se  place  de  manière  que  spn 
milieu  réponde  au  point  où  la  tangente  h la  courbure  intérieure 
du  tube  est  horizontale.  Si  l’inclinaison  change, ia  bulle  se  déplace 
et  se  porte  au  point  du  tube  qui  est  devenu  le  plus  élevé,  c’est-à- 
dire  où  la  tangente  est  devenue  parallèle  à l’horizon. 

Parmi  toutes  les  courbures  que  l’on  peut  d&gncr  au  tube*  la 
plus  avantageuse  est  celle  du  cercle,  parce  qu’alors  les  déplace- 
ments de  la  bulle  mesurent  immédiatement  sur  le  tube  les  varia- 
lions  de  l’inclinaison.  En  effet,  soit,yf^.  gg,  NS  un  arc  de  cercle 
indéfini  qui  représente  la  section  longitudinale  du  niveau.  Soient  G 
le  centre  de  cet  arc,  et  ÇA  un  rayon  dirigé  suivant  la  verticale. 
Dans  cette  position  du  niveau , la  bulle  d’air,  que  nous  supposons 
toujours  extrêmement  petite,  ira  se  placer  au  point  A.  Mais  si 
l’inclinaison  vient  à changer,  le  rayon  CA  s’inclinera  comme  dans 
la  Jig.  too,  et  un  autre  rayon,  tel  que  CA',  deviendra  vértfcal  ; en 
même  temps  la  bulle  se  déplacera  et  se  portera  au  point  A'.  L’jrc. 
AA',  qu’elle  décrit  sur  le  niveau,  est  la  mesure  de  l’angle  ACA*, 
ou  du  changement  d’inclinaison. 

539  Dans  tout  ceci , nous  supposons  que  le  niveau  soft  une 
ligne  physique  circulaire.  Cela  n’est  point  possible  danj  la  pra 
tique  ; mais  pourtant  on  peut  y conserver  les  avantages  de  la  cir- 
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cularité,  en  concevant  la  surface  intérieure  du  niveau  couunc  un 
anneau  engendré  par  un  cercle  DI)',  fi-g.  100,  dont  le  centre  se 
meut  sur  la  circonférence  directrice  >iS.  Une  pareille  surface  con- 
serve évidemment  toutes  les  propriétés  de  symétrie  cpie  nous  ve- 
nons de  considérer.  Quant  à la  manière  de  donner  cette  courbure 
aux  tubes,  on  y parvient,'  à force  d'essais,  en  usant  leur  surface 
intérieure  parle  frottement,  au  moyen  de  verges  métalliques  qu'on 
y introduit  successivement  par  les  deux  bouts,  jusqu’à  ce  que  la 
marche  de  la  bulle  s’accorde  exactement  avec  les  changements 
d’inclinaison.  Pour  voir  si  cette  condition  est  remplie , on  pose  le 
niveau  sur  un  plan  incliné  , d'une  longueur  déterminée,  dont  l’in- 
clinaison peut  être  rendue  variable  au  moyen  d’une  vis  verticale 
dont  la  hauteu^pdes  pas  est  connue.  La  tête  de  cette  vis  porte  un 
cadran  divisé  Vn  parties  égales,  et  un. index,  comme  une  vis  de 
micromètre.  En  faisant  tourner  la  vis  d’une  quantité  connue,  il  est 
facile,  d’après  les  données  précédentes,,  de  calculer  les  variations 
qui  en  résultent,  sur  l'inclinaison  du  plan,  et  l'on  voit  si  la  marche 
de  la  bulle  Sur  le  tnlxf  y est  exactement  conforme.  Pour  cela,  on 
commence  "par  tracer  sur  le  tube  de  verre  des  divisions  égales  dans 
toute  sa  longueur,^*). 

5G0.  Par  exemple,  en  soumettant  à cette  épreuve  un  niveau 
construit  par  Fortin,  pourfes  observations  de  latitudcàDunkcrque, 
nous  avons  tfotuvc  que  la' bulle  parcourt  3 millimètres  sur  le  tube 
pour  un  changement  de  t" sexagésimale  dans  l'inclinaison,  et  elle 
cqnserve  cette  marche  dans  toute-  l'étendue  des  divisions  avec  une 
régularité  parfaite.  Ce  résultat  peut  se  vérifier  encore  d’une  manière 
plus  exacte  , quand  le  niveau  est  adaptât  au- cercle  répétiteur  , au 
moyen  des  observations  d’un  objet  éloigné".  Pour  cela  mettez  le 
limbe  Vertical , et  dirigez  un  des  pieds  du  cercle  dans  raziinut  de 
l’objet;  mettez  la  lunette  supérieure  sur  zéro,  et  faites  tourner  le 
limbe  jusqu'à  ce  que  l'objet  vienne  au  centre  des  fils  ; alors  placez 
le  grand  niveau  de  manière  que  la  bulle  soit  très-voisine  d’une  de 


(*)  l'exposition  pratique  de  ce»  proffidés  re  trouve  dai:s  un  tris-bon  Mé- 
moire de  M.  do  Chexy,  sur  la  construction  des  niveaux , inséré  dans  les  Hé- 
moires  de  l Académie  des  Sciences , Snennls  rtrnn^rxs. 
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cuiituif  Çf*la  lait,  sau»  titurlirr  à la  lunette , faites  tourner 
ensemble  le  njyeattiet  R“  limbe ‘dans  leur  plan  vertical,  au  nn>{eti 
des  vi3  de  rappel  ^ jusqu’à  ce  que  la  bulle  passe  à r.uiUV  .extrémité 
,Ur (imite,  erv,V'fe  qujrfle  parcoure  ainsi  un  grand  nombre  lie  di* 
v i si« tns  s . rs I ’qb}e tj*  répondra  plus  au  rentre  des  Us , et  il  fau- 
dra faire  marcher  la  lunette  sur  le  limbe  pour  ry  Rplaenb 
L'are  qui  inasuae  ce  dçplucefiieht  étant  lu  sur  le  limbe , ou  cou» 
naîtra  le  changement  d’incJiimïSqn  qui  répond  au  nombre  de  fliyw 
sions  qnc  là  bulle  a parcourues  ^tet  par  conséquent , en  divisant 
<fctle  inclinaison  par  leur  çofcibrc^bn  aura  la  valeur  d’une  d'eugv- 

L’Src 'parcouru  dans  une  observation  de  eepenre-ctant  loujrfttrs 
fort  petit,  unç  seule  <>Mei^ation  u£  13- donnerait  pas  avec,  assez 
d’exactitude, fà  cauütl  dcs'çfjrcms .que  l’on  peut  commettre  dans 
lealkrtures  des  verniérs  ; ntÿison  pop  appliqué  ici  U principe  de 
la  «épélitioh.  Lu  effet , la  première  observation  étant  faite  , ci  la 
lunette  ramdiute sur  f objet,  déplacez  le  gqind  ji^ve^ii  ct  rflineqç/ 
la  Huile  à l’autre extremiu?*du  tube;  puis, '.sans  toujlicrît  la  lunette', 
faites  tourner  le  limbe  Verticalement,  jUstjn’à  ce  que  la  bulle  re- 
vienne a l'extrémité  opposée.  Ce  inoin eincot  déplacera  l'objet, 
mais  vous  le  ramenez  au  cci  JTX!  '<&  (ils  i n i. lisant  n a lu- 

nette ; parce  ujpvçn  , celle-ci  décrira  un  nouvcliart , qui  s'ajoutera 
au  premier  «pi’MJe  avait  parcourt .éVôti»  vous  retrouvez  ici  préci- 
sément dans  les  mêmes  circonstances  que  lors  de  la  prcqjirpè  oh 
servalion,et  vous  repassez  par  les  mêmes  operations,  Kie*  n*eiD-* 
pèche  de  fai|£  ainsi  nue  troisième  observation,  une  (^»triè;u«,W 
d’avoir  sur  le  limbe  tin  arc  assc^gratid  pour  que  l<*S  erret^rç  des 
lectures  extrêmes  n’en  fassent  qu’une  parlje  aliqnute  fort  petite 
cet  are,  correspondant  à 1000  ou'  î 200  parties  du  niveau,  donnera, 
par  la  division , la  valeur  d’une  d’entre  elles  avec  une  extniuic^lrA 
cisîorft  fCe|tflké[lrcuve  est  d'autant  plus  nécessaire , qu’elle  indique 
la  valeur  des  pÿtfics  du  niveau  lorsqu’il  est  en  place.  KjieffeC  it  > - 

peut  ajrrivet-quetette  valeur  ne  soit  pas  la  même  qne,quan<ble  ttilic 
était  libr«r  et  simplement  posé  à nu  sur  un  plan.  Car  ^s  montures 
dans  lesquelles  le  niveau  est  ordinairement  serré,  jieuvent  l’infléchir 
et  changer  sa  courbure , surtout  si  elle  est  d’un  rayon  ronsMé- 
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vaille , cumule' dans  nuire  niveau  de-Ounkerque,  dont  Iç  rayon 

et&U  ‘le  6 1 q mètres  (*).  ■ . ’mfBtf  %^v  _ " ^ • 

SWH.  Unis  ton!  ce  qui  précède,  nous  a' ou»- suppose  la" bulle 
d’air  lisse/,  petite  pour  pouvoir  ëtrèYrjjm-tMr  comme  lin  pcîht.  Cette 
considération  était  utile  pour  simplifier  les  r.iisoiirt|nfetiU  ; mais  on 
l'évite  (lins la  pratique,  et  c’est  aveenuson  ; pa^.l’cxpénen'f'e  ap- 
prend  qu’une  bulV*  si  petite  se  ment  avec  unj  extrême  lenteur,  et 
que  le  moindre  obstacle,  la  pins  petite. irrégularité  dû-  tube  suffit 
pour  l’arrêter  : au  contraire  ,^>rt*  finit  la  bulle  Uès-lonyue',  parce 
l’on  a observé  que  plus  elle  i^t  longue,  jilns  dit  est  ^risible, 
c’est-à-dire*  plus  elletrevicnt  promjjtalhimt.&régmlibVe* 

(Te  phénomène  depeiul  des  attractions  rt;iTpro(pies  du  liquide  et 
du  verre  : il  est  du  genre  de  (jjjux  qtqj  ITiii  uoinmç  phénomènes 
capillaires , parce  qu'ils  ont  etc  d'abord  ohsèfvés  ftins  des  tubes 
très-étroits,  où  l'Jn  sait  que  les  liquides  susceptibles  de  modifier 
le  verre  s’élèv.nit  au-dessus  <Ie  leur  njveau  .naturel,  en  formant  une 
potite  colonne  tcruùnce  par  une  surface  eoneave.  Les  bords  (je 
cette  surfa {4*7  composes  Je  molécules  adhérentes  au  tube,  s’élèvent 
le  InfiJDe  ses  parois;  et  lotir  inclinaison  dépend  de  l’action  plus  ou 
moins  grande  du  tulic  sur  le  fluide,  et  aussi  de  la  fluidité  plus  ou 
moins  parfaite  .-.Ineffet  analogue  se  produit  dans-lés  niveaux , sur 
les  extrémités  de  la*  bulle  qu'ils  comprennent.  Ces  extrémités  sont 
relevées  le  long  du  tube;  par  ce  moyen  la  forme.de  la  bullç  d’air 
est  .flrroiulie  liantes  endroits  où;Ja  surface  du  liquide  touche  Je 
' verre  : elle  l est  Surtout  aux  deo\  bouts  plus  que  sur  les  côtés,  et 
-*  elle  l’çst  plus  dans  un  tube  étroit  que  dans  un  tube  large. ‘.Cela 
lient  à’ii  ngïnrc  des  forces  capillaires  qui , partant  Je  sa  surface  et 
n'ayant  (l’action  sensible  qu’à  une  très-petite  distance»  ont  un 
effet  d'autant  plus  intense  que  lés  surfaces  qui  les-  exercent  sont 
pif? rapprochées.  C’est  pour  cela  que  l’élévation  des  liquides  dans 

fj  2 t i , ' » 

i£)  Cclo^tto  voit  d'après  lu  mure  ne  du  niveau.  Sur  colui-ci,  un  arc  de  i" 

stv.agésimàlo  *?il  exprime  ^ar  3 millimètre*;  or,  on  sait)  parles  calculs  tri  - 
gonometriques  /.que  le  rayon  exprime  en  arc  faut  5?°  ij' 44*>S  Je  la  division 
sexagésimal <£nii , ch  qui  revient  an  m£me,  2o6jG4",8.  Puisque  chaque  se- 
conde \a ut  3 Aiillimètres , le.  rayait)  vaudra  3 millimètres  multiplies  par 
xnGüG'j  .8  ou  (1i8,,,.7«)/|4- 
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, les  tubes  étroits  et  verticaux  augmente  à mesure  que  leur  diamètre 
intérieur  diminue,  de  manière  que  la  colonne  liquide  ainsi  sou- 
levée est  réciproque  à ce  diamètre , comme  l’expérience  et  le  calcul 
•s’accordent  également  à le  prouver.  D’après  Cela,  on  conçoit  què 
l'effet  de  ces  forces  doit  surtout  être  considérable  sur  une  très- 
petite  bulle,  autonr  de  laquelle  le  fluide  formerait  une  surface 
concave  d’un  très-petit  rayon.  Alors  la  moindre  aspérité  du  tube 
peut  changer  considérablement  les  attractions  qui  déterminent 
cette  forme , et  allonger  la  bulle  dans  un  sens  plus  que  dans  un 
autre,  ou  même  la  retenir  absolument;  au  lieu  que  ces  effets  seront 
beaiicoup  moindres  sur  une  longue  bulle  et  dans  un  tube  large, 
où  le  relèvement  du  fluide,  par  l’effet  de  la  capillarité , sera  beau- 
coup moindre.  Tels  sont  les  avantages  des  grands  niveaux  , pareils 
à ceux  que  Fortin-  a construits  pour  nos  cercles.  Mais  pour  que 
cette  longueur  soit  utile,  il  faut  que  les  tubes  soient  bien  travaillés 
dans  l’intérieur,  et  exactement  calibrés,  suivant  la  courbure  cir- 
culaire; précautions  que  les  artistes  ne  prennent  pas  ordinairement, 
se  contenta  lit  d’y  suppléer  au  moyen  des  courbures  naturelles 
que  les  tubes  dp  verre  prennent  toujours  quand  on  ies  fabrique. 

302.  La  bulle  du  niveau  ayant  irue  dimension  sensible,  on  re- 
garde son  milieu  somme  le  point  la  plus  élevé  du  tube,  et  c’est  kl 
marche  de  ce  milieu  qui  détermine  les  changements  d’inclinaison. 
Pour  indiquer  et  mesurer  ces  changements , on  divise  le  tulle  dans 
toute  sa  longueur;  -le  ;cro  de  la  division  répond  son  milieu , et 
pour  déterminer  la  position  du  centre  de  la  bulle,  on  prend  la 
demi-somme  des. divisions  où  se  terminent  ses  deux  extrémités. 
Cela  est  rigoureux  en  effet  si  le  fube  est  bien  càlibré  suivant  la 
forme  annulaire,  car  alors,  sa  forme  étant  symétrique  dans  toutes 
ses  parties,  celle  Je  la  bulle  lésera  nécessairement.  Un  pourrait 
même,  si-l’on  voulait,  prendre  une  des  extrémités  de,  la  bulle  pour 
l’indice  de  son'niouvement;  mais  l’autre  moyeu  est  plus  ava'nta- 
geitx  parce  qu’il  atténue  les  petites  irrégularités  du  tube,en  les 
partageant  sur  ies  dqpx  extrémités  de  la  bulle.  Au  reste,  ibest  sur 
que  l’un  et  l'autre  procédé,  sont  également  inexacts  si  le  tube  est 
mal  travaillé  en  dedans.  ’ 

3(53.  Ordinairement  on  a coutume  de  placer  le  zéroale  la  divi- 
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siou  , comme  je  viens  «le  le  dire,  au  milieu  du  tube  ou  à peu  près 
au  milieu.  Cela  est  en  effet  plus  commode  et  on  a ainsi  des  nombres 
plus  simples.  Mais  cette  condition  n’est  nullement  nécessaire  ; on 
pourrait  faire  partir  les  divisions  d’une  des  extrémités,  et  la  demi- 
somme  des  divisions  marquées  par  les  extrémités  de  la  bulle  don- 
nerait toujours  la  position  de  son  centre  : en  général , quelque  part 
que  le  zéro  de  la  division  fût  placé  sur  le  tube,  le  niveau  servirait 
également..  * ' , , 

ôG-î.  L’extrême  perfection  que  l'on  a donnée  aux  niveaux  dans 
ces  derniers  temps,  a permis  «le  les  rendre  fixes  dans  les  cercles 
répétiteurs;  et  «le  déterminer,  par  leur  variation , les  changements 
d’inclinaison  de  l’axe.  Par  ce  moyen  on  évite  la  nécessité  où  l’on 
était  de  corriger  ces  changements  en  replaçant  le  niveau , ce  qui 
exigeai t.d u temps , et  multipliait  la  difficulté  des  observations  par 
l’union  qu’il  fallait  obtenir  entre  l’observateur  qui  dirige  la  lunette 
sur  l’astre  et  celui  qui  cale  le  niveau. 

Dans  cette  nouvelle  disposition,  le  niveau  est  attaché  seulement 
à la  col«»nne  verticale  autour  de  laquelle  U;  cercle  tourqe.  Il  est 
place  perpendiculairement  à la  direction  de  cçtle  colonne,  et 
parallèlement  au  limbe.  Le  Jimbe  lui-méme  peut  aussi  s’attacher 
fixement  à la  colonne,  ou  plutôt  à un  plan  vertical  qu’elle  porte, 
et  sur  lequel  le  limbe  se  fixe  comme  sur 'un  mural  au  moyen  «le 
deux  fortes  vis  de  pression.  Pour  faire  la  première  observation  , 
on  commence , conime.à  l'ordinaire , par  mettre  la  Innette  <}«  limbe 
sur  le  zéro  tle  la  division  ; ou , ce  «pii  revient  au  même,  on  lit 
exaetepjonl  les  points  de  la  division  auxquels  les  verniers  répon- 
dent : cqs  point  servent  d’origine  aùx  ftres  que  la  lunette  décrit. 
Lnsuitç  on  détache  le  limbe,  on  le  tourne  jusqu’à  ré  «pie  la  lunette 
se  dirige  v«r%  l’qstre;  pnjs  on  l'attache  , et  bnyichève  de  mettre 
l’astre  sous  1g  lil  au  moyen  des  vi»  de  rappel.  A cet  instant  on  note 
la  minuit',  là  seçonje,  cl  le  aecopilobscrvatcur  litle  niveau.  Alors 
on  fait, faire  au  cercle  une  deipi-ré.volution  , comme  à l’ordinaire , 
autour  de  la  colonne  verlifalc , pour  passer  à la  seconde  obsi’rva- 
tion.  Cette  fois,  laissant  Je  limbe  fixe,  on  détache  la  lunette  et  on 
la  ramène  sur  l'astre.  Si  la  colonne  $ ou  plutôt  si  l’axe  rotation 
du  cercle  «jst  demeuré  invariablement  vertical  , comme  on  suppose 
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qu’il  letail  d’abord  dans  la  première  observation , le  niveau  ne 
sera  pas  dérangé  par  le  retournement.  L’arc  parcouru  sur  le  limbe 
sera  double  de  la'distance  auzépitli  sans  aucune  correction.  Mais 
si  l'axe  n’est  pas  exactement  vertical , on  s'il  a pris  quelque  incli- 
naison dans  le  passage  de  la  première  observation  à la  secconde, 
comme  c’est  autour  de  lui  que  la  rotation  s’exécute,  la  bulle  du 
niveau  ne  répondra  plus  aux  mêmes  points  du  tube  après  le  retour- 
nement.1*C’est  pourquoi  l'observateur  lit  encore  le  niveau  dans 
cette  seconde  position  comme  il  l’avait  lu  dans  la  première,  et  au 
moyen  de  cçs  deux  lectures,  ou  trouve  l’inclinaison,  de  l’axe  de 
rotation  sur  la  verticale. 

SCiî.  Pour  concevoir  comment  cela  se  peut  faire,  examinons 
avec  soin  les  positions  respectives  du  niveau,  et  de  l’axe  de  rotation 
du  cercle  dans  les  deux  observations  consécutives.  Soient,  fig.  toi, 
PA  la  direction  de  cet  axe,  AZS  l’are  de  cefcle'qui  représente  la  sec- 
tion longitudinale  du  niveau.  S<lit  C le  centre  du  niveau  qui  pourra 
bien  ne  pas  se  trouve/  sur  le  prolongement  de  l’axe  de  rotation , et 
qui  nes’y  trouvera  que  dans  le  cas  où  cetaxe  serait  perpendiculaire 
au.  niveau.  L’angle  CAP  sera  l’iydinaison  de  l’axe  du  niveau  sur 
l’axe  du  cercle,  inclinaison  que  nous  nommerons  I'.  Si  par  le  pied 
du  cercle  ou  par  le  point  P on  élève' la  verticale  PV,  l’angle  VPA  , 
que  nous  nommerons  I , sera  l'inclinaison  de  l’axe  de  rotation  du 
cercle  sur  cette  verticale.  Enfin  , si  par  le*  centre  C du  niveau  on 
élève  une  autre  verticale  CZ  qui  ira  rencontrer  en  Z sa  circonfé- 
rence , le  point  Z sera  le  centre  de  la  bulle , puisque,  ce  centre  doit 
toujours  se  trouver  au  point  le  plus  élevé  du  nivtait  ; et  l’arc  AZ, 
compteur  /a  division  circulaire  du  niveau,  sera  la  mesure  de 
l’angle  ZCA, .c’est-à-dire  de  l’inclinaison  du  rayon  CA  sur  la  ver- 
ticale. Or,*cn  jn-'olongcant  la  direction  AP  de  l’axe  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  la  vèrticale  CZ  en  D,  il  est  visible  qne  l’angle  ZCA 
extérieur  eu  triaiigle  CAD  est  égal  à la  somme  des  deux  intérieurs 
CAD,  CDA  ; nous  «tvonsnomme  le  premier  I';  quant  au  second, 
il  est  égal  à VPA  ou  à I.  Ainsi , en  substituant  iT  ces  angles  leurs 
valeurs  en  partics*du  piveau , on  aura-  AZ  I -4-  I'. 

Maintenant , si  l’on  retourne  le  cercle ‘comme  dans  la  fig.  102, 
la  rotation  s'exécutant  autour  de  l’axe  AP,  le  rayon  CA  du  niveau 
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décrira  autour  de  cet  axe  une  surface  conique  ; de  sorte  qu'apre» 
le  retournement , l'inclinaison  CAP  se  trouvera  la  même  , dans  un 
sens  opposé , c’est-à  dire  enrorç  égale  à I'.  De  plys , si  par  1» 
nouvelle  position  du  centre  C,  on  élève  la  verticale  CZ',  le  point  Z' 
sera  le  centre  de  la  bulle  dans  la  nouvelle  position  du  niveau  ; 
l’angle  Z'D'A  sera  encore  égal  à I,  et  par  un  raisonnement  sem- 
blable à celui  que  nous  venons  de  faire  , on  aura  AZ'  — 1 — I'. 

Ainsi  donc  l’arc  AZ , dans  la  première  lecture,  est  la  somme 
des  inclinaisons  de  L’axe  du  cercle,  sur  la  verticale  et  sur  le  rayon 
du  niveau  ; tandis  qife , dans  la  seconde  lecture , l’arc  AZ'  est  égal 
à la  différence  de  ces  mêmes  angles  ; d’où  il  suit  que  l’inelinai^pn 
du  rayon  du  niveau  sur  l’axe  du  cercle  est  égal  à la  demi-diffé- 
rence de  ces  ares,  et  l’inclinaisyn  de  l’axe  du  cercle  sur  la  verticale 
est  égale  à leur  demi-somme,  c’est-à-dire  que  l’on  a 

*'  . - 1 

r AZ  — AZ'  , j AZ  4-  AZ' 

3 ’ 2 

Reste  maintenant  à évaluer  ees  arcs  AZ,  KL' . Cela  serait  facile 

t * • . « 

si  l’origine  des  divisions  du  nivcau^se  trouvait  justement  au  point  A, 
sur  le  prolongement  de  l’axe  de  rotation;  car* alors  la  simple  lec- 
ture exprimerait  leurs  valeurt.  Mais,  queHc  que  soit  l’Origine  des 
divisions,  il  est  facile  d’obtenir  ces  valeurs'^  d’apnès  les  deux 
lectures  combinées,  et  *ôn  en  tire  aussitôt  la  correction  dne  if  l’in- 
clinaison de  l’axe  (*).  • * 


{*)  SoH,j!ç.  ion  , M l’origiife  des  divisions  du  niveau,  ou.br  position  du 
point  réro  sorte  tube;  nommons  A la  distance  AM  depuis  cette  origine  jus- 
qu’à l'intersection  du  niveau  par  le  prolongement, de-Paxc  dé  rotation  : soit 
*i  L la  longueur  totale  de  la  bulle , et  désignons  par  N Vt  S les  ■coordonnées 
de  ses  deux  extrémités  nord  et  sud , c'esl-à-diro  tes  distances  de  ges  extré- 
mités à l’origine  M dos  divisions.  Ce  sont  iqi  les  arcs  MN  , Cela  posé , 
et  le  point  Z étant  supposé  le  milieu  de  la  butte,  oa aura-, dan»  cette  première 
position  du  niveau  et  du  limbe,  - * - 

.<  = AZ-+-L  — A,  N = AZ— M.*- A. 

* 4 % • 

Retournez  le  limbe  pour  passer  à la  seconde  observation,  ftg.  iox  Dans  ce 
mouvement,  le  point  M passera  en  M' do  l'autre  crtté  *lo  l'atc.  Soit  7/  lo 
centre*  «le  la  >ulle  dans  cette  nouvelle  position  , et  nommons  de  mémo  K’,S% 


PHYSIQUE.  477 

7>6G.  Pour  voir  l’effet  de  rette  inclinaison  snr  les  distances  au 
zénith i soient,  fig.  io3,'C  le  centre  du  limbe,  CZ  la  verticale  , CS 
le  ravQn  visuel  mené  à l’astre  que  l’on  observe;  l’angle  SCZ  sera  la 
distance  'vraie  au  zénith. .Maintenant  soit  CP  la  direction  de  l’axe 
de  rotation  du  cercle,  que  nous  supposons  incliné  sur  la  verticale 
du  côté  de  l’astre  ; cet  axe  , prolongé  jusqu’en  Z',  déterminera  le 


les  coordonnées  de  ses  deux  extrémités  nord  et  sud,  c’est-à-dire  les  arcs 

M' N',  M'  S';  on  aura  alors 

• « • • 

S'  = AZ  -f-  L - f~  A , AZ'  L ■+■  A j c 

< 

de  ces  expressions  on  tire 

Kl  +-  K/J  = N+  S',  *AZ  -+■  AZ'=^N'-t-S  , 

AZ—  AZ'=  N — N'  -4-3  A,  AZ  — K/J  — S — S'-+-aA; 

* • ■ A 

AZ  i a7/ 

or.  — - - est  l'inclinaison  de  l’axe  du  cercle  sur  la  verticale  du  côté  du 

« * » *AZ AZ' 

nord,  inclinaison  que  nous  avons  nommée I j et - est  l'angle  formé 

par  l'axe  du  cerclé  avec  le  rayon  du  niveau , angle  que  nous  avons  nomme  Y. 
On  aura  donc,  pour  ces  quantités,  les  valeurs  suivantes:  , 

* • S'-*  N ; ’S-t-N' 


* S'-*- N 

i ~ 1 

i 


ou  bien  I = • 


- A , ou  bien  Ir= 


ts  - S' 


Pour  avoir  plus  de  symétrie  dans  les  calculs,  nous  avons  supposé  que  le 
point  M , origine  des  divisions,  tombait  ttu  dehors  de  la  >bulle,  du  côté  du 
nord.  Ordinairement  on  fait  la  bulle  assez  grande  pour  que  cette  origine 
tombe  entré  scs  extrémités,  et  àq»eu  près  à son  milieu,  quand  le  niveau  est 
horizontal.  Alors* la  distance  N de  l'origine  des  divisions,  à l'extrémité 
-nord , doit  être  regardée  comme  négative , dans  les  formulés  que  nous  venons 
d'obtenir;  H en  sera  de  même  db  N';  et,  avec  Cette  modification  , les  ex- 
pressions précédentes  deviendront 


i 1=  — 1 


.s  -m. 


2 * a 


Nous  nous  bornerons  à examiner  les  deux  premières,  qui  donnent 
l’inclinaison  *de  Paie  f les  deux  autres  , renfermant  la  distance  A qu'il 
est  impossible  de  connaître,  ne*  peuvent  être  appliquées.  Mais,  heureu- 
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zénith  apparent  autour  duquel  le  limbe  tourne.  Or,  c’est  à ce 
zénith  apparent  que  l'on  rapporte,  sur  le  limbe,  toutes  les  dis- 
tances observées.  Car  le  point  du  limbe  qui  reste  fixe  dans  le  re- 
tournement , est  le  point  A',  situé  sur  la  direction  de  l’axé  de  rota- 
tion de  Tinstrument , au  lieu  que  ce  devrait  être  le  point  A , situé 
sur  le  prolongement  de  la  verticale.  L’erreur  de  chaque  distance 
est  donc  égale  à ZCZ',  c’est-à-dire  à l’inclinaisoiv  de  l’axe  sur  la 
verticale.  Elle  diminue  les  distances  au  zénith,  lorsque  le  sommet 
de  l’axe  penche  vers  l’astre,  comme  dans  la  fie,  io3;au  contraire, 
elle  augmente  ces  distances  quand  le  sommet  de  Taxe  s’éloigne  de 


sèment , l'angle'  I'  qu’elles  déterminent  réest  pas  uécessaire  aux  obser- 
vations. Considérons  donc  les  deux  premières.  11  est  visible  que  N cl  S' 
sont  les  coordonnées  d’une  même  extrémité  physique  de  la  bulle,  avant  et 
après  le  retournement  ; car  si  cette  extrémité  était  nord  dans  la  première  ob- 
servation, clic  est  sud  dans  la  seconde.  Il  en  est  de  même  de  K' et  S : ce 
sont  les  coordonnées  de  l’atttre  bout  de  la  bulle.  13e  *là  résulte  la  règle  sui- 
vante: observez,  sur  la  division  du  tube,  les  deux  nombres  auxquels  répond 
une  même  extrémité  physique  de  la  bulle  dans  les  deux  Observations  consé- 
cutives. La  denii-difTcrence  de  ces  nombres  exprimera  l’inclinaison  de  l’axe, 
vers  le  bout  que  vous  avez  considéré  commè  négatif,  ©Yst-à-dire , vers  le 
nord  si  ce  bout  était  dirigé  au  nord  du  zénith  dans  la  première  observa- 
tion ; vers  le  sud  s’il  était  dirigé  au  sud.  * • 

Cette  règle  peut  encore  être  exprimée  d’une  manière  plus  simple  en  la  rap- 
portant aux  positions  que  prend  successivement  le  niveau  , relativement  à 
l’observateur  chargé  de  lire  ses  divisions.  Je  suppose  que,  dans  la  première 
observation  , le  bout  sud  de  la  bulle  soit  à ganchc  de  l’observateur  qui  lit  le 
nivi  au.  Le  bout  nord  sera  à sa  droite.  On  retourne  le  limbe  pour  passer  à la 
seconde  observation.  Celui  qui  Ut  le  niveau  se  retourne  aussi  en  passant  de 
l’autre  cAté  du  limbe.  Alors  le  bout  gauche  do  la  bulle  est  encore  le  même 
bout  physiquo  que  précédemment;  seulement,  au  lieu  d’être  dirigé  au  sud 
du  zémith,  il  est  dirigé  au  nord.  Ainsi,  en  désignant  par  G,  D , G',  D',  les 
extrémités  gauche  et  droite  de  la  bulle  dans  les  deux  observations  , on  aura 
S = G J N = D ; S'  = p'  ; N'  = G'.  En  substituant  ces  lettres  dans  notre  for- 
mule, qui  donne  l’inclinaison  de  l’axe  vers  le  bout  N ou  IX,  on  aura 


1 = 


D -D 


ou  bien 


sous  cette  forme  l’interprétation  de  la  formule  n’offre  aucune  incertitude,  et 
l’application  peut  en  être  rendue  très-simple  par  la  disposition  suivante. 
Ecrivez  successivement  les  lectures  des  deux  extrémités  de  la  bulle  sur  deux 
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I astre,  relativement  a la  verticale , comme  dans  la fig.  104.  Ainsi, 
dans  le  premier  cas,Ja  eoriecpo.n  déterminée  par  le  niveau  doit 
être  ajoutée  à la  distance  au  zénith;  dans,  le  second  , elle  doit  être 
retranchée.  La  verticalité  de  l’axe  n'était  pas  nécessaire  dans  les 
anciens  cercjes  , paVce  que  l’on  redressait  le  limbe  après  leretour- 

. ~ * . \ 

colonnes,  qno  vous  in titillerez  G et  D , c*st  à-dire  nauchc  et  droite, xom, no 
on  le  voit  ici  : 

* f «•  . *.*  i 


IP 

_■ — 

^ * 

u 

* 

f caicob. 
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• -+-  la 
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La  prcmièjo  contiendra  les  valeurs  sifccoVsives  de  G,  G’,  pour’  chaque 
couple  d 'observations  ; la  seconde,  les  valeurs  rie  D,  D-.  Formez  les  diffé- 
rences de  ces  valeurs  pour  chaque  couple  vous  durez  ainsi  G — G' et 
*>rener  ,a  mo*1^  ces  diflV-n  nées,  vous  aurez  Hnclinaiaon  1 du 
sommet  <1«  Taxe  vers  fc  côté  D de  la  bulle,  ou  vers  le  côté  D du  zénith. 

Ici , pa  r exemple , chacu  n des  dcux’prcmiurs  couples  donne  P y . 

c’est-à-dire  t^uc  le  sommet  de  l’axe  est  incliné  de  S parties  vers  le  côîé  D du 
zénith ; par  conséquent,  vgrs  le  nord,  si  le  bout  D'est  tourné  au  nord  du 
zénith.  Si-t’astée  observé  asl  situé  dece  même  côté,  comme  dans  la  J!g.  Io3,lo» 
distances  nu  zénith  seront  trop  pfclües  de  6 parties  du  niveau  5 cl  il  faudra 
les  augmenter  de  cette  quantité.  Ce  serait  a”  sexagésimales  dans  notre  ni- 
veau de  Dunkerque.  Mais  si  /astre  oliselvo  était  situé  au  sud' du  zénith  du 
côte  S,  et  qhon  qpt  lu  le  niveau  comine  nous  le  supposons  ici,  l'incli- 
naison vers  N augmenterait  les  instances  zénithales,  et  il  faudrait  la  re- 
trancher.  ‘ * 

«•  Jf  4 - • * lit. 

On  trouverait  le  mémo  résultat  par  le  bout  gauche  .de  fa  bulle  , car  11 
donne  G = ?4a  , G'  = i3o,  par  conséquent  I =?a  ~ f,.  ’ 

• . a 

, tr®is,è«>o  couple  d’observations  présente  un  petit  changement  dans 
inclinaison,  car  on  ne  trouve  plus  «iuel  = -4-  5.  ()„  forme  ainsi  toutes  les 
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nemcnt,  au  moyen  tics  vis  de  rappel*  de  manière  à rappeler  le 
niveau  à sa  position  primitive.  Cela  nVst  pins  possible  dans  les 
nouveaux  ccreles,'  puisque  le  niveati  n’est  pas  attaché  immédiate- 
ment sur  U* limbe  f mais  sur  la  colonne  de  l’instrument.  A la  vérité, 
on  pourrait  encareramener  tont  l'instrument  à la  fois , en  élevant 
ou  abaissant  les  vis  adaptées^  la  basé  de  la  colonne , et  qui  servent 

prom- 


et l’application  de  cette  corrèctfo»  n’oflrent  aücttne  difficulté. 

Cètte  méthode  suppose  seulement,  comme  une  condition  rigou- 
rèuse  et  indispensable , que  le  limbe  du  cercle,  reste  fixement  atta- 
ché à l’axe  de  rotation  dans  les  deux  Observations  consécutives, 
sanS  que  lus  piftees  qui  le  retiennent  lui  permettent  le  plus  petit 
mouvement.'  Sucette  condition  n’etait  pas  remplie,  le  point  du 
limbe  qui  rfpond  au  prolrfngMÿent  de  l’axe  dt*  rotation  ne  reste- 
seit  pas  le  meme  daus'lésfciepx  observations  consécutives,  et  ce 
déplaecincnt  produirait  une  èrreur  qu’il  serait  impossible  d’appre- 

*.  ; ‘ * * ' %'  ‘ .r 

> -c  “ 1 * 

. > « »•  • . 

différences  relative*  h chaque  couple  d'observations , et  on  Çu  pfond  la 
moyenne,  qui  çst  la  oorrection  à appliquer  à la  distance  moyenne  déduite 
des  Ictyires  extrêmes  de  l'arc  observé?  Dans  cette  addition,  il  faut  écrire 
chacune  des  dWïeroirces  D'  — Don  91  — G'  air  ce- son  signe  % car  leé  unes  peu- 
vent être  positives  et  les  «litres  négatives,  le  niveau  éprouvé  quelque  dé- 
rangoulent  dans  Je  cour^  de  la  série;  et  cela  arrive  ainsi  presque,  toujours 
quand  l'inclinaison  I é&t  tort  petite.  S^îé  tube  est  parfaitement  calibré,  et 
s!  la'  teppératuro*ic  varie  pas,  la  longueur  de  la'ljnllé reste  constante  ; cl  il 
sufffrait  d’observer  une  des  deux  eftréifiités  ; mate  comme  on  ne  peut 
Jamais  être  assuré  d'éviter  absolument  tbutes  cos  variations,  it  est  tou* 
jours  bon  d’obserwr  les  deux  bouts  de  la  bullc^  A de  prendre  la  dilTerenco 
moyenne.  . ? * ’ •_  < f 

> Il  y a toujours  de  l'ava^ta^e  à scr  faire  une  praLique  «onstaftte,  dans  les 
opérations  <qui  doivent  être  souvent  rejetées. «C’est  pourquoi  il  est  bon  de 
'lire  toujours'  le  nivcau-de  la  inôiqe  mahièr^,  pan  exeirtplc , en  se  plaçant 
de  manière  que  le  cdté  D soit  dirigé  vers  l'astre  que  Ton  observe  : alors  si 
jj  * ^ • * t * * # 

*— ou  r-  est  positif , on  Kajoutera-à  la  ^distance  au  zénith  ; s’il  est 

« * » . , *a  ■*  * • „ r . ï»  • 
négatif,  tm  le  retranchera.  Tout  Jb  réduit  alors  SjoU$erver  cette  règle  fort 
sinfple,  et  Uoîh  ne  peut' jamais  6e  thonfper  sur  le  «ens  de  l'inclinaison. 
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cieivil  faut  4Dnr  «niployer  les -soi  ns  les  plus  minutieux  pour  que 
le  point  d'attaf'he  de-1’«xcde  rotation  avec  le  limbe  soit  rigoureu- 
sement iixe;.  et  c'est  X qii(|i  notre  çxcellent  Fortin  est  parvenu  , 
comme  je  l’ai  dit  pjus  haut,  en  serrant  le  limbe  au  moyen  d’une 
forte  pince  et  de  deux  vis  de  pression,  contre  un  plan  vertical  de 
cuivre  qui  fait  cor^avec  l’axe,  et  sur  lequel  le  limbe  vient 
s’appuyer. 

567.  Il  peut  arriver,  et  il  arrive  ordinairement,  que  l’axe  du 
cercle  ne  conserve  pas  rigoureusement  la  meme  inclinaison  dans 
toute  la  durée  d’une  longue  série;  mais  le,niveau  accuse  toutes 
ces  variations  , et  comme  on  le  lit  à chaque  observation  , il  déffr- 
mine,  pour  chaque  correction,  sa  valeur  véritable  : cependant  la 
movenne  seule  de  ces  corrections  reste  dans  le  résultat  moyen. 

5C8.  Quand  on  doit  faire  une  longue  suite  d’observations,  par 
exemple  quand  on  veut  déterminer  une  latitude  avec  la  dernière 
précision  , on  a soin  de  calculer,  chaque  jour,  la  valeur  qu’a  eue 
l’inclinaison  de  l’axe;  et  comme  on  peut  faire  varier  à volonté 
cette  inclinaison , au  moyen  des  vis  de  rappel  adaptées  à la  base 
de  la  colonnes  on  s’arrange  de  manière  qu’elle  ait  successivement, 
de  part  et  d’autre  du  zénith  , des  valeurs  à peu  près  égales.  Alors 
les  corrections  positives  et  négatives  du  nivean  se  compensant 
d’elles-mémes,  on  est  indépendant  de  la  valeur  de  ses  parties,  ou 
du  moins,  si  la  compensation  n'est  pas  rigoureusement  exacte,  le 
nombre  des  parties  du  niveau  qui  reste  dans  le  résultat  moyen  est 
si  petit , (pie  l’erreur  que  l’on  a pu  commettre  dans  leur  évaluation 
est  absolument  insensible  C’est  ainsi  que  nous  en  avons  usé  dans 
les  observations  de  Formentera  et  de  Dunkerque  ; quant  à la  me- 
sure des  parties  du  niveau  , et  à la  détermination  de  leurs  valeurs, 
on  opère  comme  nous  l'avons  dit  dans  la  page  470. 


T.  III. 
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Exemple  d’up  calcul  du.  temps  sidéPai ' d’après  une 
hauteur  absolue  (rétoile  observée  hors  du  méridien. 


Soit  A la  distance  polaire  apparente  de  Pétoile,  c'est-à-dire  la  distance 
polaire  affectée  de  la  procession  , de  l'aberration,  de  la  nutation;  soit  D la 
distance  du  pôle  an  zénith  ,%u1e  complément  de  lu  latitude  du  lieu  où  Pon 
observe;  enfin,  nommons  Z la  distance  zénithale  observée  corrigée  de  la 
réfraction  , et  P Pangle  horaire*demandé.  Avec  ces  données , on  aura  l'an- 
gle 1J  par  la  formule  *• 


/.  /Z-+-A-m  . /Z-t-D — A\ 

▼ sin  A ski  1) 


Voici  un  exemple  de  ce  calcul  appliqiré  à une  observation  de  Rigel,  faite  à 
Dunkerque , le  ai  mars  1809,  à la  latitude  de  5i°a'  S*,  la  hauteur  du  ba- 
romètre étant  om,768G5,  et  le  thermomètre  centésimal  à 
La  distance  de  Rigel  au  pAlo  boréal  de  l'équateur,  prise  dans  la  Con- 
naissance des  Temps , et  réduite  en  position  apparente  potfr  le  tzi  mars 


1809»  ©si. ....  A = 98°a6'8",35 

L'ascension  droite,  réduite  en  temps  pour  le  même 

jour A = 5h5m  22*  ,61 

L’observation  faite  nu  cercle  répétiteur,  après  le  pas- 
sage de  Rigel  au  méridien  , a donné  la  distance  appa- 
rente au  zénith 7o°45/59w 

Correction  du  niveau » * — o"»47 

70”  45' 58',  74 

Réfraction  calculée  par  les  Tables  pour  la  pression 
barométrique  et  la  température  observée a’5o',oi 

Distance  vraie  tic  Rigel  au  zénith  à l'instant  moyen 
de  l’observation Z — 70°  j8'  48” . 


Avec  ces  données , on  effectue  le  calcul  ainsi  qu'il  suit 
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A-D  = 59028' i3", 35 
2 - 70°  48' 48",  7.2  t 


2 -t-  A — D = t3o° 
2 + A — D 


17  a ,10 
= 65°  8'3t*,o5 


. . /2  -+-  A — D\ 

log  s,n  ^ J = 

• . /2  -1-  D - A\ 
loC»n  ^ - ) = 


>.9^77^ 

^99')872Î 

7,9526481 

1,7938224 


59°28' i3”,35 

700  48' 48' ,75 

2+D-A  = ii°ao'35",4o 

2 -t-  D — A c„.  , , 

= 5°4o  17  ,70 

log  sin  A = ^99.82758 

log  sin  D = 1 ,7985466 

'1,7938224 


logsin'jP  = i,i588757 

log  sin  iP  = 1,8794128 

4 P = aa“  18'  48"  ,8 
P = 44°  37' 37"  ,6  = a*>58"'3o*,5i 

Ascensionjdroite  apparente  de  Bigel, 
calculée  cl  réduite  en  temps A=  5“  5ro72,,6i 

Somme , ou  temps  sidéral  de  l'obser- 
vation   8*1  3m53*  ,ia 

lipoque  moyenne  de  la  série  en  temps 
do  la  pendule 5ll46,n3os,28 


Retardde  la  pendule  sur  le  lempssidé- 
ral  11  l'epoque do  l'observation  de  Bigel.  a*1 17m22,,84 

Le  calcul  précèdent  suppose  que  l'on  a su  calculer  lu  distance  polaire  et 
l'ascension  droite  apparentes  de  Rigel  pour  le  joqr  de  l’observation.  A cet 
effet,  il  faut  connaître  la  précession,  l'aberration,  et  la  nutation  de  l’étoile 
pour  ce  mémo  jour,  afin  d’ajouteé'ces  quantités  à sa  position  moyenne.  On 
verra  dans  le  quatrième  volume  la  manière  de  les  déterminer. 

Quant  à la  réfraction , on  la  prendra  dans  les  Tables , car  nous  avons 
expliqué  comment  les  Tables  sont  formées.  On  en  trouvera  une  dans  la 
Connaissance  des  Temps. 

[/observation  que  nous  venons  de  calculer  avait  été  faite  après  le  passage 
de  Rigel  au  méridien;  et  comme  Rigel  est  une  étoile  australe  qui  n’est  vi- 
sible que  dans  son  passage  au  méridien  supérieur,  on  voit  que  l'angle  ho- 
raire P s'est  trouvé  naturellement  compté  à partir  du  méridien  supérieur, 
dans  le  sens  du  mouvement  diurne,  suivant  les  conventions  faites  dans  Is 
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page  17.  C’est  pourquoi  nous  lui  avons  ojoutc  l'ascension  droite  A pour 
avoir  le  temps  sidéral.  Mais  si  Rigel  eût  été  observé  avant  son  passage  au 
méridien,  il  aurait  fallu  prendre  le  complément  de  R,  afin  que  cet  angle 
fût  toqjours "compté  dans  le  sens  du  mouvement  diurne,  après-quoi  on  lui 
aurait  ajouté  l'angle  A,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus.  On  trouvera, 
dans  le  volume  suivant,  le  calcul  de  l’heure  par  des  hauteurs  absolues  du 
soleil.  * 


. • NOTE  II, 

RELATIVE  A LA  PAGE  44e)' 

Exemple  de  calcul  de  la  latitude,  d'après  une  série 
de  l’étoile  polaire  obseivée  près  du  méridien  avec 
le. cercle  répétiteur. 


Soient  A la  distance, poivre  apparente  de  IVtuile  pour  le  joitrdc  l’observa- 
tion ; D la  distance  du  pâle  au  zénith,  ou  le  complément  de  la  latitude  sup- 
posée à peu  près  connue.  Soit  r le  retard  diurne  de  la  pendule  sur  le  temps 


sidéral.  Si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité. 


; = r',  et  que  Ton 


864°°  — r 

nomme/i'  l'angle  horaire  d’une  observation  compté  en  temps  de  la  pendule, 
et  à partir  du  passage  de  l’étoile  au  méridien  où  l'on  observe,  la  réduction 
de  cette  observation  sera 

_ «in  A sin  D(i  -f-  il-’)  a'ain'j  p' 


S — 


sin  Z 


Z est  la  distance  méridienne  de  l'étoile  au  zénith  Dans  lu  cas  que  nons 
allons  considérer,  il  s'agit  d’un  passage  de  la  l’olaire  au  méridien  supérieur; 
alors  on  a Z = D — A , et  la  formule  devient 

, ■ j^sinAsinl)  . t -t-ar'l  a'  aln' \p' 

• • ~ sin  ( U — d)  sin  1” 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  Calculer  cette  réduction  pour  chacune  des  observa- 
tions rie  la  séria,  d'en  faire  la  somme  et  de  la  diviser  par  le  nombre  des  ob- 
servations, alin  d’avoir  la  réduction  tnoyenne,  qu’il  faut  appliquer  & la 
moyenne  des  distances  zénithales  ; mais,  pour  cela , il  faut  connaître  les  va- 
leurs numériques  des  éléments  qui  entrent  dans  notre  formule. 

L'observation  que  nous  allons  calculer  a été  faite  h Dunkerque,  le  19  dé- 
cembre 1808,  le  baromètre  étant  à om,j54l5  et  le  thermomètre  centésimal 
k — *4°*  la  distance  polaire  apparente  de  l'étoile,  pour  ce  même  jours 
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La  distance  du  pôle  au  zénith,  déterminée 
à très -peu  près  par  des  observations  pre- 
cedentes, était t % * * D=  3J° 57f55#  ,oo 

% » 1 • • 

Ce  qui  donne  la  distance  méridienne. . % Z = D- A = 37°  1 5' 36", 41 

. , AirfAsinDX  - , 

Avec  ces  données  on  trouve *00  y - J *—  a , lÿ*o8G-j. 

La  pendule  retardait  qrtiirnellemcnt  «nr  le  te»up«  •iiln-aJ et  son  retard 

fin"  5 ' . * 

était  r = 69“, 5,  ce  qui  dnnne  r'  =z — = o,ooo8o5o-}5 j d'où  l’on  voit 

que  r’  était  un  nombre  ovtrêmomest  ainsi  qu'on  l’a  suppose  dans  la 

construction  de  la  formule  : on  trouve  ainsi  log  (1 -t- a r')  =^>,0006986.  En 
ajoutant  ce  logarithme  à celui  que  nous  venons  JÜ  former,  on  aura 

- • Va  i 
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A-  4n4a'i8",59 


— lr=a>l!)°7^is 

J * 


C'est  le  logarithme  dir facteur  constant  par^ÇqiuA  il  tant  multiplier  toute» 
les  réductions.»  *!*•*>  * 

Maintenant , a'aprèî  la  petit tpn  app.'itf nie  dft  la  Poutre,  le  19  décembre 
1808,  on  pouvgit  caltu ter* l’heure  dp  sd|  passage  au  méridien  de  Dunker- 
que; et  commuons  connaissions  très-exactement  la  marche  «le  notre  pen- 
dule sur  le  temps  sidéral , d’après  les  hauteurs  ab>olues  de  Rigel  et  du  So- 
leil, nous  étions  en  éta^ d’assigner  l’heure,  la  minute,  la  seconde  mar- 
quées par  notre  pendiüp  à un  instarft  quelconcfpie  donné  du  temps  sidéral. 
Nous  avons  ainsi  conclu  l’heure  du  pas$tgj*  de  la  Polaire  au  méridien  supé- 
rieur en  temps  de  notre  pendule yJç  19  dWmbro  1808.  o^*ajm4^#,  et  en 
prenant  la  diilerenct  de  cett#  époque  à toutes  celles  de#oft£rvations  parti- 
culières, nous  en  avons  conclu  les  angles  horaires  de  ces  mômes  observa- 
tions, ou  les  valeurs  de  y'  rapporte»  » au  méridien  supérieur.  Connaissant^', 

, . . V . < f ain1  ÿ p\ 

nAaiD  «.v/Jana  ileliipminihLi  v dlniip  «In  II  A 1.11 1 p V aKa/ivia  aK.a. 


nous  avons  déterminé- la  vtfleur  du  facteur 

/ 


pour  chaque  obser- 


vation ; alors  nous  avons  pu  éaDuler- complètement  la  réduction  £,  et  le 
ealcut#’achève  ainsi  qu’il  suiw: 


• S 
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/ • ' • ^fHYSIQIir.  • 4^7 

^üjj  . K*. . . * . .'• 4 ,' 1 8‘  1 p 

logbclhift  VW?M8  " * '** 

é * ru  ■'(.'••  ■ - 

a^bserv.  . .V.  . ,.jj  ji$33\  r p * 

â4dM~àrf îs^c;*’  ••  *v». . 

Rôductioif  v r f-  y t 

. '•«■  ^ ImO  i Vqa"  ^*1  | 

,68 

l 

• ^ * * ?»  i» , / j^° 

ItçiTOclion  au  i^ériittCn  euustraciive  o..Y.  *£Î*  ■ vrV^^V»»r'  2qT,55 

Distance  méridienne  de  fYtejA?  au«énit^ .&  . . .*  3~° i5'37",7ei 

Distance^  polaire  de  l'étfiile^.  )M  .1 . ^ . .., . . a t^2'i8'',^) 

Distance  dn  pôle  lu  téi#tli  Dy  . . . . ; . .*. . :r  . . .V. . 3§*57/3f>',,1^ 

• latitude  a°*-o  *...^.4. 

m»  On  dans  le  vtritHhu  Suivant,  le  calcijJ  de  la  latitude,  ^ar  une 

• ajfeéfcratton  du  sçleil.  * m ê f 4 * 

' « 

v-  ’ ♦ U •rjÉ^jPV. 

• r *,/•  . * V. . ..  ^ 

vfA-  . 

v A * -V,  :,  .v  * 

• r t*  .N  v .*?  / u 

m • r-"-~3  T I*'  • ' •*  A • 

* . *• 

* • tf  V,4 

.*  > ■* . î*  •*  • , • <*•  . 

*.-•-»  t ‘ • 

- -r  „ s * 

. r*.  ' ♦* 

• ,.<>••*  « . ♦ * • 

. • • «* 

• * • * • 

. s» 

jU 

• • 
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Sur  la  latitude  de  l extrémité  australe  de * l’arc 

i J v % 

„ méridien  de  France  et  d'Espagne'. 

* v **y  • «t.VA  ^ • 4 

A*  * 

■ . f v 


|f> 


.AU;; 

Lorsque,  sur  la  demande  du  Bureau  des  Longitudes,  je  tus 
envoyé,  oaiis  l’année  1825,  en  Italie*’, ^en  lllyfie  et  ed  Espagne, 
pour  qpmpléter  les  observations  duépeudnje  suT  le  ,4  5" parallèle , 
et  sur  la  partie  espagnole  de  notre  aro  méridien.,  n|)  dcs-objets  de 
ma  mission,  et  celui  qui  .m’imposait  le  plus  de*  responsabilité , " 
c’était  de  profiter  de  mon  séjour  dans  l’île  de  Formentera , le  poitît 
le  plus  austral  de  notre  arc,  pour  réobserver  la  latitude  de  cette 
station.  A la  vçrité,  dans  le  preniifer  voyage  que  nous  avons  Jait, 
iNl.  Arago  et  moi  ^ en  Espagne,  dans, les  années  t8p;  et  1808", 
cétteJàtLtude  avait  été  mesurée  avec  des.sotns  et  une, persévérance* 
qui  devaient  bien  sembler  suffire,  et  que  je  ne  pouvais .espélfef, 
d’égiler  par  au  es  Seuls  efforts,  Car*  pendant  un  séjour,  où  dons 
Opérâmes  d’âbord  en  commun  avrc  le  commissaire -espagnol , 
\1.  Choix,  et  que  M.  Arago  prolongea'  encore  après  mon  départ 
pour  la  France  t il  avait  été  lait  soixante-huit  sériés  dqs  deux  pas- 
sages,  tant  Je  la  Polaira  que.dg  fi  de  la  petite  OuqSe,  comprenant* 
ensemble  près  de  quatre  mille  pîrservatiqns , flont  la  moyenne 
donnait  38" 3ç/ 5o",o2  pour  la  latitude  du  (loint  le  jilus  austral  de 
notre  arc  igéridien*-,  et  l*on  pouvail  bten  croire  quant  résultat  ainsi' 
établi  avait  toute  la  Vqrtitude  désirable.*  Mais,  malheureusement , 
à cette  époque,  on  n’avait  pas  encore  reconnu  que  les» cerclés  ré- 
pétiteurs les  plus  parfaits  sont  susceptibles  d’erreurs  constantes , 
en  vertu  desquelles  le  même  cercle,  érigé  avec  (ous  les  sQins  pos- 
sibles, peut  donner,  dans  une  même  station , de%Ji|tances  /.éni- 
thales  toujours  un  peu  trop  fortes,  ou  toujours  un  peu  trop  faibles. 
De  sortivque  ,,si  toulejj  ces  distances  sont  mesurées  dun  seul  c6ti* 
du  zénith,  IVtreur*onstante  qui  leur  est  commune» resté  tout  en- 
tière dans  leur  moyenne,  quel  que  soit  leur  nombre,  sans  qil’on 
pui^r  la  détruire,  ou  seulement  l'affaiblir  *cn  les  multipliant,  line 
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pareille  erreur  pouvait,  donc  exister  dans  notre  latitude  de  For- 
mentera,  puisque,  .selon  la  pratique  alors  usitée,  nous  n’avjpns 
observe  que  des  études  circoiupolaires,  afin  que  leurs  passades 
méridiens,  étant  pris  successivement  au-dessus  et  au-dessous  du 
pôle,  le  résultat  moyen  devînt  indépendant  des  petites  incertitudes 
que  l’on  aurait  pu  craindre  dans  leurs  déclinaisons  absolues.  Or, 
une  fois  notre  cercle  enlevé  de  la  station , nous  n’avions  aucun 
moyen  d’appréçier  l'étendue  de  l’erreur  qu’il  avait  pu  jeter  daijs 
notre  latitude  ,.ni  même  dans  quel  sens  il  l'avait  affectée;  et,  quoi- 
que l’on  dût  présumer  qu’elle  devait  être  fort  petite,  la  seule  pos- 
sibilité de  son  existence  sur  une  station  aussi  imporante  que  ^ex- 
trémité australe  «le  l’arc  mesuré,  introduirait  une- incertitude  du 
même  ordre  dans  l'évaluation  de  son  ampljtude  totale  qui  ctijit  le 
but  final  de  toutes  les  opérations  entreprises. 

Lé  moyen  de  corriger  cétte  erreur  se  tire  de  sa  nature  même. 
Puisque  le  cercle  donne  des  distances  zénithales  constamment  trop 
grandes  ou-trif^  petites,  si  Qn  l’applique  A des  étoiles  situées  au 
sud  du  æi)ith , e't  dont  la  distapce  polaire  soit  bien  connue , il  fera 
paraître  le  zénith  tppp  rapproché  ou  trop  éloigné  du  pôle;  mais  il 
produira  l'ajiparence  inversé  6i  on  l'applique  à des  rfoilcs^tfiiécs  , 
ati  nord  ck\'e  point.  \)pé  rant  donc  sttécessivement  dans  cés  deux 
sens  sur 'dés  étoiles  dont  Icsdiautcurs  et  l’éclat  soient  A peu  pr^s".. 
pareils , Mu  de  rendrd  plus  probable  l'égalité  des  erreurs  de  i'in- 
strumept  pviuc.' dis  couples  ainsi  choisis,  lenr  influence  se  compen- 
sera par  Opposition  dans  les  résultats  moyens,  et  la  latitude  déduite 
de  leur  somme  sera  exacte.  Mais. an  ne  seraqjlus  alors’’ indépen- 
dant des  incertitudes  qniyietivent  rester  dans  les'dçqlioaibons  ab- 
solues rapportées  dans  jes  cataloguett  d 'étoiles  ,\rotmnc  tin  finirait 
espérer  d&aFétre^n  n’eniploy.int  que  des  étoiles  circompolaires 
observées  au-dessus  çt  «au-dessous  du  pôle.  'Set  inconvénient , 
toutefois,  est  incomparablement  moindre -que*  ne' le  sdrçptdc  sofip-* 
çon  d’une  erreur  conjtapte  d<mt  ÎVtepdi^e  ,*  ainsi  que  de  sms  fe- 
raient «absolument  inconrtuS^sid  on  sc‘*bôrnait  A observer  d’un  seul 
côté  du  ^enith.  Car,  otrtre  la  peti  gesse  (les  incertitudes  rjpo  l’on 
peut  aujourd'hui  admettre  sur  lef  ptisitions  des  étoiles  qui  ont  ^té 
déterminas  dafks  les  principaux  observatoires  de  l'Europe,  avec 
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des  instruments  lixcs  tic  grandes  dimensions , les  astronomes  pa- 
raissent être  en  voie  de  m<  thodes  nouvelles  qui  les  feraient  com- 
plétement  disparaître;  et,  lorsque  les  éléments  rigoureux  des 
positions  auront  été  obtenus,  rien  ne  serft  plus  facile  qne  de  les 
introduire  dans  le  calcul  des  latitudes  déjà  observées,  -pour  leur 
donnei'  k dernier  degré  de  précision  qut?  ue  comportaient  pas  des 
données  \nvins  rigoureuses.  % 

Mais  , en  supposant  des  observations  de  distances  faites  ainsi 
Ses  deux  côtes,  du  zénith,  il  se  présenté  ejicore  un  autre  doute 
d’une  importance  très-considérable.  Les  cercles  répétiteurs  que 
l’on  peut  emporter , dans  des  voyagés  géodesiques,  sont  néces- 
sairement de  dimensittps  restreintes.  Celui  qui  m’a  servi  avait  été 
construit  par  M.  Garqbey  pour  le  Ôépôt  de  la  guerre  : son  dia- 
mètre était  de  i4  pouces,  ancienne’snêsure  ; il  était  ouf  d’une 
lunetterremarquable  par  l’exce|ience  fie  son  objectif,  lequel*  avec 
une  ouverture  notablement  plus  grande  qu’qfl  n’a  coututne.de 
l’admettre  pour  ces  instruments,  supportait  aussi  iin  grossissenumt 
plus  fort  que  l'ordinaire.  Mais,  malgré  ces  avantages jftpnis  à Ja 
boute  dy  la  construction  que  l'habillé  de  l’artiste  detail  lgii'c  sup- 
misér^  peut-on  espérer  que  des  instruments  d’un  si  ptUit  diamètre 
donneront  la  latitude  terminale  d pn  grand  anKdglneridien , gvÇc 
le  degré  de  précision  qu’exige  une  operation  parêjlie  , ét  que  l’on 
doit  atteindre  pour  présenter  (}es  résultats  accç’ptâbles^lans  |’état 
actuel  de  üastronqfnic^j  Je  crois  que  l'on  peut  répondre  affirmati- 
vement ï«jtteque$tiufij’<rtprè^im«’eprpuve  compa^tfvèque  nous 
avons  faite,  M.  Arqgo  et ’moi'ttèn  1 8 1 8 . à Dunkerque,  oii  nous 
avions. ite  envoyés  ppur  determilter  définitivement  ,1a  latitude  de 
celgéeiftréfnitCT>oi|éaJe  de  l’arc  méridien  de  fran^concurreininrtit  ■ 
avec  les  astronomes  anglais,  attachés  à ja  mesure  ds  l’arc  d’An- 
gleterre, qiîien  est  le  prolongement.  Ces, astronomes , d’ailleurs 
fort  liabiJe^’ol^erY.iiettt  lesttlisUnces  méridiennes  des  étoiles  avec 
ufcgrMid  seuteur  zenklial  de  Kamsden  , 1$  plus  parfait , le  plus  ad- 
mirabfc  Ses  instrumunts  connus,  ut  qni  a été  mallieureuserpènt  dé- 
truit d^ns  le  dernier  incendie  de  la  îourdeLondres.  Nousn’avions, 
n(his,  qu’un  ancien  cercle  réftètileur  debenoir,  quittait,  à la 
vérité,  d’asKz  grande  dimension  , niais  dont  les  détails  nous  dés- 
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espéraient  par  leur  manque  de,  perfection  , ou  ménie  par  des  acci- 
dents qu'il  nous  fallait  aussitoU'qparcr,  ayec  l’assistance  des  simples 
horlogers  de  la  ville.  Néanmoins,  iefotce  de  multiplier  les  mesures 
de  distances  des  deux  côtes  du  zénith , en  variant  le  plus  possible 
le  choix  des  étoiles',  et  les  cipconsfances  des  observations , nous 
parvînmes  à obtenir,  une  latirudo  qui,  ccnangee  avec  celle  des 
observateurs  anglais  , sans  aucune  qomhiunication  préalable,  se 
trouva  lui  être  absolument  identique  ; 'Résultat  que  ,“dans  la  tnqp 
juste  défiance  que  nous  inspirait  notre  instrument,  nous  aurions 
peut-être -aussi  difficilertlent  espéré,  qu’eux-mèmes  s’y  seraient 
peu  attendus.  Je  sens,'  tnieux  que  personne , la  grande  part  qu’il 
faut  attribuer,  dans  te  succès,  à la  rare  sagacité  d’observation  du 
collègue  auquel  j’étais  assôcié;  mais,  si  rien  ne  saurait  remplacer 
un  pareil  secours,  l’excellence  de  l’instrument  employé  peut  du 
moins  en  offrir  quelque  compensation,  en  rendant  les  difficultés 
moindres,  et  c’est  le  cas  où  je  me  suis  trouvé  à Formentera. 

'toutefois,  ne  pouvant  pas  méconnaître  la  responsabilité  que 
j’allais  encourir,  soit  que  je  trouvasse  uq,e  latitude  identique  à celle 
de  1 808 , ou  différente , je  cherchai  à m’aider  de  tontes  les  pré- 
cautions qui  pouvaient  assurer  le  nouveau  résultat,  qtlel  qu’il  pût 
être;  et,  tant  par  le  système  d’observations  auxquelles  je  m’arrêtai, 
que  par  divers  perfectionnements  que  je  pense  avoir  apportés  à 
l’usage  pratique  de  l’instrument,  j’ai  l’espérahce  d’y  être  parvenu. 

J’étais  assiste  dafns  ce  voyage  par  mon  fils.  Le  gouverrfement  du 
roi  avait  mis  à la  disposition  de  l’opération  la  goélette  la  Torche , 
commandée’  pafM.  Le  Goarant  de  Tromelin,  aujourd’hui  capitaine 
de  vaisseau  , qui  nous  combla  de  prévenances,  et  nous  aida  dé  tout 
son  pouvoir.  8e  secours  nous  donna  la  possibilité  de  transporter , 
sans  dommage,  de  France  à Lipari,  puis  à Formentera,  non-seu- 
lement  nos  appareils  du  pendule,  notre  cercle,  notre  lunette  mé- 
ridienç'e*,  mais  juSqu’à  de  gros  piliers  de  pierre  qui  lui  servaient 
*de  supports,  et  une  petite  cabane  disposée  pour  les  opérations  as- 
tronomiques» laquelle,  érigée  sur  le  sol  de  chaque  station,  nous 
offrait,  en  quejques  heures,  un  excellent  observatoire  tout  préparé. 
Arrivé  dans  l’ile  de  Formentera  , je  retrouvai  bientôt  les  mêmes 
bonnej^  gens  rfe.  lesquels  nous  avions  séjourné,  M.  Arago  et 


Digitized  1 


by  Google 


.9# 


\M  ROVOMIk 


4g2 


moi,  dix-sept  ans  auparavant.  Ils^ôus  codèrent  aussi  volontiers 
leur  humble  demeure,  tpi  .peu  étoqpps  que  nous  eussions  eu  besoin 
d’v  revenir;  et  grâce j l’activit#  de  notre  commandant,  ainsi  qu’à 
la  bonnb  volonté  de  tout  l'cqi^jpage, 'dès  le  lendemain  nous  étions 
installés  chez  eux.  On  oofmnehça  .aussitôt  les  observations  de  la 
mesure  du  temps;  puis ^dès  que  lés  horloges  furent  réglées,  on 
entreprit  les  mesures  dtf  pendule  et  de  la  latftudc,  qui  se  conti- 
nuèrent sans  "interruption  pendant  tftut  le  mois  de  juin  1825.  Un 
des  officiers  de  la  goélette,  M.  Denans,  aujourd’hui  capitaine  de 
corvette,  vint  partager  notre  solitude, -Jét  nous  préter^on  assis- 
tance, qui  nous  fut  très-utile.  Uuc  escofldde  dé  matelots,  dont 
faisaient  partie  le  charpentier  et  l'armurier  He  la  goclette,  resta 
près  de  nous  sous  une  tente , non  conifne  protection , ce  qui  eût 
été  tout  à fait  inutile,  mais  pour  dohs  aider  dans  nos  manœuvres, 
et  pour  effectuer  les  réparations  que  notre  observatoire  nomade 
pouvait  exiger.  Les  résultats,  donnés  par  les  expériences  du  pen- 
dule, ont  été  exposés  dans  le  tome  VIII  des  Mémoires  de  l’Acadé- 
mie , conjointement  avec  çeux  qui  avaient  été  obtenus  dans  les 
autres  stations , soit  du  parallèle , soit  du  méridien  prolongé  jus- 
qu’aux îles  Shetland.  Les  nouvelles  observations  faites  pour  déter- 
miner la  latitude  extrême  de  notre  arc  méridien  sont  donc  lés 
seules  dont  ils  me  reste  à parler. 

Le  point  central  ire  notre  ancienne  station,  celui  au-dessus  du- 
quel le  cérclc  répétiteur  avait  été  érigé,  était  inrfrqué  par  une  croix 
de  fer,  consacrée  par  l’évêque  d’Ivice,  et  quittait  restée  intacte 
sous  cetUfcproteclion.  Le  nouveau  cercle  fut  établi  tout  près  de  ce 
point,  dans  une  situation  plus  boréale  de  o",o4^  ; ’3e  stîltt?  tRnl. 
faudra  retrancher  cette  quantjté  de  la  nbuvel^  Initiale  poue  la 
réduire  à l’ancienne  statio^  Après  que  toutes  les  foctifirgti^ns  ne- 
cessaires eurent  été  effectuée-'  avêc  le  plus  grand  syiif,  on  pfoeêihi  ' . 

aux  mesures  de  distances  méridiennes  avec  d**  nés  prnmtions 
que  je  vais  indiquer.  0 

D’après  l’exactitude  que  j'avais  reconnue  auÿ  divisions  de  notre 
cercle,  dix  ou  douze  observations  d’un,  même  areseasuivant  sur 
son  limbe,  avec  la  lecture  initiale  et  finale  des  quatre  vermers , 
devaient  évidemment  donner  des  mesures  angulaires  imya-nnn 


Digitized  by  Google 


l'HYSlQUt'..  .J  1)3 

aussi  précisés  qu’on  pouvait  espérer  de  les  obtenir  par  une  appli-  • 
ration  plus  prolongée  de l’ instruisent,  dans les'rfiêmes  circbnstances 
atmosphériques.  Je  .m’astreignis  «jonc  à ne  pas>  étendre  les  séries 
partielles  beaucoup  an  delà  dé  ce  nombre  déVouples,  en  profitant 
de  leur  brièveté , pour  les  reitérer  davantage  sur  des  étoiles  diffe- 
rentes, dans  des  circonstances  diverses , tant  de  nuit  que  de  jour , 
de  manière  qu’elloa  se  trouvassent  chaque  fois  en  correspondance 
des  deux  côtés  du  zPnith.  Pour  les  observations  de  jour  , je  calcu- 
lais d’avancé  impositions  azi  muta  les  du  limbe  , et  lés  directions 
zénithales  de  ia  lunette  qui  correspondaient  aux  diverses  époques 
auxquelles  j’esperÿrskiistri’étoile  ; et  la  lunette  était  si  perçante  que 
j’ai  pu  ainsi  observer  Rigt4  et  Sirius  au  méridien,  le  tcr  juillet, 
lorsque  le  secofftl  de  cts  astres  prêfcédait  à peina  le  soleil  à midi. 
Je  n’avais  teiTté  PeU^preuve  insolite  que  pour  constater  la  puis- 
sance de  rftstrpmçffiçppt  pour  connaître  les  amplitudes  extrêmes 
d’erreurs  qua»l’on  pouvait  avoir  iycj  atn dre  en  se  plaçant  dans  les 
circonstances  d’observation  les  plus  défavorables  : car,  à ces  heures 
du  jour,  le'thermdpiètre*s’élevaif‘,  dani  notre  calfane  , jusqu’à  3o° 
ou  même  3£".çeuligrude^*  Kt,  quoique  l’on  prit  toutes  sortes  de 
soins  pour  faire  cqgnnnvrriqucr  aussi  librement  que  possible  l’air 
intérieur  avec  celui  du  dehors,  les  étoiles  observées  alors  étaient 
agitées  et  voltigeantes  comme  une  liîmée;  aussi  ne  pus-je  obtenir , 
pour  chacune  djclles,  qu’un  seul  toupie  d'observations , ou  deux 
au  plus,  dans  quatre  essais  ainsi  tentés.  C’est  pourquoi  je  ne  lésai 
pas  fait  concourir  à la  détermination  de  la  latitude;  mais  je  les  ai 
cependant  calculées  et  rapportées  avec  les  autres  pour  le  but  que 
j’ai  tout  à l’heure  indiqué.  Car,  lorsque  Uon  compare  ces  courtes 
séries  entre  elles , pour  une  même  étoile,  leurs  écarts  ne  sont  pas 
tels  qu’on  dût  les  exclure  dans  des  observations  ordinaires,  puis- 
qu’ils atteignent  à peine  i"  autour  de  leur  moyenne;  et  je  ne  me 
crois  en  droit  de  les  rejeter  que  parce  que  .toutes  les  sériés  faites 
dans  des  circonstances  moins  exceptionnelles  , n’ont  offert  que  des 
écarts  beaucoup  moindres,  par  l’effet  de  précautions  que  j’expli- 
querai dans  un  moment.  Le  nombre  total  de  sériés  obtenues,  tant 
de  nuit  que  de  jour,  permet  d’ailleurs  ce  choix  ; car  elles  s’élèvent 
à 86  comprenant  1094  observations,  dont  je  négligé  seulement 
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* 1 4 de  ne  genre.  T -es  déclinaisons  (les  étoiles  circompolaires  offrant 
aujourd'hui  peu  d'incertitude,- on  n’en  a observe  que  trois,  savoir: 
la  Polaire  inférieure  de  jour,  avec  (iet  y de  lu  petite  Ourse  supé- 
rieures de  nuit.  Mais*  les  déclinaisons  au  su<bdu,zénith  étant  moins 
certaines,  on  a fait  concourir  de  ce  côté  à la  détermination  de  la 
latitude  huit  étoiles  différentes,  savoir  : $ , n et  Ç d’Ophinehus, 
a de  la  Vierge,  p'  du  Scorpion,  6 du  Centaure*,  Antarès,  et  a du 
Verseau,  les  unes  observées  de  nuit,  Jes  autres  (Je  jour.  Pour 
celles-ci,  orf  les  prenait  toujours  à de  grands  intervalles  avant  ou 
après  midi,  de  manière  que  le  soleil  ne  f<*aj^pât»point  le  cercle,  et 
qu'il  se  filt  établi  préalablement  une  libr^tircdl^tion  entre  l’air  in- 
térieur de  la  cabane  et  l’air  du  (jehors.*  ’ _ 

La  pratique  habituelle  du  chrçle  répetifhir  est  sujette  à deux 
genres  d’erreurs , à la  vérité  très-petites  , que J’on  lâche  toujours 
soigneusement  d’éviter,  jil  dont  l’effet  .ioéjlféutel,esr'*de  nature  à 
s’entre-détruire  dans  un  gAnd,  nombre  d'observuthms  faites  des 
deux  côtés  du  zénith.  Mai#je  sjns  parvenu  â les  rendre  tout  à fait 
nulles  individuellement;  et  il  en  jyst  résisté  , siitre  les.-séries  rela- 
tives aux  mèmrt  étoijes',1  une  concordance  tefte  qu>n,ne  l’obtient 
pas,  je  crois,  plus  parfaite,  en  opâfeiL.qjrec  des  instruments 
fixes  d’une  grande  dimension  ; car  l’écfrt  de  ces  séries  autour  de 
leur  moyenne  atteint  très-rarement  i". 

La  première  de  ces  causes  'd’erreur,  et  la  plu*  facile  à éluder, 
provient  du  défaut  d’horizontalité  du  fil  transversal  sur  lequel  on 
amène  l’étoile  dans  les  deux  observations  consécutives  qui  com. 
posent  chaque  couple.  Quelque  soin  que  prenne  l’artiste  pour  ren- 
dre ce  fil  perpendiculaire  au  limbe,  il  lui  est  toujours  quelque 
peu  oblique.  Cela  oblige  à placer  l’étoile  sur  un  même  point  phy- 
sique de  sa  longueur  dans  les  deux  observations  ; ce  que  l’on  réa- 
lise avec  une  approximation  suffisante,  en  l'amenant  toujours 
très-près  du  centre  du  réticule,  et.  du  même  côté  de  ce  centre, 
relativement  au  limbe.  Mais  il  est  difficile  de  ne  pas  faillir  quelque- 
fois à cette  condition  de  correspondance  dans  un  très-grand  nom- 
bre d’observations  pareilles,' surtout  lorsque  les  accidents  de  l’at- 
mosphère y jettent  des  intermittences , ou  forcent  à les  précipiter  ; 
ét  alors  f inégalité  de  hauteur  des  deux  points  du  fil  sur  lesquels  on 
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a plaie  lW'toi|e  daris  uajiièine  couple  ,®5e  reporte  tout  entière 
cotnaioierreiir  dans  l’arc  paiciiqm  sur  Iç  liiflHc  divisé^  On  périt 
évite* *  ce 'danger  «if  rendant  le  fil  tr.ansvèr4.“  rigouri^isement  per- 
pendiculaire au  limbe,  four  cela  , mettez  d’aboVd : Taxe  de  rota- 
tion de  I jnstrmnVnt , et  Je  limbe  lui-m'éme,  dans  oue  parfaite  ver- 
ticalité/de  sorte  qu’en  tournait  celui-ci  dans  tous  les  azimuts 
autour  de  Taxe,  les  niveaux  et  le  fil-à-plomb  suspendu  aux  pinces 
régulatrices  (*)  ne  manifestent  aucune  variation  appréciable.  Ceci 
constaté/dirigez  la  lunette  du  limbe  vers  un  point  fixe  très-dis- 
taui,  sittfé  près  de  l’horizon,  et  place* ce  point  sur  le  fil  transver- 
sal  tout  près  iju  centre  du  réticule  d’un  côte  on  de  l’autre;  puis, 
faites  mouvoir  azimutalemcnt  le  limbe  par  ses1  vis  de  rappel  , de 
droite  à gauche  et  de  gauche  à droite,  de  manière  que  le  point  de 
mire  parcoure  successivement  les  deux  moitié^  du  champ  appa- 
rent. Si  le  fil  transverse  est  exactement  horizontal , et  si,  en  outre, 
il  est  compris  dans  un  plan  diamétral  commun  h l’oculaire  et  à 
l’objectif,  comme  il  devrait  l’étre  à"  la  rigueur , l’objet  le  suivra 
toujours,  et  continuera  de  s’y  projeter  dans  toute  l’étendue  du 
champ,  Sj  le  fil  est  seulement  horizontal , mais  situé  hors  du  plan 
diamétral  du  système  optique , ce  qui  est 'le  cas  le  plus  «rdinaire  y 
le  point  de  mire , amené  d’abord  en  coïncidence  avec  lui  au  centre 
du  réticule,  le  quittera  dans  le  mouvement  azimtttal , et  s’en  écar- 
tera progressivement  de  quantités  égales  à des  distances  égales  du 
centre  ; au  lîeu  que  ces  écarts  seront  inégaux  et  de  sens  contraire 
des  deux  pûtes  du  rentre,  lorsque  le  fil  aura  quelque  obliquité. 


• » 

(*)  Ce»  pinces  doivent  être  à retournement,  et  munies  de  rappel»  qui 

permettent  de  «transporter  le  point  de  suspension  dn  fil- à-plomb,  et  le 
point  où  U vient  battre,  l’un  et  l'autre  perpendiculairement  an  plan  dq 
limbe,  de  manière  6 vérifier  l’exacte  verticalité  de  colui-ci,  en  échangeant, 
cc§  points  après  l'avoir  fait  tourner  sur  lui-même,  comme  ]o  l’ai  explique 
dans  la  page  jag  de  ce  volume.  Pour  rendre  celle  épreuve  plus  ^exacte,  je 
fais  porter  les  divisions  auxquelles  le  fil  s'applique  , sur  un  appareil  excen- 
trique en  forme  de  double  X?  qui  permet  de  mettre,  eoir»  les  points  d£ 
suspension  et  de  battemeul,  un  intervalle  au  moins  double  duaiiumètie 
du  limbe.  J'emploie  aussi  pour  fil  un  simple  (il  de  cocon,  auquel  est 
suspetadu  un  très-'petit  poids.  De  cette  manière  on  peut  apprécier  jusqu’à 
des  secondes  par  le  retournement  rc itéré 
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On  pourra  donc  le  rendre  horizontal  tu  tournant  peu  a peu  le 
réticule  jusqu'à  ce  «pie  jevcaraS|èp;s  tlê  symétrie  soient  réalises. 
Alors,  sit'orf  place  le  poijit  île  flffe  sur  tint1  des  Jextremilés  (lu  fil , 
située  à l’un  3esi bonis  du  champ,  il  devra  se  retrouve^  enéore  Sur 
le  lil  quanti  or  lc.fera  passer  au  bord  oppose  ; ef*  entre  ces  coïn- 
cidences extrt-îhes , il  s’éraifpra  progressivement  du  lil  dans  un 
nftmeseAs,  suivant  une  conrbe  symétrique  autour  du  centre  du 
réticule,  laquelle  courbe  deviendra  conséquemment  horizontale  de 
part  et  d’autre  de  ce  point,  jusqu’à  une  distance  «Taillant  plus 
' grande  que  son  maximum  d'ecarl  sera  moindre.  Donc  , si  A plaque 
qui  porte  le  réticule  adfnet  un  petit  mouvement  dansle  sens  verti- 
cal , il  ny  aura  qu'à  rcntlre  cet  écart  tout  à fait  nul,  après  avoir 
établi  l’horizontalité  du  (il  par  la  condition  de  symétrie  que  je  viens 
d’expliquer,  et  le  point  de  mire,  placé  sous  le  fil,  le  suivra  pen- 
dant le  mouvcmAt  aziriiulal  dans  toute  l’étendue  du  champ. 
Lorsque  ces  conditions  seront  rgniplies,  il  deviendra  indiffèrent 
d’amener  les  étoiles  sous  le  fil  transversal,  d’un  coté  ou  de  l'autre 
du  centre  du  réticule  dans  les  observations  de  chaque  couple, 
pourvu  qu’on  les  place  toujours  très-près  *le  ce  centre,  ppur  ne 
pas  trop  l«;s  écarter  de  l'uxe  optique.  Et  si,  après  ces  dispositions 
préliminaires  ,’on  a encore  soin  de  placer  l’étoile  dii  même  côté 
physique  du  centre,  comme  on  le  fait  habituellement,  l'omission 
accidentelle  de  celte  condition  ne  produirait  qu'une  erreur  sans 
importance  dans  les  résultats  définitifs. 

Dans  le  cercle  répétiteur  de  M.  Gambey  qui  avait  été  mis  à ma 
disposition,  la  plaque, métallique  sur  laquelle  étaient  attachés  les 
fils  du  réticule  n'était  pus  mobile  parallèlement  au  limbe.  Mais 
après  que,  j’eus  amené  le  fil  transversal  à l'horizontalité,  parle 
procède  expérimental  expliqué  tout  à l’heure,  je  trouvai  que  la 
courbe  symétrique  décrite  par  le  point  de  mire,  en  passant  des 
extrémités  du  fil  au  centre  du  réticule,  ne  s'écartait  du  fil,  dans 
sa  flèche  centrale,  que  de  11",  4;  de  sorte  qu’en  la  considérant 
comme  circulaire  vers  cette  partie  de  son  cours , le  défaut  d’horizon- 
talité résultant  de  sa  courbure  n’aiterait  pas  les  distances  zénithales 
de  de  seconde,  aux  plus  grandes  distances  du  centre  qù  je 
voulusse  jamais  opérer  les  bisscctions.  Ceci  put  être  complètement 


Digitized  by  GoogI 


PIIYSIQ1IK.  4*)7 

vérifié  sur  le  ciel  même;  car  lorsqu'on  avait  amené  la  Polaire  sous 
le  fil  transverse,  près  du  centre  du  réticule,  au  moment  de  son 
passage  au  méridien,  si  l’on  venait  à faire  mouvoir  azimutalement 
le  limbe , elle  continuait  de  suivre  le  fil,  en  restant  bissectée  de 
part  et  d’autre  du  centre,  jusqu’à, des  distances  sans  comparaison 
plus  grandes  que  celles  où  il  aurait  été  convenable  de  l’observer. 
On  conçoit  que,  pour  cette  épreuve,  le  plan  du  limbe  doit  être 
amené  à une  exacte  verticalité.  Mais  toutes  mes  observations  ont 
etc  faites  en  m’astreignant  à cette  condition;  et, telle  était  la  stabi- 
lité de  notre  établissement , qu'après  y avoir  assujetti  le  cercle  il 
ne  s’en  écarta  jamais  que  de  quantités  à peine  sensibles , que  j’avais 
constamment  soin  de  rectifier  au  commencement  des  séries  de 
chaque  jour,  lorsque  je  leur  trouvais  accidentellement  quelque 
valeur. 

Cette  exacte  horizontalité  donnée  au  fil  transversal  m’a  servi 
pour  éviter  l’autre  cause  d’erreur  bien  plus  importante  , qui  me 
reste  à décrire.  Le  cercle  répétiteur  que  j’employais  était  à niveau 
fixe,  c’est-à-dire  que  le  grand  niveau  parallèle  au  limbe  était  porté 
par  l'axe  de  rotation,  et  le  limbe  s’y  rattachait  dans  chaque  obser- 
vation impaire  en  s’appliquant  par  des  vis  de  serrage  contre  une 
plaque  verticale  tenant  à cet  axe,  lequel  n’avait  lui-meme qu’une 
médiocre  longueur.  Or,  quand  on  l'avait  ainsi  fixé,  après  avoir 
amené  l’étoile  dans  le  champ  de  la  lunette,  lorsqu’on  faisait  mou- 
voir ensuite  la  vis  de  rappel  pour  opérer  la  bissection  , quelque 
délicatesse  que  l’on  s’efforçât  de  mettre  à la  tourner,  sans  la  pousser 
en  avant  ni  la  tirer  en  arrière , la  bulle  du  niveau  prenait  presque 
toujours  une  position  tant  soit  peu  différente  de  celle  qu’elle  re- 
prenait quand  la  main  abandonnait  la  vis  au  moment  où  l’on 
notait  le  temps;  et  un  effet  tout  pareil  se  produisait  dans  les 
observations  paires  quand  la  main  touchait  ou  quittait  la  vis  de 
rappel  de  la  lunette  ; comme  si  le  seul  contact , quelque  léger  qu’on 
s’efforçât  de  le  faire,  imprimait  toujours  une  très-petite  flexion 
dans  le  sens  vertical  à l’ensemble  de  l’instrument.  Mon  fils,  qui 
suivait  constamment  le  niveau,  m’avait  averti  de  ces  mouvements 
qu’il  avait  déjà  remarqués  dans  nos  précédentes  stations  ; et  il 
appliquait  avec  raison  à chaque  distance  zénithale  la  division  à 
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laquelle  la  bulle  du  niveau  s'était  fixée  avant  que  la  inain  quiit.lt 
la  vis  de  rappel.  Mais  je  pensai  que  les  observations  deviendraient 
plus  sûres  si  l’on  évitait  complètement  de  pareils  effets;  et  la  rigou- 
reuse horizontalité  donnée!  au  fil  transversal  m’en  fournit  un 
moyen  bien  simple.  Car,  me  trouvant  alors  seulement  astreint  à 
opérer  les  bissectiuns  très-près  du  centre  du  réticule  et  d'un  mcine 
côté  de  ce  centre,  mais  nullement  au  pièmc  point  physique  du  fil, 
j’amenais  l’étoile  avec  la  vis  de  rappel  non  sur  le  fil  même  , mais 
sur  son  bord  supérieur  ou  inférieur,  selon  qu’elle  descendait  ou 
qu’elle  montait  en  apparence  , me  servant  du  mouvement  azimutal 
pour  la  mettre  suffisamment  près  du  centre  ; puis  je  quittais  la  vis 
de  rappel,  et,  lisant  le  temps  sur  l’horloge,  j’attendais,  eh 
comptant  les  secondes , que  la  bissection  se  fût  rigoureusement 
opérée  dans  l’état  de  liberté  de  l'instrument;  après  quoi  la  division 
du  niveau  où  la  bulle  se  fixait,  depuis  que  je  l'avais  abandonné , 
s'appliquait,  sans  aucun  doute,  à la  distance  zénithale.  Or,  le  ré- 
sultat de  cette  pratique  fut  de  faire  disparaître  ces  discordances 
inexplicables  que  tous  les  observateurs  sincères  reconnaissent  avoir 
accidentellement  éprouvées  entre  les  sériés  d’une  même  étoile  en 
faisant  usage  du  cercle  répétiteur,  et  de  réduire  leurs  écarts  aux 
limites  d'oscillations  restreintes  que  l’on  ne  peut  éviter  même  avec 
de  grands  instruments  fixes.  Cela  peut  se  vérifier  à l’aide  du  tableau 
général  annexé,  sous  la  lettre  C,  à la  fin  de  ce  Mémoire,  lequel 
contient  les  résultats  successivement  obtenus  par  toutes  les  séries 
observées  sans  aucune  exception.  Pour  cela,  j’en  ai  extrait  les 
sériés  relatives  à chaque  étoile , qui  avaient  été  obtenues  tant  avant 
qu’après  cette  modification,  puis  je  lésai  rassemblées  par  groupes, 
en  séparant  ces  deux  phases  ; et  j’ai  calculé , pour  chaque  groupe, 
les  écarts  partiels  de  chaque  série  autour  de  la  latitude  moyenne 
donnée  par  leur  ensemble , afin  que  ces  écarts  fussent  indépen- 
dants des  positions  absolues  attribuées  à chaque  étoile.  Les  résul- 
tats ainsi  obtenus  sont  réunis  à la  fin  de  ce  Mémoire  dans  le 
tabli.ui  I)  (*)-  Kn  examinant  d’abord  les  effets  de  cette  bissection 


J’ai  efleclué  la  unification  tir  l'horizontalité  iln  (il  transversal,  le 
xo  juin  , avant  les  séries  île  ce  jour , et  j'ai  marqué  alors  sur  ie  registre  la 


Digitized  by  Google 


t’HYSlQUk. 


sur  les  qtialor/.e  premières  séries  qui  ont  été  faites  avee  de  grands 
soins,  mais  en  touchant  rinstrimieut , comme  à l’ordinaire  , on  y 
trouve  des  amplitudes  d’écart  qui  s’élèvent  deux  fois  à ± i ',7, 
les  autres  restant  toutes  au-dessous  de  cette  limite.  Cela  ne  pa- 
raîtra pas  bien  extraordinaire,  si  l’on  considère  que  l’on  rencontre 
des  écarts-île  cet  ordre  entre  des  séries  beaucoup  plus  prolongées 
de  la  Polaire,  observées  autrefois  par  M.  Arago  à cette  même  sta- 
tion, lesquelles  sont,  je  crois,  les  plus  parfaites  qui  aient  jamais 
été  obtenues  avec  le  cercle  répétiteur,  parmi  celles  que  leurs  au- 
teurs ont  fidèlement  rapportées.  Mais,  dans  les  66  séries  posté- 
rieures à la  rectification,  pour  lesquelles  l’instrument  a été  tout  à 
fait  libre,  les  écarts  qui  atteignent  1"  sont  des  exceptions  très- 
rares.  Car,  en  les  relevant  individuellement  pour  lgs  observations 
faites  , tant  de  nuit  que  de  jour,  on  en  trouve  d’abord  du  côté  du 
nord  , sur  33  séries,  seulement  6 ayant  les  valeurs  partielles 
suivantes  : 


— l",i27  j 

-H  « . 347  j 

— 1 , 060  5 

— 1 » 094  ) 

-+- 1 , 086  ) 
-+- 1 , 018 


p petite  Ourse  supérieure  : de  nuit,  12  séries. 


7 petite  Ourse  supérieure  de  nuit,  10  sériés. 

Polaire  supérieure  : de  jour,  1 1 séries.  L’écart  porte 
sur  une  série  d’un  seul  couple. 


Dans  les  trente-trois  séries  faites  du  côté  du  sud  , les  écarts  qui 
atteignent  1"  ne  se  présentent  que  deux  fois,  et  seulement  pour 
deux  séries  de  jour  de  a de  la  Vierge,  dont  une  ne  contient  qu’un 


facilite  qui  en  résultait  pour  opérer  1rs  bisscctions.  C’est  pourquoi  j’ai  sé- 
paré en  deux  groupes  distincts  les  séries  faites  avant  et  après  cette  époque. 
Car  j’ai  commencé  dès  lors  à noter  la  seconde  dans  l’étal  de  liberté  de  l'in- 
strument, quoique  je  n’aie  consigné  le  detail  du  procédé  d'observation  sur 
le  registre  que  trois  jours  plus  tard.  Toutefois,  n'ayant  dans  le  second 
groupe  qu'une  seule  série  d’Antarès  faite  le  10,  c’est-â-dirc  le  jour  même  de 
la  rectification  , je  l’ai  jointe  à ses  analogues  du  premier  groupe  dont  elle 
ne  s'écarte  pas  sensiblement. 

3a.. 
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seul  couple,  l’autre  <|uatre.  Leurs  valeurs  sont  : 

Pour  la  série  d’un  seul  couple....  -+-2",36i; 

Pour  la  série  de  quatre — i , 570* 

Comme  je  n’avais  que  six  séries  de  cette  étoile  , je  n’ai  pas  cru 
devoir  rejeter  ces  deux-là  , d'autant  que  leurs  écarts  sont  de  sens 
contraires,  et  que  ceux  des  quatre  autres  séries,  autour  de  la 
même  moyenne,  sont  fort  au-dessous  de  1".  Mais,  de  ce  même 
côté  du  zénith,  j’ai  exclu  , par  scrupule  , une  série  de  Ç Ophiuchus 
qui  contenait  pourtant  dix  couples  observés  dans  les  circonstances 
les  plus  favorables , parce  que  j’ai  trouvé  marqué  sur  le  registre 
que  j’avais  par  mégarde  heurté  la  lunette  avec  la  tète,  et  consé- 
quemment (■branlé  tout  l’instrument,  en  passant  de  la  dix-neuvième 
à la  vingtième  observation.  L’écart  de  cette  série  autour  de  la 
moyenne  relative  à la  même  étoile  n’était,  à la  vérité,  que  de 
-f-  t",434,  mais  elle  rendait  les  autres  écarts  trop  uniformément 
négatifs,  pour  qu’on  ne  dût  pas  légitimement  suspecter  que  l’ac- 
cident mentionné  y avait  eu  quelque  influence.  Au  reste,  j’en  ai 
rapporté  le  résultat , conjointement  avec  ses  analogues , de  sorte 
que  l’on  pourra,  à volonté , en  faire  ou  n’en  pas  faire  usage.  L’ac- 
cord remarquable  des  séries  entre  elles,  pour  chaque  étoile,  de  ce 
côté  du  zénith , prouve,  avec  évidence,  que  les  erreurs  des  tables 
de  réfraction  sont  peu  à craindre,  même  pour  d'assez  grandes  dis- 
tances zénithales,  quand  on  opère  sous  un  beau  ciel,  dans  un  ob- 
servatoire qui  communique  librement  avec  l’air  du  dehors , comme 
notre  cabane,  et  sur  un  plateau  de  peu  d’étendue,  isolé  au  milieu 
de  la  mer,  comme  l’était  notre  station. 

Pour  mettre  en  évidence  la  réalité  du  perfectionnement  relatif 
qui  résulte  du  mode  d’observation  que  je  viens  d’indiquer,  je 
prendrai  comme  épreuve  comparative  les  observations  de  latitude 
faites  par  le  colonel  Brousseaud , assisté  de  M.  Largeteau  , dans  les 
stations  extrêmes  et  intermédiaires  du  45e  parallèle,  avec  un  cercle 
répétiteur  construit  aussi  par  M.  Gamhey,  et  ayant  18  pouces  de 
diamètre , de  sorte  qu’il  était  plus  grand  que  celui  dont  j’ai  fait 
usage.  J’extrais  ces  observations  de  son  ouvrage  intitulé  : Mesure 
du  parallèle  moyen.  Je  les  choisis  parce  que  le  colonel  Brousseaud 
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était  connu  comme  un  observateur  habile 

: , soigneux  , patient,  et 

surtout  sincère.  J’en  extrais,  dans  chacune  de  ces  stations,  des 

groupes  de  séries  observées  au  nord  ou  au 

sud  du  zénith , sur  une 

même  étoile,  en  assez  grand  nombre  pour 

• qu’on  puisse  bien  voir 

l’ordre  habituel  de  leurs  écarts,  que  je  relève  seulement  lorsqu'ils 

atteignent  i",  soit  en  [dus,  suât  en  moins, 

autour  de  leur  moyenne 

totale. 

Première  station  la  plus  occidentale  , la  Ferlanderie.  Il  a été  fait 

97  séries  de  la  Polaire  par  vision  directe; 

les  écarts  qui  atteignen  t 

i"  sont  au  nombre  de  dont  voici  les  valeurs  distribuées  selon 

jeur  signe  propre  : 

Positives 

.Négative* 

* -+-  i ,35 

0 

— <,«7 

1 , lo 

3 ,85 

3,56  ' 

3, <7 

. - ' 3,13' 

1 ,3 1 

i ,atP 

4,88 

i ,oa 

a, 87 

a , KJ 

3,65 

<,57 

>,4- 

1 .5  < 

1 .65 

4,13 

3,56 

i ,68  ÿ 

',19 

1 ,«7 

' 3,o3 

a,  <9 

*,94 

a,3o 

1,67 

‘.45 

1 ,8u 

a,4< 

1,75 

a, 94 

1 ,o5 

i,8u 

* >67 

i ,3o 

a,  «4 

a ,4'J 

* ,°3 

a, 64 

* ,a6 

1 *^°  Somme  de»  . — 4^»^i 

I.QJ 

* 

- 1 .4*) 

Soin  me  des  u5. . •+-  48, 3o 

La  somme  des  écarts  positifs  de  est  ordre  étant  presque  égale  à 
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la  somme  des  négatifs,  la  laLitudc  moyenne  n’en  est  pas  sensible- 
ment influencée;  mais  leur  fréquence,  et  leurs  amplitudes  indivi- 
duelles, excèdent  beaucoup  ce  que  l'on  obtient  avec  l’instrument 
libre.  Le  nombre  des  couples  de  chaque  série  a varié  depuis  5 
jusqu’à  1 1 . 

Voici  maintenant  tous  les  résultats  partiels  de  20  séries  de  ad’O- 
phiuchus,  faites  par  le  même  observateur,  dans  la  même  station.  Je 
les  prends  comme  exemples  de  séries  au  sud  du  zénith  : le  nombre 
des  couples  de  chaque  série  a varié  de  6 à .10. 


Résultats  partiel*. 

Kicèf  sur 

la  moyenne 

U 

H 

37. .(5 

-+- 

0 ,08 

4- 

1 ,u 

38,65 

4- 

0,78  * 

3:.!W 

— 

0,1*2 

i,33 

37,07 

— 

0,80 

3(1,43 

— 

>44 

3‘).9Î 

4- 

2,07 

36,  cm) 

— 

i,»; 

35, 

— 

1 ,42 

35,78 

— 

2. «J 

— 

°,4i 

3" .V) 

— 

0,38 

40. 33 

T<  4- 

3,5a 

33,3. 

4- 

o,44 

39,5a 

4- 

1 ,05 

37,2) 

— 

0,63 

38, 40 

4- 

o,53 

— 

1 ,oO 

38,4*2 

4- 

0,55 

• • • 113 

Résultat  moyen..  3 7,872 

Les  vingt  séries  présentent  1 1 écarts  supérieurs  à 1"  en  plus  ou 
en  moins  , sur  lesquels  3 surpassent  2". 

Ces  observations  sont  assurément  forf  bonnes,  et  leur  résultat 
moyen  est  très-sûr,  mais  la  fréquence  des  écarts  supérieurs  à 1", 
et  leurs  amplitudes  totales,  dépassent  encore  beaucoup  ce  que  l’on 
obtient  avec  le  nouveau  procède. 
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Les  observations  fai  les  avec  le  même  cercle  à la  station  interme- 
diaire d’Opmes,  et  à l'orientale  dn  Monceau  , présentent  desécarts 
analogues  entre  les  sériés  des  mêmes  étoiles,  obtenues  par  vision 
directe,  tant  au  nord*qtt*au  sud  du  v.énîth.  J’ai  jugé  inutile  de  les 
rapporter  en  detail.  Dans  (Tes  deux  dernières  stations  le  colonel 
Brousseaud a observe  aussi  ht  Polaire  par  réflexion  sur  un  horizon 
de  Mercure,  et  J es  ségiesKunsi  effectuées  offrent  un  accord  beaucoup 
plusgrand.quoiqne  non  pas  supérieur-à  celui  que  b- nouveau  ijiodi 
d’observjitioft'nous  a donne.  Toutefois,  je  regrette  do  n’avoir  pas 
employé  coocurrciRiucnt  ce  procédé,  où  l’on  doit  présunier^qtiç 
l’eireifr  constante  dtt  cercle  se  détruit  immédiatement  dans  chaque 
passage  de  fà  vision  directe  à la  vision  réfléchie."  Mais  dn  pouvait 
alors  le  bruire  moins  facile  et  moins  expéditif  que  M,  Brousscaud 
ne  l'atteste  et  ne  ie  prouve  dans  sôh  ouvrage,  qui  a été  publie 
quatorze abs  après  mon  voyage  à Formcntcra. 

La  méthode  d'observation  avec  l'instrument  libre  que  je  viens 
de  décrire  typurrait  donner  lieu  à un  soupçon  d’erreur  qu’il  im- 
porte de  dissiper.  Comme  ou  attend  que  la  bissection  m’opère  par 
le  seul  effet  du  mouvement  •ascensionnel  ou  descensiounel  de  |’e- 
toile,  l'observation  se  fait  avec  la  même  facilité  (pie  dans  les  pas- 
sages à la  lunette  méridienne,  et  précisément  de  la  même  manière 
Or,  on  sait  que  tous  les  observateurs  "ne  rapportent  point  ces  pas- 
sages au  même  instant  physique.  Les  uns  le  fixant  relativement 
plus  tôt,  d’autres  relativement  plus  tard,  soit  par  l’effet  de  l'orga- 
nisation individuelle  de  l’œil,  soit  par  la  préoccupation  de  l'esprit 
qui  doit  à la  fois  suivie  rctoilc  et  compter  le  temps,  comme  M . Arago 
l'a  constate  en  variant  les  uryoftstanccs  de  cette  appréciation  peur 
un  même  observateur.  On  pourrait  donc  craindre  qu’une  pareille 
différence  d’appréciation  pe  se  produisît  dans  Tes  distances  zéni- 
thales , quand  on  laisse  la  bissection  s’opérer  spontanément  par  le 
mouvementée  l'étoile*,  ce  qui  reviendrait  à mettre  celle-ci  constam- 
ment un  peu  trop  haut1  ou  un  peu  trop  bas,  selon  le  sens  suivant 
lequel  elle  traverse  le  fd.  Mais  d’abord , dans  les  observations  de 
distances  méridiennes,  le  mouvement  ascensionnel  ou  descension - 
ncl  de  l’étoile  étant  très-lent , l’instant  de  la  bissection  spontanée 
est  moins  important  à fixer;  et  la  différence  individuelle  d'appre- 


Digitized  by  Googli 


ASTRONOMIE 


5o4 

ciatipn  paraît  devoir  en  devenir  moindre.  Puis,  comme  lesséries 
s’étendent  ordinairement  des. deux  côtés  du  méridien,  l’erreur, 
quelle  qu’elle  so  i G change  de  signe  avant  et  après  le  passage  de 
l’étoile  dans  ce  plan , ce  qui  en  doit  affaililirTcffet  final,  par  com- 
pensation , dans  chaque  série,  entière  ainsi  répartie.  L'accord  re- 
marquable des  résultats  obtenus  pour  clinquç  étoile , en  employant 
cette  méthode,  confirme  les  deux  considérations  précédentes  dans 
leur  ensemble  ; mais  elles  se  trouvent  aussi  vérifiées  séparément 
par  les  observations  de  la  Polaire  de  jour  laites  le  23  juin.  Car  ce 
jour-là,  vers  Ifc  milieu  de  la  série  , il  me  passl  pard’esprit  le  scru- 
pule, probablement  mal  fondé,  que  je  n’avais,  pas  lu  les  quatre 
verniers,  mais  seulement  un  seul , en  plaçant  d’avance  l’alidade 
sur  le  point’du  limbe  ocelle  devait  être,  selon  mon  calcul , pour 
trouver  l’étoile  dansJe  champ  de  la  lunette.  C’est  pourquoi,  après 
avoir  fait  douze  Observations,  je  lus  les  quatre  verniers  afin  de  ne 
pas  perdre 'les  suivantes,  qui  se  Succédèrent  au  nombre  de  qua- 
torze. Or,  cette  interruption  arriva  précisément  pondant  le  passage 
au  méridien,  de  sorte  qu’il  en Résulta,  pour  ce  même  jour,  deux 
séries,  dont  l’une  était  tout^intérterire,  l’autre  toute  postérieure 
à ce  passage.  Néanmoins,  en  les  calculant  séparément,  leurs  résul- 
tats ne  sc  trouvèrent  pas  différer  d’une  seconde  de  degré,  comme 
on  peut  le  voir  dans  le  tableau  général,  uù  elles  sont  rapportées 
sous  les  n05  6o.et6i.  Et  comme  on  n’évite  pas  des  écarts  de  cet 
ordre , même  en  observant , dans  les  circonstances  les  plus  favo- 
rables, avec  de^ramls  instruments,' >il  s'ensuit  que  l’erreur  qui 
pourrait  être  produite  par ' l’a|tprçei«tion  irubviduellè’de  la  bissec- 
tion,  s’est  montrée  ici  insensible,  quoique  l’elfetcn  fût  doublé  dans 
la  différence  des  résultats  obtenus  avant  et  après  le  passage  au  mé- 
ridien ; et  je  l'ai  trouvée  telle  dans  toutes  les  autres  Séries  que  les 
accidents  atmosphériques  ou  d’autres  circonstances  imprévues 
m’ont  empêché  de  rendre  symétriques,  comW  je  m’v'étais  préparé. 
Çar,  je  n’ai  jamais  aperçu  que  le  manque  (Jp  symétrie  y eût  une 
inflneAce  appréciable,  parcê  que  je  connaissais  très-bien  le  temps. 

Ayant  communique  récemment  ces  résultats  a M.  Arago,  avant 
de  les  présenter  an  Bureau  des  Longitudes,  j’ai  appris  par  lui  que 
celte  même  méthode  d'opérer  les  bisscctions  sans  toucher  le  cercle. 
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était  aussi  celle  qu’il  avait  employée  avec  M.  Mathieu  pour  déter- 
miner la  parallaxe  de  la6i°  du  Cygne,  par  des  distances  zénithales 
absolues  observées  avec  le  cercle  répétiteur  de  Reichemback,  dont 
M.  Laplace  a fait  présent  à l’Observatoire  de  Paris;  et  cela  fait 
concevoir  comment  'cette  détermination  , qui  pouvait  paraître  si 
périlleuse  avec  un  instrument  de  dimension  restreinte,  s’est  trouvée 
pourtant  conforme  h celle  que  M.  Bessel  a obtenue  plus  tard  avec 
le  grand  héliomctre  de  Fraunhofer.  Comme  cette  particularité , 
jusqu’ici  non  connue,  constate  avec  une  irrécusable  évidence  la 
sûreté  du  principe  d’observation  dont  il  s’agit,  j’ai  témoigné  à 
M.  Arago  le  désir  d’en  insérer  textuellement  les  détails  dans  mon 
Mémoire,  et  je  les  rapporte  ici  telsspi’il  a bien  voulu  me  les  com- 
muniquer ; 

« Voici,  mon  cher  confrère,  les  renseignements  que  vous 
» désirez  : 

» La  méthode  cpii  vous  a si  bien  réussi  à Formentera  me  semble 
»>  très -rationnelle,  surtout  pour  les  cercles  dont  l’axe  n’est  fixé 
» qu’à  une  de  ses  extrémités.  Nous  l’avions  déjà  employée, 
» AI.  Mathieu  et  moi , non  pas  dans  le  dessein  de  nous  garantir  de 
*.  quelques  petites  erreurs  possibles  dans  le  défaut  de  verticalité 
» de  l’axa  de  rotation  du  cerçlê , mais  parce  qu’elle  nous  paraissait 
>.  .commode.  Nous  y eûmes  recours  pour  notre  travail  sur  la 
» Ci'  du  Cygne.  Cette  fois,  nous  n’aurions  pas  eu  le  choix.  En 
■»  effet,  nous  déterminons  les  distances  absolues  des  deux  parties 
» de  jee  groupe  binaire  par  un  (-..seule  série  de  retournements  du 
» cercle  de  Reichemback,  dont  l’axe  est  fixé  à ses  deux  extré- 
» mités;  le  point  de  dé|»art  et  le  point  d'arrêt  de  l’alidade,  à la 
» lin  de  l’operation,  étaient  absolument  lck  mêmes  pour  les  deux 
» -étoiles gjes  augles  lunaires  seuls  différaient.  Ce  qui  déterminait 
» les  angles,  c’était  le  montent  de  la  disparition  spontanée  de 
» chaque  étoile,  «ous  le  fil  horizontal  du  réticule. 

*>  Lorsque  nous  cherchions  l’origine  des  erreurs- constantes  des 
» cercles  répétiteurs  J il  me  vint  à l’esprit  qu’elles  pouvaient 
» provenir  d’qn  mouvement  de  l’alidade,  qui  se- serait  effectué 
a^dans  le  passage  de  l'observation  paire  à l’observation  impaire. 
» Pour  anéantir  cette  cause  d’incertitude,  je  fis  appliquer  à l'ali- 
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» dailc  deux  vis,  diuuiélralcinent  opposées.  La  lunette  était  ainsi 
» doublement  fixi'jc  ; mais  alors  le  pointé  ne  pouvait  pas  s’effectuer 
» avec  une  seule  de  ces  vis,  l’autre  y aurait  mis  obstacle.  L’obscr- 
» vateur  était  donc  réduit  à placer  l’étoile  près  du  fil  horizontal, 
» et  à attendre  qu'elle  allât  s’occulter  d’elle-mème , comme  vous 
» l’avez  fait.  * 

Les  résultats  obtenus  au  moyen  des  bissecdons  spontanées  dans 
les  observations  précédentes,  et  dans  celles  que  j’ai  faites  en  iHa5, 
à Formentera,  prouvent  donc,  par  leur  exactitude  inespérée,  la 
bonté  de  cette  méthode.  Le  raisonnement  et  l’expérience  s’accor- 
dent d’ailleurs  pour  montrer  qu’elle  est  pratiquement  plus  com- 
mode que  la  méthode  ordinaire.  Il  est  par  conséquent  à désirer 
que  désormais  on  la  substitue  à celle-ci  dans  l’usage  habituel  des 
cercles  répétiteurs. 

Les  latitudes  résultantes  de  mes  observations  ont  été  calculées , 
en  partie,  avec  les  Tables  de  positions  apparentes  consignées  dans 
les  Éphémérides  de  M.  Schumacher  pour  l’année  i8?.5.  On  sait 
que  ces  Tables  sont  construites  en  appliquant  les  formules  d’aber- 
ration et  de  nutation  de  M.  Bessel , aux  lieux  absolus  adopté-s  par 
cet  astronome.  Pour  les  étoiles  qui  n’y  étaient  pas  comprises , 
j’ai  calculé  l’aberration  et  la  nutation  avec  les  mêmes  constantes, 
et  je  les  ai  appliquées  aux  lieux  absolus  que  M.  Airy  a bien  voulu 
me  communiquer,  comme  se  déduisant , pour  1 8?.S , des  observa 
tions  de  Greenwich , combinées  aveo  les  catalogues  les  plus  esti- 
més. Ces  données  venant  d’un  astronome  si  distingué,  m’ont 
paru  devoir  mériter  plus  de  confiance  que  celles  que  j’aurais 
pu  me  former  moi -même  avec  beaucoup  de  temps  et  moins 
d’expérience  pratique.  D’ailleurs , j’ai  rassemblé  dans  deux  ta- 
bleaux A et  B,  placés  ù la  fin  de  ce  Mémoire,  toutes  les  posi- 
tions apparentes  que  j’ai  employées  dans  chaque  calcul  , tant 
pour  la  déclinaison  que  pour  l’ascension  droite , ainsi  que  les 
heures  des  cjjlmihations  en  temps  de  Dior  loge  qui  me  servait,  et 
enfin  la  marche  diurne  de  cette  horloge  ou  du  moins  le  facteur  de 
réduction  qu’il  faut  appliquer  aux  angles  horaires  mesurés  par 
elle,  pour  les  convertir  en  angles  horaires  de  temps  sidéral.  Cha- 
cun pourra  donc,  au  besoin,  substituer  d'autres  éléments  à ceux 
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dont  j'ai  fait  usage,  et  vérifier  par  le  calcul  tous  les  résultats  que 
j'ai  obtenus. 

Il  ne  me  reste  plus  qu’à  dire  comment  j’ai  conclu  la  latitude 
finale  de  la  station  , et  quelle  est  cette  latitude. 

J’ai  d’abord  extrait  de  mon  tableau  général  C,  placé  à la  fin  de 
ce  Mémoire,  toutes  les  latitudes  partielles  déduites  des  diverses 
séries  de  chaque  étoile,  et  je  les  ai  rassemblées  en  autant  de  grou- 
pes, dans  un  même  tableau  D,  composé  de  dertx  colonnes  verti- 
cales, lequel  fait  suite  au  précédent.  La  colonne  de  gauche  contient 
toutes  les  séries  observées  au  nord  du  zénith  ; celle  de  droite , 
toutes  les  séries  observées  au  sud  sans  aucune  exception.  J’y  ai 
seulement ‘séparé  l’ensemble  des  séries  en  deux  époques:  la  pre- 
mière antérieure  à la  rectification  de  l'horizontalité  du  fil  où  l'on 
touchait  l'instrument  ; la  seconde  postérieure,  où  il  était  abandonné 
à lui-même,  l’étoile  venant  se  présenter  par  son  seul  mouvement 
propre  à la  bissection. 

Au-dessous  de  chaque  groupe  j’ai  écrit  la  latitude  moyenne  entre 
toutes  les  latitudes  partielles  qui  le  composent , sans  distinction  du 
nombre  d’observations  que  chaque  série  contient.  Car,  avec  un 
cercle  aussi  bien  divisé,  la  diversité  des  circonstances  atmosphé- 
riques et  astronomiques  dans  lesquelles  chaque  série  est  faite  , 
in’a  semblé  devoir  exercer  sur  son  résultat  final  beaucoup  plus 
d’influence  que  l’erreur  attribuable  à la  mesure  de  l’arc  parcouru 
sur  le  limbe.  A côté  de  chaque  groupe  on  voit  les  écarts  des  résul- 
tats partiels  autour  du  résultat  moyen  , et  l’on  peut  vérifier  ce  que 
j’ai  annoncé  sur  la  petitesse  de  leurs  amplitudes. 

Pour  déduire  de  ces  données  la  latitude  vraie,  je  considère 
d’abord  les-i4  séries  faites  tant  au  nord  qu’au  sud  du  zénith 
avant  la  rectification  définitive  de  l’horizontalité  du  fil , et  en  tou- 
chant l’instrument  suivant  la  pratique  habituellement  usitée. 
Puis,  considérant  toutes  ces  séries  comme  équivalentes,  je  prends 
la  moyenne  de  toutes  les  latitudes  partielles  qu’elles  donnent  de 
chaque  côté  du  zénith.  J’obtiens  ainsi  les  résultats  suivants  : 
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Au  nord  du  zénith,  5 séries  com- 
prenant 70  observations:  latitude 

3#. 39.58*9970 

Demi -différence  des 
deux  évaluations. 
Excès  du  côté  du 
nord. 

Au  sud  du  zénith,  9 séries  compre- 
nant no  observations:  latitude 

38.39.46,9414 

| • t 

j Moyenne  : 1 4 séries  comprenant  180 
! observations:  latitude  vraie 

33.39.51,969a 

r 

mi 

Je  considère  ensuite  les  66  séries  faites  après  la  rectification  de 
l’horizontalité  du  fil , et  en  laissant  l'instrument  libre  pendant  que 
la  bissection  s’opère.  Prenant  de  même  la  moyenne  des  latitudes 
partielles  qu’elles  donnent  de  chaque  côté  du  zénith,  je  trouve  : 


| Au  nord  du  zénith,  33  séries  com-\  # ^ 

prenant  480  observations  : latitude  j38. 3g.  56,8Go8 

moyenne  apparente ./ 

Au  sud  du  zénith,  33  st  ries  coin-\ 
prenant  400 observations  : latitudc|38.39.49,G;53 
moyenne  apparente ; 

| 

Demi-différence  des 
deux  évaluations . 
Excès  du  côté  du 
* nord. 

' Moyenne  : 66  séries  comprenant 880)^  -,  53  2680 

observations:  latitude  vraie J * 1 

\ 

3*, 59a-. 

Cette  dernièredcterininationdela  latitude  doit  être  pi  us  sûre  que 
la  première,  à cause  de  l’accord  plus  parfait  des  séries  partielles, 
cause  de  leur  nombre  plus  considérable  et  du  nombre  plus  grand 
d’observations  qu’elles  comprennent.  Néanmoins , si  l’on  veut 
réunir  tous  les  résultats  dans  une  meme  moyenne , on  prendra 
1 4 fois  la  première  latitude,  66  fois  la  seconde;  et,  divisant  la 
somme,  par  8o,  on  aura,  en  définitive  : 
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Par  1rs  80  séries,  comprenanV.iofio 
observations:  latitude  moyenne.. 

38. 3g. 53” a 16 

Elus  faible  de  o",o5ao 
qii\ivant  l’interven- 

Réduction  à l'ancienne  station  du 

- 0,044 

t ion  des  14  premières 
séries. 

* 

Latitude  réduite  à l’ancienne  station 

38. 3g. 53, 17a 

r «< 

Latitude  trouvée  en  1 808  par  tjfcs  ob- 
servations qui  ont  toutes  clé  faites 

• 

38.39.56,016 

I’ar  la  moyenne  do 

tontes  les  séries. 

* 

P 

Excès  de  l'ancienne  latitude  prove- 
nant de  l'erreur  constante  du  cfcrcîc. 

■+■  a, 844 

• 

Mais  cette  évaluation  de  la  latitude  "de  1808,  conclue  de  la 
moyenne  de  toutes  les  séries  qui  furent  faites  alors,  doit  être  au- 
jourd’hui modifiée  , d’aprè$>,  la  remarque  faite  par  M.  Arago,  que 
l’erreur  constante  des  cercles  répétiteurs  est  en  très-grande  partie, 
sinon  en  totalité,  individuelle  pour  chaque  observateur  qui  les 
emploie,  comme  dépendant  de  la  manière  dont  il  place  le  centre 
d’intensité  de  l’image  lumineuse  formée  dans  son  œil  par  les  fai- 
bles lunettes  de  ces  instruments.  Car  alors  sa  valeur  dans  les  an- 
ciennes séries  de  Fermentera  doit  être  appréciée  isolément  pour 
les  divers  observateurs  qui  y ont  concouru.  Or;  on  va  voir  qu’en 
effet  cette  comparaison  la  donne  tant  soit  peu  différente,  sans  que 
l’inégalité  puisse  être  attribuée  avec  vraisemblance  aux  erreurs  re- 
latives aux  observations  individuelles. 

Pour  le  prouver,  je  prends  séparément  les  séries  des  deux  pas- 
sages de  la  Polaire  observées  en  1808  par  M.  Arago  et  par  moi, 
et  je  forme  leur  moyenne  pour  chaque  passage.  Puis,  prenant  la 
moyenne  de  ces  moyennes,  j’obtiens  le  tableau  suivant  qui  pré- 
sente leurs  résultats  individuels  : 
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du 

passage  observé. 

• Lai 1 ti de  . 
moyenne 
résulta  11  te. 
Observation» 
de 

M.  Arago. 

xuMbKK 

de» 
séries 
qui  y 
ont  con- 
couru. 

LATITUDE 

moyenne 

résultante. 

Observations 

do 

N.  Biol. 

SOMBRE 

des 
séries 
qui  y 
ont  con- 
couru. 

Passage  super,  de  la  Polaire. 
Passage  inferieurde  la  même. 

38.39.56,700 

38.39.54*815 

i3 

. "9 

38.3g’.  57”  ',81 
38.39.55,548 

6 

5 

Moyenne  conclue  des  deux 

38.39.55,757 

"2'2 

38.39.56(5i4 

1 I 

Différence  des  latitudes  par- 
tielles, exprimant  le  double 
do  l'erreur  de  la  déclinaison 
employée  dans  le  <talcu|.  .. 

* 

- 1,835 

— 1 ,g33 

Les  séries  de  M.  Arago  s’accordent  entre  elles  beaucoup  mieux 
que  les  miennes , surtout  pour  le  passage  supérieur.  Mais  les  plus 
grands  écarts  de  ces  dernières  sont  presque  égaux  et  de  signes 
contraires,  de  sorte  qu’ils  se  compensent  dans  le  résultat  moyen; 
et  aussi  la  double  erreur  de  la  déclinaison,  déduite  des  séries  de 
M.  Arago,  est-elle  inférieure  seulement  de  o",o48  à celle  qui  se 
déduit  des  miennes.  Mais  sa  latitude  absolue  est  moindre  que  la 
mienne  de  o", 757.  Ainsi,  en  admettant  une  exactitude  moyenne 
d’appréciation  égale,  ce  que  l’identité  de  la  correction  de  la  dé. 
clinaison  paraît  attester,  l’erreur  constante  du  cercle  aurait  clé 
moindre  pour  lui  que  pour  moi  de  cette  quantité  o" ,757. 

Je  n'ai  pas  pu  faire  la  meme  comparaison  pour  les  séries  faites 
en  1808  sur  fi  de  la  petite  Ourse  , parce  que  j’ai  participé  seule- 
ment à celles  du  passage  inférieur.  Mais  j’ai  rassemblé  séparé- 
ment celles  de  M.  Arago  comme  plus  parfaites,  et  devant  com- 
porter une  erreur  constante  moindre,  d’après  ce  que  la  Polaire 
vient  de  nous  découvrir.  Puis,  les  joignant  à celles  de  cette  étoile 
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faites  aussi  |>ar  M.  Arago  seul , j'en  ai  conclu  une  évaluation  de 
^ancienne  latitude  qui  paraît  devoir  être  préférable  à celle  que 
nous  avions  adoptée  par  la  moyenne  de  toutes  les  séries.  Voici  ce 
résultat , dépouillé  des  erreurs  des  déclinaisons  : 


LATITUDES 
déduites 
des  observations 
de  31.  Arago. 
a Fermentera, 
en  1HC8. 

KOMBIlE 

des 

séries. 

Far  les  passages  supérieurs  et  inférieurs  de  la 
Polaire 

38.39.55,757 

Tl 

Pur  les  passages  supérieur»  ot  inférieurs  de  ,3 

38. 3g.55, 3o3 

‘7 

Latitude  moyenne  conclue  des  deux  étoiles. . . 

38. 3g. 55.53o 

M) 

Latitude  trouvée  en  tSi5  par  lu»  observations 

38.3g.53.i72 

80 

Excès  de  la  latitude  de  1808,  ou  erreur  con- 
btantcdu  cercle  pour  M.  Arago,  excès  au  nord. 

1 

2,358 

•» 

Après  avoir  rétabli  l’exacte  horizontalité  du  fil  pour  passer  du 
premier  mode  d'observation  au  second  où  l’instrument  est  devenu 
libre  pendant  les  bisseetions , il  a fallu  modifier  tant  soit  peu  la 
distance  du  réticule  à l'objectif  pour  mettre  le  fil  parfaitement  au 
foyer  de  celui-ci;  et , apres  avoir  effectué  ces  deux  opérations,  on 
a aussi  rectifié  définitivement  l’axe  optique  pour  l’adapter  à ces 
conditions  nouvelles.  Or,  d’après  les  nombres  que  j’ai  rapportés 
dans  les  deux  tableaux  de  la  page  5o8  ^ on  voit  que  , soit  par  un 
effet  de  ces  changements,  soit  par  une  conséquence  du  procédé 
plus  parfait  au  moyen  duquel  les  bisseetions  avaient  été  opérées , 
les  latitudes  partielles  obtenu*»  au  nord  et  au  sud  du  zénith  sont 
devenues  notablement  moins  différentes  qu’elles  ne  l’étaient  avant 
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ces  dernières  rectifications,  en  conservant  l'une  et  l’autre  le'ur 
même  sens  d excès ;(d’où  il  suit  que  l'erreur  constante  du  cercle 
est  devenue  moindre  en  gardant  le  même  signe.  C’est  ce  qui  me 
reste  à développer. 

Soit  1)  la  distance  du  zénith  an  pôle  liorcal  dans  le  lieu  où  se 
font  les  observations.  La  latitude  y sera  go° — D.  Je  considère 
d’abord  une  étoile  dont  la  distance  polaire  A'  soit  plus  grande 
que  D,  et  dont  on  observe  le  passage  supérieur  au  sud  du  zénith. 
Si  Z est  sa  distance  zénithale  exacte,  au  moment  de  ce  passage , 
on  aura  : 

i".  Passage  supérieur  au  sud  du  zénith  , 

D=A' — Z',  conséquemment  L = 90 — A'-f-Z'. 

Prenons  une  autre  étoile  dont  la  distance  polaire  A"  soit  moindre 
que  D,  et  observons-la  dans  son  passage  supérieur  au  nord  du 
zénith.  Soit  alors  Z"  sa  distance  zénithale  exacte;  on  aura  pour 
elle  : *■  . 

20.  Passage  supérieur  au  nord  du  zénith , 

D = A"  Z",  conséquemment  L = go° A" Z". 

Enfin , considérons  une  troisième  étoile  dont  la  distance  polaire 
soit  A"  et  que  l’on  observe  dans  son  passage  inférieur  entre  le  pôle 
et  1 horizon  du  côté  du  nord.  Soit  alors  Z"  sa  distance  zénithale 
exacte;  on  aura  : , ' 

3°.  Passage  inférieur  au  nord  du  zénith , 

D = Z"  — A",  conséquemment  L = qo°-f-A" Z”. 

Je  suppose  maintement  que  le  cercle  dont  on  fait  usage  donne 
toutes  les  distances  zénithales  trop  fortes  de  la  quantité  -+-  c,  cette 
lettre  devant  devenir  négative  si  le  cercle  donne  des  distances 
zénithales  trop  faibles.  Alors  celles  qu’on  observera,  dans  les  trois 
cas  précédents,  seront  respectivement  Z' -4- e,  Z"  + e,  Z”  -f-  c Et 
comme  on  les  emploiera  toujours  dans  le  calcul  sous  la  même 
forme  que  précédemment,  on  en  déduira  des  latitudes  inexactes 
L',  L",  V,  lesquelles  auront  les  valeurs  suivantes,  que  je  présente 
d’abord  seules , puis  comparées  à la  vraie  latitude  L : 
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i".  Passage  supérieur  au  stul  «lu  zénith, 

L'  — 90”  — A'  4-  Z'  -+-  e,  d'où  L'  = L + r. 

20.  Passage  supérieur  au  nord  du  zénith  , 

L"  = 90»  — A"-*-  Z"—  e,  d’où  L"  = L — r. 

3°.  Passage  inférieur  au  nord  du  zénith , 

L”=  90°  -t-  A'" — Z” — e,  d’où  L"=  L — e. 

• \ , 4 * * 1 •*• 

Si  le  cercle  donne  des  distances  zénithales  trop  fortes , e sera 
positif;  et  la  latitude,  calculée  par  les  passages  au  sud  du  zénith, 
surpassera  celle  qui  se  déduit  des  passages  observés  in  nord.  Si, 
au  contraire,  il  donne  des  distances  zénithales  trop  faibles,  e sera 
négatif,  et  les  latitudes  calculées  par  les  observations  faites  ai 
nord  surpasseront  celles  qu’on  obtient  par  les  observations  faites 
au  sud.  Ce  second  cas  est  celui  qui  s’est  réalisé  dans  nos  observa- 
tions de  Formentera. 

Les  équations  précédentes  étant  combinées  successivement  par 
addition  et  par  soustraction  , donnent 

v-V,  1 

L = ÿ(L'-t-L"),  L = j(L'  + L*), 

^ e =ÿ(L'  — L"),  e = |(L'  — L"). 

Les  deux  premières  donnent  la  latitude  exacte  indépendamment 
de  l’errtur  constante  du  cercle.  Les  deux  dernières  donneront  les 
valeurs  absolues  de  cette  erreur,  d’après  la  différence  des  latitudes 
apparentes  conclues  des  observations  faites  au  sud  et  au  nord  du 
zénith. 

En  appliquant  celles-ci  aux  observations  faites  à Formentera 
en  1 82S  , on  a , par  lés  tableaux  de  la  page  5o8 , 

Dans  le  premier  état  du  cercle,  e — — 6", 028, 

Dans  l’état  rectifié  et  libre,  e = — 3",593. 

L’erreur  constante  s’est  donc  réduite  presque  à moitié  dans  le  se- 
cond état  en  restant  toujours  négative;  d’où  il  suit  que  l’instrument 
a toujours  donné  des  distances  zénithales  trop  faibles. 

Ce  même  sens  négatif  de  l’erreur  s’est  manifesté  dans  tontes  les 
t.  m.  33 
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observations  de  latitude  (ailes  par  le  colonel  Corabreuf  et  le  colonel 
Brousseaud,  avec  les  cercles  de  RI.  Gambey  appartenant  au  Dépôt 
de  la  guerre.  Le  premier  de  ces  ofQciers  en  a donné  le  résumé 
pour  quatre  stations  , où  il  avait  successivement  transporté  un  de 
ces  cercles  [Nouvelle  description  géométrique  de  la  France,  p.  368). 
Voici  ses  résultats  : 


BOUS 

<!•%  station». 

TAI.tr»  MOVCN»»  f| 

do  l'erreur  r. 

Tour  de  Borda  (i8i8) 

- ü*ot 

Angers  (i8’jf)) 

- C,3 J 

Puits  Borteau  (1829) 

- 8.9R 

Breri  (i83i) 

- 4.27 

Voici  maintenant  les  résultats  analogues  déduits  des  observations 
faites  par  le  colonel  Brousseaud  dans  trois  stations,  avec  un  même 
cercle  de  18  pouces  différent  du  précédent.  Je  les  extrais  de  son 
ouvrage  Sur  la  mesure  du  parallèle  moyen. 


K OU  A 

des  • tâtions. 

nets 

de  l'ouvrage. 

V ALKt'B 

de  l'erreur  «. 

j La  Forlanderic 

78 

— 3*9o5 

Opmes 

loi 

— 3,570 

Monceau  

ii8 

— 4,3oo 

— 

On  voit  que  les  trois  erreurs  sont  encore  négatives  ; de  sorte  que 
le  cercle  a toujours  donné  des  distances  zénithales  trop  faibles. 

Dans  les  deux  dernières  stations,  la  latitude  moyenne  conclue 
des  observations  faites  au  nord  et  au  sud  du  zénith  , s’est  très-bien 
accordée  avec  les  résultats  immédiats  des  séries  de  la  Polaire  nhser- 
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vue  directement  et  par  réflexion  sur  un  horizon  de  mercure.  Du 
moins , les  très-légères  différences  qu’on  remarque  entre  ces  deux 
modes  d’évaluation  sont  de  l'ordre  de  celles  qu’on  peut  légitime- 
ment attribuer  aux  petites  incertitudes  qui  peuvent  rester  encore 
sur  les  déclinaisons  des  étoiles  situées  au  sud  du  zénith. 

On  a vu  plus  haut,  page  5i  t , que  la  latitude  de  la  station  de 
Formentera,  déterminée  en  1 808  par  M.  Arago  avec  un  cercle  de 
Fortin,  par  les  seules  observations  d’étoiles  circom polaires  , excède 
de  2",  358  la  latitude  moyenne  obtenue  en  i8a5  par  les  observa- 
tions faites  des  deux  côtés  du  zénith.  L’erreur  constante  de  ce 
cercle  était  donc  aussi  négative,  comme  les  précédentes,  et  elle 
était  égale  à — 2",  358  pour  M.  Arago. 

Mais  cette  uniformité  de  signe  négatif  11e  s’est  pas  maintenue  pour 
un  autre  cercle  de  Fortin  que  nous  avons  employé,  M.  Mathieu  et 
moi,  en  1809,  ® Dunkerque.  Car,  par  des  élongations  delà  Po- 
laire et  par  des  distances  méridiennes  prises  en  très-grand  nombre 
seulement  au  nord  du  zénith,  nous  trouvâmes  alors  une  latitude 
de  la  lourde  Dunkerque,  moindre  de  3", 55  que  celle  de  Delambrc 
qui  est  exacte,  comme  nous  l’avons  vérifié  depuis,  M.  Arago  et 
moi , concurremment  avec  les  astronomes  anglais.  D’où  il  suit  que 
notre  cercle  de  1 80g  donnait  des  distances  zénithales  trop  fortes 
de  celte  quantité,  et  avait  ainsi  son  erreur  constante  positive. 

Je  ne  chercherai  pas  à expliquer  ces  concordances  et  ces  dis- 
semblances désigné;  mais,  quelle  qu’en  soit  la  cause,  le  résultat 
obtenu  à Formentera,  en  1H25,  m’a  semblé  utile  à constater  comme 
pouvant  donner  quelques  lumièrcâ'sur  les  moyens  à prendre  pour 
atténuer  ce  genre  d’erreur.  Car,  pitisqu’îci  une  meilleure  disposi- 
tion de  l’instrument , jointe  à un  meilleur  mode  pratique  de  l'em- 
ployer, ont  produit,  dans  la  valeur  absolue  de  son  erreur  constante, 
une  réduction  si  notable,  il  ne  serait  pas  impossible  qu’on  parvînt 
à l’atténuer  encore  davantage , si  la  lunette  des  cercles  répétiteurs 
était  munie  de  vis  de  rappel  au  moyen  desquelles  on  pût  centrer 
rigoureusement  l’oculaire  avec  l’objectif,  porter  la  plaque  du  réti- 
culé exactement  au  foyer  de  celui-ci,  puis  la  tourner  et^aussi  la 
faire  mouvoir  parallèlement  au  plan  du  limbe,  pour  amener  le  fil 
transversal  à une  parfaite  horizontalité  dans  un  plan  diaméitral  du 

33.. 
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système,  en  mémo  temps  que  l’on  conserverait  le  mouvement  per- 
pendiculaire qui  sert  à régler  l’axe  optique.  Si  , après  avoir  effectué 
toutes  ces  rectifications,  on  prenait  soin  de  laisser  toujours  les  bis- 
sections  s’opérer  d’clles-mémes , tant  au  nord  qu’au  sud  du  zénith, 
dans  un  état  de  complète  liberté  de  l’instrument , comme  je  l’ai 
fait  dans  la  seconde  partie  des  observations  que  je  viens  de  rappor- 
ter, on  obtiendrait,  je  crois,  les  résultats  les  plus  exacts  que  le  cer- 
cle répétiteur  puisse  donner  par  vision  directe.  Les  mêmes  condi- 
tions de  rectification  et  de  liberté  étant  appliquées  aux  observations 
dans  lesquelles  la  vision  directe  alterne  avec  la  vision  réfléchie,  con- 
tribueraient sans  doute  aussi  à les  rendre  encore  plus  sûres,  sinon 
plus  parfaites,  qu’on  ne  les  a jusqu’ici  obtenues;  et  la  réunion 
de  ces  deux  procédés  donnerait  aux  cercles  répétiteurs  portatifs 
une  valeur  de  détermination  qui  ne  serait  peut-être  pas  inferieure 
à celle  des  grands  instruments  fixes;  la  petitesse  relative  de  leur 
dimension  étant  compensée  par  le  principe  de  répétition  , purge  de 
toutes  les  erreurs  accidentelles. 

’ Je  joins  ici  les  divers  tableaux  annoncés  dans  le  cours  du  Mé- 
moire precedent.  Mais,  pour  n’omettre  aucun  des  éléments  qui 
ont  été  employés  dans  le  calcul  des  distances  zénithales  vraies,  je 
rapporterai  d’abord  les  résultats  de  trois  séries  d’observations, 
qui  ont  été  faites  à différentes  époques  sur  des  objets  terrestres 
très-distants,  pour  déterminer  les  valeurs  des  parties  du  grand 
niveau  parallèle  au  limbe,  dans  la  condition  même  d’application 
où  il  se  trouve,  quand  il  servait  à mesurer  l’inclinaison  absolue 
de  l’axe  du  cercle,  lors  des  observations  de  latitude.  Voici  les 

résultats: 
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ni  rt 

* 

de*  observation*. 

0 

YEHrÉH  At  l'II 

centésimale. 

v Al. EUH  iWVUtht 
d une  partie  < 

du  niveau,  en  seconde* 
sexagésimales 

18 *?>.  Juin  7 

-+-  15,00 

■">77!)7 

Il 

• .77*7 

Juillet  i 

• ai  ,63 

• ,7'/’3 

Valeur  moyenne 

Quoique  cette  valeur  moyenne  différAt  bien  peu  des  évaluations 
partielles,  on  a employé  celles-ci  par  préférence  pour  réduire  les 
observations  voisines  des  époques  où  elles  ayaiciit  été  obtenues. 
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Tableau  A.  — Éléments  numériques  employés  au  calcul  de  la  latitude  par 
les  étoiles  observées  au  nord  du  zénith. 


9 obieruu 
au  nord  du  zénith. 

0 ATI 

do 

l'obser 

Mois 

| Jour*.  [ 5 

H 

a 

■ ® 

•î? 

§5 

m 

W D 

XS 

O 

K 

ASCKSftlOfl 

droite 

apparente 

en 

temps 

sidéral 

0 

DISTANCE 

au 

pèle  boréal 
apparente. 

■toae 
du  passage 
au 

méridien 

en 

temps 

de 

l'horloge. 

LOCAKtTTtUr 
tabulaire  de  1a 

qnsnUté  <*>, 
qui  sort  u ré- 
duire en  temps 
sidéral  les  au* 
(clos  horaires 
comptés  en 
temps  do  I hor 
loge  ri- 

b m • 

0 0 m 

h in  * 

/s  |K*t.  Ourse  sup. 

Juin. 

7 

I 

14.51.23,70 

i5.  7.45,18 

6.  0.40,79 

3 ,84654o5 

8 

5 

5i .33,66 

44,95 

5 5o. 38,35 

3.8.JG5405 

9 

9 

5t .33,63 

44,(17 

5.40.35,92 

IO 

'4 

5l  .33,f»7 

44,45 

5.3o.33, 

3,8.'|6637i 

1 : 

16 

5l .33 ,5t 

44,33 

5.3o.3o,36 

3,84(>C37I 

1 2 

20 

5i .33,46 

44,°' 

5.10.37,43 

3,8467590 

> i 

2r> 

5,  33,40 

43,79 

5.  0.34,75 

3,8466ji4 

■4 

3o 

5i .23,35 

43,57 

45o.33,48 

3,8462008 

.5 

35 

5l.33,3o 

43,35 

4.4°.30!,3i 

3,84621108 

,0 

4° 

5i.33.s4 

43,  .3 

4-3o. 18,16 

3,846,884 

>7 

46 

5i. 33,1g 

4a>9' 

4.20.1.5,78 

3,84r„i53 

.8 

5, 

5l .32,13 

4J,fi9 

4.  io.i3,45 

3,8465oo6 

■9 

5} 

5i .22,08 

4' ,47 

4.  0. i 1 , i3 

3,8462820 

'JO 

5(ï 

5i .22,02 

41.29 

3.5o.  9,6a 

3,845896,3 

AÎ 

(Vi 

5i.2i.83 

4'  ,76 

3.20.  5,84 

3,8456657 

(*)  Soit  -t-r  le  retard  diurne  de  l'horloge  sur  un  jour  sidéral,  exprimé  en  batte- 
ments de  l'horloge;  pour  convertir  les  intervalles  de  temps  comptés  sur  l'horloge 
en  intervalles  sidéraux,  il  faudra  les  multiplier  paru»  facteur  A,  dont  l'expression 


est  A =14-- 


Pou4H>réger,  je  fais  w = 


86400—  r’ 


alors  le  facteur  de 


86400—  r 

conversion  A de- ient  A=  1 

Le  logarithme  tabulaire  do  « est  donné,  pour  chaque  jour  d'observation , dans 
la  dernière  colonne  du  tableau. 

Soient  I)  la  distance  du  pôle  au  / ■nith,  Z la  moyenne  des  distances  zénithales 
observées  d'une  étoile  ayant  pour  distance  polaire  apparente  A , P l'angle  horaire 
propre  à chaque  distance  zénithale  partielle,  exprimé  en  temps  de  l'horloge,  n le 
nombre  do  ces  distances  que  chaque  série  renferme,  et  enfin  O la  quantité 
1 „(îsin*iP)  „ . , v t 

- 1 — j — 5— , S étant  un  signe  de  sommation  étendu  à toutes  les  observations  do 


sin  r 


la  série.  Si  l'on  désigne  par  Zm  la  distance  zénithale  méridienne  moyenne  déduite 
de  ces  mêmes  observations , 011  aura 

Pour  les  passages  sup.  observés  nu  nord  du  zénith,  Z«=Z — ( t-t-6»)1  . O ; 

sin  f O — A)  x 

Pour  les  passives  Inférieurs,  Z,=Z-Kl-|-tt),*ln 

, ' ain(D-t-â)  v 

L'effet  du  facteur  (1  -t-w)1  a toujours  été  calculé  par  parties  , en  effectuant  sa  mul- 
tiplication par  les  divers  termes  de  son  développement  i-t-  Jw-t-w*.  Les  observa- 
tions ont  toujours  cto  laites  assez  près  du  méridien  pour  que  les  termes  ultérieurs 
de  la  formule  de  réduction  fussent  insensibles  et  pussent  être  négligés. 
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Suite  du  Tauluu  A.  — Elément»  riumérnpic»  ctn/ilovés  tilt  calcul  tic  In 
latitude  pur  le»  étoiles  observées  au  non!  du  zénith. 


HOU#  Ht  4*Tftfca 

o b terre* 

au  nord  du  léaitli. 

DIT 

de 
1 •i|»«er 

Mois 

». 

val. 

i 

3 

O 

“a 

U 

c * 

m~ 

•w  t, 

r 

AACL.'laluM* 

droite 

apparente 

en 

temps 

sidéral. 

oisravce 

aV 

l»dle  boréal 
apparente. 

tuoae 
du  pavaace 

au 

mvrldlru 

en 

temps 

do 

iborlogc. 

LOGiaiTIIMk 

tabulaire  de  l.i 
quantité  r*', 
qui  sert  a ré- 
duire en  leuj|*> 
• idûrnl  les  an- 
•rie»*  horaires 
comptes  en 
letujisde  l'bur- 
lOfe. 

• , ' • 

h m » 

h m s 

y |*<*l • Qur»c  stm. 

Juin 

7 

i 

i5.ai.  8,i5 

Iy.3j  3'),^ü 

(».  3<».  l3,;/v 

3.846.5405 

9 

lo 

ai.  8,o8 

35, 86 

fi. 10.  8,84 

3 | *>f» 

IO 

i5 

•Ji.  8 , ( * j 

35, 5y 

fi.  o.*  5 

3,8406371 

I 1 

*7 

Jl • 8 ni 

35,33 

5.. îo.  3/j‘j 

3,8466371 

11 

*JI 

31  • 7. 97 

35 ,06 

S. 40.  u,3o 

3 ,84fi7r>«)o 

i ! 

*j(> 

a>-  7.9i 

3i.79 

5.19.57,55 

3,8466414 

-i 

3i 

al-  7.9» 

34 ,5a 

5.  ij).55,f>8 

3 , i>4('»'j<>o8 

i5 

36 

ai.  7,87 

34  ,a5 

5.  9.53,44 

3 ,8'|(i'joo8 

«<; 

i' 

ai.  7,8a 

34,oa 

4-5g.5i,3o 

3,8461884 

■7 

47 

ai.  7.78 

33 .79 

4-49-48,93 

3,846i i58 

Jo 

57 

ai.  7,04 

33r»9 

4. 19.4a ,83 

3, 8}  58./;! 

■ ; 

(3 

ai.  7,5i 

îa.ij 

3.49.39.10 

3,845G6.57 

l’uljiit-  m|i  i H-uir 

>7 

45 

ü.58.  iG,  1.4 

1 37. 3a ,65 

a.  vj.  56, 73 

3 , 8J(  ii  1 37 

iS 

5i 

ifi.85 

3a  ,65 

5.17.54,91 

3 ,84(>r>oo() 

53 

17,53 

3j,G6 

a.  7.53,61 

3 ,846a8ao 

lu 

55 

18, ao 

55,67 

1 .57. 5a, 84 

3,84589:3 

•Jl 

5y 

■ 8, yo 

ia.fiy 

1 .47. 5a, 00 

3 ,8456577 

•1.3 

Go 

ao,3fi 

3a  ,76 

i!a7.5i,58 

3,8450,57 

.3 

fil 

10 ,36 

3 a, 76 

1.57.51 ,58 

3,845(iC57 

-i 

(i7 

ai  ,i5 

3 a,  80 

1.17.50,79 

3 ,8455792 

i'» 

7» 

al  .9!) 

3a. 81 

1.  7.50,46 

3,845545o 

1 

-’7 

77 

a3 .7a 

33  >79 

0.47.49,51 

3o 

8 a 

afi.ao 

3a, Go 

0.17.48,54 

3,84555ai 
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Tableau  B.  — Eléments  numériques  employés  au  calcul  de  la  latitude  pur 
les  étoiles  observées  au  sud  du  zénith. 


non  »as  ums 
observés 
au  sud  du  ténllh. 

t»ATE 

de 

lobscrTflt 

f 

/ 

M 

O • 
m t> 

s -z 

e.  •%> 

k 

*T3 

D 

R 

«Ascassiov 
1 droite 
apparente 
eu  # 
temps 
sidéral. 

DISTANCE 
au  • 
paie  boréal 
apparcute. 

M % 

rv 

HtL'kK 

du  passade 
au 

méridien 

en 

temps 

l'horloge. 

1 

1 O*.  AU  1 T HH| 

'aluiUilr*'  «lo 
laquaiitltc 
qui  séria  rc 
Uulre  en 
temps  siiJér. 
Ie>  anglotho- 
ralre»  comp- 
te» m temps 
defhorl.  (*;. 

Mot». 

Jours. 

/3  Scorp.  ( la  plus 
grossedesdoux'. 

Juin. 

? 

8 

9 

3 

G 

il 

h m s 

i5. 55. 30,58 
uo,58 
20,5g 

• , p 

109.19.16,42 

16,41 

iG,4i 

h m s 

7.  4.n,5G 
G.54.  8,98 
6.44.  G 5o 

( ,8455405 
3,8455405 
3,3455405 

An  tarés  

7 

4 

iG.18.45,89 

m6.  a.  14,79 

7.27.27,66 

3,846.5405 

8 

7 

45>9° 

14,81 

7.17.24,67 

L^|6r»  jo5 

9 

rj 

45.9> 

>4.85 

7.  7.12,19 

î ,8 

I 1 

iS 

4'», 9* 

>4.9' 

6.47.16,80 

3,8466171 

r,  Ophiuchtis. . . . 

8 

8 

17.  o.a5,o5 

io5.3o.  o,G3 

:.r»vS.4p,63 

3 ,8.465405 

9 

i3 

25,07 

o,Gi 

7.48.44.13 

3.84G.540.5 

1 I 

*9 

a5,oj 

0,56 

7.28.38,70 

3,846655 J 

è ^ 

17 

•*4 

a5 , 1 0 

0,54 

7.18.33,71 

3,8467590 

a9 

2Ü , 1 1 

u 5i 

7.  8.33,17 

3,8i(»4i4 

'l 

J4 

a5, 12 

o,5o 

0.58.3i ,29 

3,8462208 

t5 

39 

•i5,  i3 

0,  jS 

6.48.29,19 

3 , 8461208 

iG 

4j 

a5, r, 

0,4a 

6.33.27, 10 

3,34Gi884 

• 

■7 

5o 

•j5,  i5 

o,3G 

6.28.24,79 

3,846u58 

mJ 

«i 

af.,uj 

0,01 

5.28. i5,3i 

3 ,8456652 

S Opbinchus 

12 

22 

iG.  5.i4,G5 

•io3.i4  19,93 

6.a3.48,54 

3,8467590 

lS 

V 

.4, GG 

'8,9J 

G. i3.45,33 

i.Sl''v4j 

•4 

3ï 

•4,QG 

(8,85 

G.  3.{3,9o 

I.846.!"  ,3 

• 

t5 

37 

•4/7 

•8,7* 

5.53.41,79 

3.  *62008 

i(i 

4> 

•4.07 

18, GG 

5.43.39,70 

3,8.',6i884 

■7 

48 

14,(17 

•8,57 

5. 33. 37, 38 

3,816i i58 

20 

58 

i4,G8 

18.29 

5.  3. 3 1 ,41 

3 ,8 }5SgfS 

SL 

j3 

f,4 

1.4, 08 

18,01 

4.33.27,84 

3,3456657 

(*)  En  conservant  toutes  les  dénominations  générales  établies  pour  les  observa- 
tions au  nord  J^^'rtttli,  la  distance  méridienne  moyenne  dcduite  des  distances 
zénithales  observées  au  sud  s'obtiendra  par  la  formule  > 

ry  r.  , ,,  sin  A sinD  _ 

Z„_Z-(i-r-w)  .,in(i_U).Q. 

Les  valeurs  de  la  .quantité  u sont  données  f dans  la  dernière  colonne  (lu  tableau,  pour 
chaque  jour  d'observation.  L'effet  du  facteur  (l-t-w)*  a toujours  été  calculé  pnr  par- 
ties, dnnrès  son  développement  H-aw-t-ca5;  et  ici , comme  dans  les  séries  au  nord 
du  zénith,  les  observations  ont  toujours  été  faites  assez  près  du  méridien  pour  que 
les  termes  ultérieurs  de  la  formule  de  réduction  pussent  être  négligés. 
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Suite  du  'Cablf.au  B.  — Eléments  numériques  employés  au  calcul  <lc  la 
latitude  par  les  étoiles  observées  au  sud  du  zénith. 


MOU»  DU  ASTRES 

obMrrw 

au  ■ uti  du  zénith. 

DAT 

do 

lobscr 

Mol-, 

c 

tai. 

2 

s 

O 

H 

m 

“■J 

O <c 

M — 

*4» 

U 

K 

ASCltSIO* 

droite 

apparente 

en 

tempe 

sidéral. 

DlSTAftlE 

•U 

pôle  boréal 
apparente. 

MECHE 

du  passagn 
au 

méridien 

en 

temps 

de 

lliorlofe. 

1 ocAkitune 
tabulaire  de 
la  quanti  té 
qui  sert  a ré- 
duire en 
temps  sldér. 
Icsanglo»  ho- 
raires comp- 
tés en  temps 
de  l'horlofre. 

Ç Ophiuchus .... 

Juin. 

12 

iS 

‘4 

■S 

■G 

>7 

u3 

•M 

K, 

a6 

*7 

-.8 

3u 

Ji 
■î  5 

26 

S 

■>■) 

J7 

a3 

28 

33 

33 

43 

4» 

65 

h m s 

16.27.35,83 

35.83 

35.84 

35.85 

35.85 

35.86 
35,88 

, 0 , „ 

1 10. 12.21 ,4> 

• 21,34 

21  ,28 
21  ,22 
21, lG 
21 ,10 
20,73 

h m s 

6.46.  o,36 
6.35.57,65 
6.2.5  55,73 
6. 1 5. 53 ,63 
6.  5.5i,54 
5.5%4g,2a 

4. 55.39,71 

3,846*590 

3,34(504.4 

3,8462008 
3,8461008 
3,8461884 
3,8461 i58 
3,8456657 

a de  la  V iergo. . . 

63 

73 

'4 

78 

80 

83 

i3.i6.  2,08 
2,0; 
. 2,06 
2,o5 

■rw»>°4 

•v  *3*03 

100.1.5.  0,61 
o,56 
o,5i 
0,45 
0,40 
0.29 

. 

• .35.24,81 
1.25.23,77 
1. l5. 22,22 
1.  5.21,08 
0 55.19,49 
0.35. 16,98 

3,8455792 
3,84554.0 
3,8457194 
3,8454795 
3,845<  1977 
3,8455522 

0 du  Centaure... 

fc) 

73 

-A 

79 

■ J-1 1 ^ 

i3. 56. '.18,70 
'J8 ,69 
28,68 
..  28,68 

ia5.3o.3â,88 
38,<j2 
38, $5 
. M.97 

a i5.3J.34 
2.  5.33,i4 
1 .55.3 1 ,93 
t .4513o,8o 

F 

3,84‘>7i84 

3^8'|.r>V|.rx) 

308457194 

3,8454795 

ot  du  Verseau  . . . 

7° 

0 

a 1.56.50,03 

91.  9*43,5/ 
♦ 

2 

10. 12.3^5 

3,3455,450 

Fomnlhutit 

"A 

a. 

M.4;.  1,10 
t 

120.32.28,16 

10f43.22.49 

^8454795 

Ri  gel 

Juil 

3o 

i 

81 

85 

5.  6.  8,96 
8,98 

a 

98.24.36,66 

36,47 

4.28.484. 

4.18.46,71 

3,8455522 

3,8453904 

# 

Juin. 

Juil. 

:;<> 

i 

8 4 
86 

6.37.26,81 

26,82 

106.29.  3,94 
3,72 

5.59.28,18 
5 49  27,32 

3,845552a 

3,3458904 
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NOTE  III. 

Sur  l application  de  la  formule  donnée,  page  44”  5 pour 
réduire  au  méridien  les  distances  zénithales  observées 
très-près  de  ce  plan. 


Cetle  formule  contient  lo  factour  variable 


'l  sln* 


qu'il  faut  calculer 


particulièrement  pour  chaquo  observation  , d'après  l’époque  où  elle  est  fuite. 
Mais  on  a évité  cette  peine  aux  observateurs  en  la  réduisant  en  Table  numé- 
rique de  la  manière  suivante.  La  lettre//  représente  l'angle  horaire  de  l’astre 
à l'instant  de  chaquo  observation  partielle  ; il  est  proportionnel  à l'intervalle 
de  temps  T'  compris  entre  l'instant  de  l'observation  et  l'époque  du  passage 
de  l'astre  au  méridien  local.  Cette  époque  est  toujours  connuo  d'avance  eu 
temps  de  l'horloge,  soit  par  l'observation  immédiate  à l'instrument  des  pas- 
sages, soit  parle  calcul.  Ou  note  aussi,  eu  temps  de  l'horloge,  l’instant  où  cha- 
que observation  est  terminée.  On  a donc  l'intervalle  de  temps  T'  par  dif- 
férence. Alors,  selon  la  formule,  il  faut  prendre  pour  chaque  observation 
partielle 

//  = i5T'. 

• 

Cela  suppose  seulement  que  la  marche  diurne  de  l'horloge  ne  diflère  de 
celle  de  l’astre  que  d'une  petite  quantité  dont  on  lient  cornpto  par  l'emploi 
du  terme  correctif  en  / que  la  formule  contient,  et  qui  est  constant  pour 
une  mémo  série  d'observations 

Cela  posé,  on  a donné  successivement  à T'  les  valeurs  i*,  2#,  3*,...,  et 
ainsi  do  suite,  jusqu'à  3f>m  ou  *Ji6o5  de  temps,  ce  qui  embrasse  et  môme 
dépasse  toute  l'étendue  d’écart  qu’il  convient  de  donner  à une  môme  série  au- 
tour du  plan  du  méridien.  Chaqtin  de  ces  nombres  étant  multiplié  par  i5,  on 
a eu  les  valeurs  correspondantes  de  l'angle  p\  exprimé  en  secondes  de  degre 
sexagésimal;  et  de  là,  par  les  Tables  logarithmiques,  on  u déduit  la  valeur 

, , . ütinHi/  ...  , . , . 

clu  produit  — : — » exprime  dans  la  mémo  espece  d unité. 

6111  I w ‘ 

Par  exemple , soit  T'  = 36,a  = 2160*  de  temps.  On  en  déduit  d’abord, 
en  arc  : 

p'  = I5.3T/  = f ; \p  = 4"3o'. 

Alors,  en  achevant  le  calcukpar  logarithmes , on  a 


Digitized  by  Google 


ASTRONOMIE 


5?4 


log  «in  =a,8<>i(iirï3 

log  «in1  J p'  = 3 ,78g2Üfi6 
logu  = o,3oio3oo 

loga  »in*  jp’  — 3,ü9o3iG(> 
logtin  i*  = 6, 6835749 


,°e('2^^)=3’40474,7; 


= a53y"  ,5.  * 


En  effectuant  un  pareil  calcul  de  seconde  en  seconde  do  temps,  depuis  i* 

* üsirf*  1 ' 

jusqu'à  3Gm,  on  a obtenu  les  valeurs  correspondantes  du  facteur  ^ -■*—  > 

et  on  les  a réunies  en  une  Table  que  l’on  trouvera  dans  les  papes  suivantes.  11 
suffit  de  la  consulter  pour  avoir  le  facteur  variable  do  la  réduction  qui  con- 
vient à chaque  observatidn  partielle,  d'après  la  valeur  de  T' qui  lui  appar- 
tient. C’est  dans  celte  Table  même  qu'on  a pris  les  nombres  rapportés  dans 
la  troisième  colonne  du  tableau  de  la  pape  .j8fi 
En  résolvant,  dans  Iapape4j3,  l’équation  en  sin<?  et  sin*  4 « qui  donne  la 
réduction  au  méridien  correspondante  à chaque  observation  partielle,  j'ai 
borné  l'approximation  à la  première  puissance  de  o:  il  ne  serait  pas  prudent 
d'étendre  les  séries  jusqu'à  des  anplcs  horaires  assez  prands  pour  qu'elle 
lut  insuffisante;  mais,  si  l'on  voulait  la  pousser  plus  loin,  on  y parviendrait 
de  la  manière  suivante. 

L'cqualion  qu'il  s'apit  de  résoudre  pour  avoir  la  correction  C,  est 
sinZsin  'i cos  Z sin*  je  = 2 sin  A siuD  lin'  JP'; 

remplacez  sin  £ par  sou  expression  équivalente  *2  sin  \ o cos  * o;  puis  divi- 
sez les  deux  membres  de  l'équation  par  cos* \ $ ; et,  dans  le  second,  écrivez, 
au  lieu  de  > l’expression  équivalente  t ■+■  laiig’  \ o . Les  termes  sem- 

blables étant  réunis,  l'équation  deviendra  f 

(cos Z — sin  AsinDsin* } P')  lanp’  sin  Z tanp{  J -j»  sin  A sinl)  siu'  't  P'. 


Ainsi  transformée,  elle  est  résoluble,  par  rapport  à tanp  jo,  «à  la  manière 
des  équations  du  Second  depré.  Eu  outre,  l'angle  P'  devant  toujours  être 
fort  petit,  lu  second  membre  n'aura  jamais  qu'une  valeur  très-petite.  Con- 
séquemment, l’expression  radicale  de  tanp^o  pourra  être  réduite  en  une 
série  toujours  convergente,  comme  nous  l'avons  fait  en  traitant  l'équation 
de  la  pape  89;  et  l'on  pourra  ainsi  obtenir  la  réduction  0,  avec  une  exacti- 
tude indétiuie.  L'expression  que  nous  avons  forjnéc  dans  la  pape  44 1 n'est 
que  le  premier  terme  de  celte  approximation,  et  il  convient  de  restreindre 
toujours  assez  les  écarts  des  observations  uulour  du  plan  du  méridien  pour 
qu'il  suffise.  Mais  il  pourra  être  utile  de  savoir  apprécier  la  portée  des 
termes  suivants  pour  chaque  étoile , afin  de  connaître  les  limites  des  angles 
horaires  auxquelles  il  faut  s'arrêter  en  l'observant.  C'est  à quoi  pourra  servir 
le  développement  de  tanp  [o  en  série. 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien  pour  les  observations  faites  au 

, * j • , , 3sin*{V 

cercle  répétiteur , ou  valeurs  de  — : — 77— • 

sin  i " 

Akccmf.m.  Angle  horaire  en  temps. 


ftrcnM>n». 

om. 

I">. 

2™. 

3™. 

4». 

5™. 

6“. 

7>n  * 

n 

// 

« u. 

U 

r 

O 

0,0 

2,0 

7.» 

•7*7 

3*,  4 

49.  • 

70.7 

96,2 

I 

0,0 

2,0 

8,o  ' 

>7.9 

3i  ,7 

49.4 

7*.* 

96.7 

2 

0,0 

2,1 

8,. 

18,1 

3», 9 

49-7 

71,5 

97-« 

3 

0,0 

2,2 

8,2 

■8,3 

32,2 

5o,t 

7' ,9 

97>g 

4 

0,0 

2,2 

8.4 

i8,5 

3j,5 

5o,4 

72,3 

98.1 

5 

0,0 

2,3 

8.5 

■ 8,7 

32,7 

50,7 

72,7 

98.5 

6 

0,0 

2,4 

8,7 

■8,9 

33,o 

5i,i 

73,1 

99.0 

7 

0,0 

2,4 

8,8 

■9-' 

33,3 

5x  ,4 

73.5 

99>4 

8 

0,0 

2,5 

8,9 

■9,3 

33.5 

5i>7 

73,9 

99-9 

9 

0,0 

2,6 

9.» 

■9,5. 

33,8 

52,1 

74,3 

100,4 

IO 

0, 1 

2,7 

9.2 

34,1 

52,4 

74-7 

ibo,8 

11 

0,  1 

2.7 

9.4 

*9»9 

34.4 

52,7 

75,i 

ioi,3 

12 

0,1 

2,8 

9,5 

20,  1 

34,6 

53,i 

75,5 

101 ,8 

i3 

0,1 

2-9 

9,6 

20,3 

34.9 

53,4 

75,9 

■02,3 

i'l 

0,1 

3,o 

9.8 

20,5 

35,2 

53,8 

. 76,3 

102,7 

i5 

0,1 

3,x 

9.9 

20,7 

35,5 

54.» 

76,7 

■ 03,2 

16 

0,1 

3,« 

10, X 

20, 9 

35,7 

54,5 

77.» 

■ o3,7 

*7 

0,2 

3,2 

10,2 

21,2 

36,o 

54,8 

77#5 

104,2 

18 

0,2 

3,3 

•o,4 

21,4 

36,3 

55,i 

77,9 

10  j ,6 

>9 

0,2 

3.4 

■o,5 

21,6 

36,6 

55,5 

78,3 

io5,i 

20 

0,2 

3,5 

10,7 

21,8 

36,9 

55,8 

78,8 

io5,6 

21 

0,3 

3,6 

io,8 

22,0 

37,2 

56,2 

79,2 

106,1  ‘ 

22 

0,3 

3.7 

11,0 

22,3 

37,4 

56,5 

79.6 

106,6 

23 

0,3 

3,8 

II, I 

22,5 

37,7 

56,9 

80,0 

■07,0 

a4 

0,3 

3,8 

1 1 ,3 

22,7 

38,o 

57,3 

80,4, 

107,5 

25 

0,3 

3,9 

ii,5 

22,9 

38,3 

57,6 

80,8 

■08,0 

26 

o,4 

4,o 

n,6 

23,1 

38,6 

58,o 

81,3 

io8,5 

! • v 

O.'l 

4.» 

it,8 

23,4. 

38,9 

58,3 

81 ,7 

■ 09,0 

28 

0,4 

4-2 

n,9 

23.6 

.39,2 

58,7  c 

8î,i 

109,5 

29 

0,5 

4,3 

12, 1 

23,8 

39.5 

29,0 

82.5 

110,0 

3o 

o,0 

4>4 

12,3 

24,0 

39,8 

59.1 

83,o 

110.4 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien.  (Suite.) 
AnctMriT.  Angle  horaire  en  lenips. 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien.  (Suite.) 


Argcmert.  Angle  horaire  en  temps. 

. * * 


8EC0XDES. 

8m. 

9m. 

JOm. 

..m. 

I2nl. 

iS1”. 

i4m. 

i5m. 

» 

tt 

0 

125,7 

.59,0 

196,3 

237,5 

282,7 

33.  ,8 

384.7 

441,6 

I 

126,2 

i59,6 

.97,0 

238,3 

283,5 

332,6 

385,6 

442,6 

2 

126,7 

160,2 

'97,6 

239,6 

28.4,2 

333,4 

386,5 
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